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Введение.

Я – ученица 11 класса. Через несколько месяцев мне сдавать единый государственный экзамен. Я хочу получить хороший балл, а для этого мне надо уметь решать задания второй части, в частности стереометрические задачи (С2 и С4). Не все задачи удается решить традиционным способом – через элементы треугольника, и учитель предложил нам для решения задач координатный метод. 

        В сборнике Бунеевой Н.А. и Каргаполова А.М. «Задачи по стереометрии (координатный метод)» [1] содержатся основные формулы и подходы решения задач по стереометрии с помощью координатного метода, предложены решения заданий, которые предлагались при поступлении на разные факультеты Новосибирского Государственного университета в разные годы. 
Я же задалась целью изучить координатный метод и применить его при решении задач единого государственного экзамена.  
Задачи:               

· Рассмотреть фигуры, которые «удобно» расположить в прямоугольной системе координат;
· Рассмотреть  типы задач, решаемых координатным способом;
· Выделить основные формулы;  

· Рассмотреть способы задания плоскости; 
· Применить координатный метод при решении задач ЕГЭ разных лет.  
Объект исследования: методы решения стереометрических задач.

Предмет исследования: координатный метод решения стереометрических задач.

 Рамки исследовательской работы не позволяют представить весь материал, поэтому мы к работе прилагаем сборник «Координатный метод в решениях задач ЕГЭ» [6].
    Глава 1. «Симпатичные» фигуры.

            Мы согласились   с Бунеевой Н.А. и Каргаполовым А.М. – авторами сборника «Задачи по стереометрии (координатный метод)» [1], и фигуры (мы будем иметь в виду многогранники), которые «удобно» расположить в прямоугольной системе координат, назвали  «симпатичными».                  
                   Виды «симпатичных фигур»: 

· куб и прямоугольный параллелепипед;                                                                                                                                           
· четырёхугольные пирамиды: 

                - пирамида с основанием квадрат (прямоугольник), основание высоты которой попадает  в центр описанной около основания окружности, т.е. в точку пересечения диагоналей основания,                                                                                   
                - пирамида, у которой основание квадрат (прямоугольник), одно боковое ребро перпендикулярно основанию; 
· треугольные пирамиды: 
· треугольная пирамида, в основании которой лежит правильный треугольник и одно боковое      ребро, перпендикулярно основанию,                                                               
· правильная  треугольная пирамида,
· правильный тетраэдр;
· пирамиды, у которых основания – прямоугольные треугольники: 
· прямоугольный треугольник АВС с прямым углом при вершине A, ребро AD перпендикулярно основанию ABC (ребра AB, AC, и AD попарно перпендикулярны),
· прямоугольный треугольник АВС с прямым углом при вершине A, ребро CD перпендикулярно основанию ABC (ребра AB, AC и CD попарно перпендикулярны), 

· прямоугольный треугольник  ABC с прямым углом при вершине A и её боковые ребра равны между собой (основание высоты пирамиды попадает в центр описанной около основания ABC окружности); 
· треугольные призмы: 

· правильная треугольная призма,

· прямая призма, но в основании лежит прямоугольный треугольник; 

· правильная шестиугольная пирамида;
· правильная шестиугольная призма.
      Рассмотренные фигуры действительно «симпатичны»: есть простая возможность введения системы координат и, как следствие, решения задач, содержащих в условии «симпатичную» фигуру, методом координат.  
                                     2. Основные формулы и определения.[1]
          Из предложенных в сборнике [1] формул новыми для меня были только формулы для нахождения расстояния от точки до плоскости (10), формула для нахождения угла между плоскостями (11) и формула для нахождения  угла между прямой и плоскостью (13) и уравнение плоскости (9).  

1. Расстояние  ρ между точками A1(x1; y1; z1) и А2(x2; y2; z2), равно

ρ 
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2. Координаты середины K(х;у;z) отрезка AB равны средним арифметическим координат его концов. Таким образом, если A(x1; y1; z1) и  B(x2; y2; z2), то

К(
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3. Координаты вектора AB равны разности соответствующих координат конца B и начала A данного вектора. Таким образом, если A(x1; y1; z1) и B(x2; y2; z2),  то
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4. Длина вектора [image: image7.png]


, имеющего координаты (a1; a2; a3), равна [image: image9.png]lal
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5. Скалярным произведением двух ненулевых векторов [image: image13.png]


 и [image: image15.png]


 называется число, равное произведению длин этих векторов на косинус угла φ между ними. [image: image17.png]


·[image: image19.png]


=[image: image21.png]lal



·[image: image23.png]


·cos φ.        

6. Скалярное произведение векторов [image: image25.png]


(a1; a2; a3), и [image: image27.png]


(b1; b2; b3) равно сумме произведений соответствующих координат этих векторов:    
[image: image29.png]


·[image: image31.png]


= a1 b1+ a2 b2 + a3 b3.
7. Ненулевые векторы [image: image33.png]


(а1; a2; a2) и [image: image35.png]


(b1; b2; b3) перпендикулярны тогда и только тогда, когда их скалярное произведение равно нулю, т.е. a1 b1+ a2 b2 + a3 b3= 0

8. Если φ – угол между ненулевыми векторами [image: image37.png]


(a1; a2; a3) и [image: image40.png]


 (b1; b2; b3),                 

                     то [image: image42.png]cos @
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9. Всякое уравнение первой степени аx+by+cz+d=0  задает в координатном пространстве единственную плоскость, которая перпендикулярна вектору [image: image46.png]


(a, b, c). Вектор [image: image48.png]


 называется вектором нормали к данной плоскости.

10. Если p – расстояние от точки M (m1; m2; m3) до плоскости аx+by+cz+d=0  , то 
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11. Если α – угол между плоскостями, заданными уравнениями a1x + b1y + c1z + d1=0  и a2x + b2y + c2z + d2=0, то 

      соs
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12. Любой ненулевой вектор, параллельный данной прямой, называется направляющим вектором этой прямой.

13. Если α – угол между прямой, направляющий вектор которой [image: image53.png]


 (m1; m2; m3), и плоскостью ax+by+cz+d=0, то 

         sinα=
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14. Если α – угол между прямыми, направляющие векторы, которых
 [image: image56.png]


 (m1, m2, m3) и  (n1, n2, n3), то
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3. Уравнение плоскости.

           Конечно, для того, чтобы научиться решать задачи с помощью координатного метода, умения находить координаты вершин и знания формул недостаточно. Очень часто условие задачи содержит некоторую плоскость, поэтому для того чтобы применить предложенные формулы, необходимо уметь записывать  уравнение плоскости [6]. 
Способы задания плоскости: 
1. плоскость, проходящая через три точки, не лежащие на одной прямой;
2. плоскость, проходящая через точку, перпендикулярно ненулевому вектору;
3. плоскость, проходящая через две точки, параллельно ненулевому вектору;
4. плоскость, проходящая через точку, параллельно двум ненулевым векторам.

Уравнения координатных плоскостей: 
                 Плоскость хОу задается формулой:  z=0, вектор нормали имеет координаты 
[image: image59.wmf])
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Плоскость хОz  задается формулой: у=0, вектор нормали имеет координаты 
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Плоскость уОz задается формулой: х=0, вектор нормали имеет координаты 
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                                     4. Примеры решения задач.

Типы стереометрических задач, к которым применим координатный метод:

· расстояние между точками,
· расстояние между прямыми,
· угол между прямыми,
· угол между прямой и плоскостью,
· угол между плоскостями.
          В данной главе предложен координатный  метод решения задач ЕГЭ разных лет  [6], с решениями задач традиционным образом (через элементы треугольника) можно ознакомиться в указанной литературе.
                                      4.1. Расстояние между точками.

Задача. [2. Задача 17, стр.184.] Основание пирамиды – квадрат со стороной, равной а. Боковое ребро АМ перпендикулярно плоскости основания пирамиды и вдвое больше ребра основания. Найти радиус сферы, описанной около этой пирамиды. 

(В этой задаче может вызвать затруднение нахождение  расположения центра сферы, описанной около пирамиды. Воспользуемся формулой нахождения расстояния между точками)                                                                                      
 Решение.                                                                                                                                                                                               
  Пусть О (х; у; z) - центр сферы, описанной около пирамиды МАВСD.                          Тогда R=ОМ=ОА=ОВ=ОС=ОD. 

Расположим пирамиду в прямоугольной системе координат  так, чтобы

А(0;0;0), В(0; а;0), С(а; а;0), Д(а;0;0), М(0;0;2а)

По формуле 1 расстояния между точками имеем:

1). АО2= x2+y2+z2                                                         2). ВО2= x2+(y-а)2+z2

3). СО2= (x-а)2+(y-а)2+z2                                     4). DО2=(x-а)2+y2+z2
5). МО2= x2+y2+(z-2а)2
Из 1) и 2),  получаем у=а/2 .                               Из 1) и 4) получаем х= а/2 .

Подставляя значения х и у в 3) и 5) выражения, и приравнивая эти выражения, получаем z=а. Тогда центр сферы имеет координаты О(а/2; а/2; а).

R2= (а/2)2 +(а/2)2+а2.                      R=
[image: image62.wmf]2
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                                                4.2.Расстояние между прямыми.

            Расстоянием  между скрещивающимися прямыми называется длина их общего перпендикуляра.

(Если данные прямые перпендикулярны, то построение их общего перпендикуляра нахождение его длины не вызывает затруднений.  Если же данные прямые не перпендикулярны, то построение общего перпендикуляра сравнительно более сложно. В этом случае предлагаем способ, который заключается в том, чтобы через одну из прямых провести плоскость β параллельно второй и найти расстояние от любой точки второй прямой до плоскости β и применить формулу расстояния от точки до плоскости).  

Задача. [2.,Задача 11. Стр.169]. Ребро куба АВСDА1В1С1D1 равно 1. Найти расстояние между прямыми АВ1 и ВД.
Решение. Расположим куб в прямоугольной системе координат так, чтобы                             
А(0;0;0), В(0; 1;0), С(1; 1;0), D(1;0;0), В1(0; 1;1). 

Расстояние между скрещивающимися прямыми мы найдем как расстояние от любой точки прямой АВ1  до плоскости β, содержащей прямую ВD и параллельной прямой АВ1. 
Напишем уравнение плоскости β: ax+by+cz+d=0, проходящей через точки В и Д параллельно прямой АВ1. ([6]  глава 3. Задача 3.)

-x-y+z+1=0 

Найдем по формуле 10 расстояние от точки А(0;0;0), до плоскости β: 

-x-y+z+1=0 

ρ=
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       Ответ:   ρ=
[image: image65.wmf]3

1


                               4.3.  Угол между прямыми.

Определение. Углом между скрещивающимися прямыми называется угол между пересекающимися прямыми, которые порознь параллельны данным скрещивающимся прямым.

       Задача. [2. Задача 9, стр.167]  В прямоугольном  параллелепипеде АВСD А1В1С1D1.  Известно АА1=1, АВ=2, АD=3. Найти угол между прямыми ВD1 и АС. 

Решение. Расположим прямоугольный параллелепипед  АВСDА1В1С1D1                
в прямоугольной системе координат так, чтобы А(0;0;0), В(0;2;0), С(3;2;0), D1(3;0;1).                                                                                
Направляющий вектор прямой ВД1 имеет координаты (3;-2;1).

Направляющий вектор прямой АС имеет координаты (3;2;0). 

Найдем косинус угла между прямыми по формуле 14. соs
[image: image66.wmf]a
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Ответ: arcos 
[image: image68.wmf]182
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Задача. [6, вариант 7, задача С2, стр.71]                                                                       
В правильной шестиугольной призме АВСDЕFА1В1С1D1Е1F1, все ребра которой    равны. Найти косинус угла между прямыми АВ1 и ВD1.            
Решение. Расположим основание призмы АВСДЕFА1В1С1Д1Е1F1 в прямоугольной                     
системе координат так, чтобы центр описанной окружности совпадал с началом координат.  В правильном шестиугольнике R=a=1.                                                                           
 Тогда точка А(0;1;0),   В([image: image70.png]


; [image: image72.png]


0),  В1([image: image74.png]


; [image: image76.png]


1),  D1(0;-1;1)

Направляющий вектор  прямой АВ1 имеет координаты ([image: image78.png]


; - [image: image80.png]


 1).
Направляющий вектор прямой ВД1. Имеет координаты (-[image: image82.png]


; -
[image: image83.wmf]2

3

;1).

Найдем косинус угла между прямыми по формуле 14 соs
[image: image84.wmf]a

=
[image: image85.wmf]4

2

2

2

1

1

4

9

4

3

1

4

1

4

3

1

4

3

4

3

=

=

+

+

×

+

+

+

+

-

.                

Ответ:  соs
[image: image86.wmf]a
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                                   4.4.Угол между прямой и плоскостью

Определение. Углом между прямой и плоскостью называется угол между этой прямой и ее проекцией на данную плоскость.

              В тех случаях, когда затруднительно найти проекцию прямой на плоскость, предлагаем воспользоваться формулой 13 для нахождения угла между прямой и плоскостью.
Задача. [3, Вариант 1, задача С4, стр.8] Отрезок РN – диаметр сферы. Точки М, L лежат на сфере так, что объем пирамиды РМNL- наибольший. Найти синус угла между прямой  NT и плоскостью РМN, если Т – середина ребра ML. 

Решение. Пирамида РNМL имеет наибольший объем, если                                                                              треугольники РМN и РLТ прямоугольные, равнобедренные      с общей гипотенузой РN, лежащие во взаимно перпендикулярных плоскостях.        
Расположим пирамиду в прямоугольной системе координат как показано на рисунке. Пусть катеты равнобедренных  прямоугольных треугольников РМN  и РLТ  равны 1. Тогда радиус сферы R=
[image: image88.wmf]2
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Тогда М(0;0;0), Р(1;0;0), N(0;1;0), L(
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).  Точка Т (
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– середина ребра ML.
Направляющий вектор прямой NT имеет координаты (
[image: image92.wmf])
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Плоскость РМN задается уравнением z=0, вектор нормали имеет координаты 
[image: image93.wmf])
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([6] Глава 3. п.5.).

По формуле 13 находим синус угла α между прямой NT  и плоскостью РМN:

sin α=
[image: image94.wmf]6
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 Ответ:  sin α =
[image: image95.wmf]6
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4.6.Угол между плоскостями.

       Задача С4. [ЕГЭ, 2005 г.] Основание прямой четырехугольной призмы АВСDА1В1С1D1 – прямоугольник АВСD, в котором АВ=5, АD=
[image: image96.wmf]33

[image: image98.wmf]3

. Найти тангенс угла между плоскостью грани АА1Д1Д призмы и плоскостью, проходящей через середину ребра СD перпендикулярно прямой В1D, если расстояние между прямыми АС и В1D1 равно .
(В данной задаче вызывает сложность построение второй плоскости, что затрудняет решение задачи традиционным способом)

Решение. 

Расположим призму в прямоугольную систему координат так,                                     чтобы А(0;0;0), В(0;5;0), D(
[image: image99.wmf]33

; 0; 0), В1(0;5;[image: image101.png]V3)



.                                                                                                                                                                                                         Напишем уравнение плоскости β, которая проходит через середину DС  - точку К(
[image: image102.wmf]33

;
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;0) ,  и для которой  вектор 
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;-5;[image: image107.png]


) – есть вектор нормали.      ([6] задачу  2 из главы 3 – уравнение плоскости, проходящей через точку, перпендикулярно ненулевому вектору): 
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Уравнение плоскости, проходящей через точку К перпендикулярно прямой В1Д имеет вид 
[image: image117.wmf]33
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z -20,5=0.     
Уравнение плоскости АА1D1D имеет вид у=0 (([6]  п.5.глава 3). 

Тогда по формуле 16 имеем соs
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Ответ:        tg
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Заключение.

     Ознакомившись  глубже с методом координат и применив его к решениям стереометрических задач, я сделала вывод, что его можно и нужно использовать в тех случаях, когда решение традиционным способом затруднительно. 
Мы провели в классе практикумы по решению задач методом координат, и практикум для учащихся 11 классов некоторых школ района.
Надеемся, что представленный материал поможет выпускникам лучше справиться  с заданиями ЕГЭ.
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