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1. Методы решения показательных уравнений

2. Примеры решения заданий ЕГЭ

       Задания на решение показательных уравнений  могут

встретиться в любой группе заданий ЕГЭ. В заданиях   группы В обычно предлагается непосредственно решить простейшие показательные уравнения  или воспользоваться  решением  показательного  уравнения для исследования некоторой функции. В третьей группе можно встретить более сложные показательные уравнения,  решение которых обычно является одним из этапов выполнения задания.
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            Если а >0, b>0, r, s- Действительные числа, то:       
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Методы решения показательных уравнений

При решении показательных уравнений необходимо помнить, что решение любого показательного уравнения сводится к решению “простейших” показательных уравнений, то есть уравнений вида:
1. af(x)=ag(x) или 2. af(x)=b.

Очевидно, что уравнение типа 2 сводится к уравнению типа 1 с помощью основного логарифмического тождества: 

2!
af(x)= [image: image2.wmf]а
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Уравнение (1) равносильно уравнению f(x)=g(x) при а ( 0, а ( 1.
Этот переход называется потенцированием.

Способы решения показательных уравнений
1 тип: приведение к одному основанию левой и правой частей, применяя свойства степеней:
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Проверка: [image: image4.wmf]1
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Решение: [image: image9.wmf]2
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(х+5)(х–3)=(х+25)(х–7); х2+5х–3х–15=х2+25х–7х–175; 16х=160; х=10.

Проверка: х=10. [image: image15.wmf]32
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Ответ: х=10;

в) [image: image22.wmf]4

2

1

2

х

e

-

=

ln

.

Решение: [image: image23.wmf]2

1

2

2

2

1

2

x

e

-

æ

è

ç

ö

ø

÷

=

ln

; [image: image24.wmf]2

2

2

1

2

2

x

-

æ

è

ç

ö

ø

÷

-

=

; [image: image25.wmf]2

1

2

2

x

-

æ

è

ç

ö

ø

÷

=

-

; [image: image26.wmf]2

4

2

x

-

=

-

; [image: image27.wmf]2

2

x

=

; x=1.
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Ответ: х=1;
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3х–4=4х–4; –х=0; х=0; для х ([image: image35.wmf]4
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7

.

Проверка: х=0. [image: image37.wmf](
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х=[image: image40.wmf]8
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Ответ: х=[image: image45.wmf]8
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.

2 тип – уравнения вида P(ax)=0, где P(y) – многочлен 2 или 3 степени, или уравнения, сводящиеся к ним. Такие уравнения решаются методом подстановки: ax=y, решаем уравнение P(y)=0, находим его корни yi и потом решаем простейшее уравнение ax= yi.
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Обозначаем: [image: image48.wmf]9
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Ответ: х=2; х=–2;
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Решение: [image: image62.wmf](
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Ответ: х=1;
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Решение: [image: image66.wmf](
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Проверка: x=20. [image: image78.wmf](
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Ответ: х=20.
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Решение: [image: image81.wmf](3
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Ответ: x=[image: image91.wmf]±
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3 тип – метод вынесения общего множителя за скобки:

а) [image: image92.wmf]5

5

0

992

3

х

х

-

=

-

,

.

Решение: [image: image93.wmf]5

5

5

0

992

3

х

х

-

×

=

-

,

; [image: image94.wmf]5

1

5

0

992

3

х

(

)

,

-

=

-

; [image: image95.wmf]5

124

125

0

992

х

×

=

,

;

[image: image96.wmf]5

0

992

125

124

х

=

×

,

; [image: image97.wmf]5

1

х

=

; [image: image98.wmf]5

5

0

х

=

; х=0.

Проверка: [image: image99.wmf]5

5

0

992

0

0

3

-

=

-

,

; [image: image100.wmf]1

1

125

0

992

-

=

,

; 0,992=0,992 – верно.

Ответ: х=0;
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Решение: [image: image102.wmf]7
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Ответ: х=0;
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Решение: [image: image108.wmf]2
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Ответ: х=2.
4 тип – уравнения вида [image: image116.wmf]A
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Проверка: х=0; [image: image129.wmf]3
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Ответ: х=0; х=[image: image132.wmf]1

2

.

б) [image: image133.wmf]4

9

6

1

5

1

х

х

х

+

+

+

=

,

.

Решение: [image: image134.wmf]4
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Проверка: [image: image147.wmf]х

=

log

3

2

2

; [image: image148.wmf]4

4

9

6

6

3

2

3

2

3

2

2

3

2

2

2

log

log

log

×

+

=

×

. Делим на [image: image149.wmf]6

3

2

2

log

.

[image: image150.wmf]8

4

6

9

6

6

3

2

3

2

2

2

×

æ

è

ç

ö

ø

÷

+

æ

è

ç

ö

ø

÷

=

log

log

; [image: image151.wmf]8

3

2

3

2

6

3

2

3

2

2

2

×

æ

è

ç

ö

ø

÷

+

æ

è

ç

ö

ø

÷

=

-

log

log

; [image: image152.wmf]8

1

2

2

6

×

+

=

;

6=6 – верно;

[image: image153.wmf]х

=

log

3

2

4

; [image: image154.wmf]4

4

9

6

6

3

2

3

2

3

2

4

3

2

4

4

log

log

log

×

+

=

×

. Делим на [image: image155.wmf]6

3

2

4

log

;

[image: image156.wmf]8

2

3

3

2

6

3

2

3

2

4

4

×

æ

è

ç

ö

ø

÷

+

æ

è

ç

ö

ø

÷

=

log

log

; [image: image157.wmf]8

1

2

4

6

×

+

=

; 6=6 – верно.
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 Решение типовых заданий 

  [image: image160.png]X
Sagamte 1. Pemmmre ypasrermie 3 =81



 
Решение. 1-й способ. Представим  правую и левую части уравнения в виде 

степени  с основанием 3 и от равенства степеней с одинаковым основанием

[image: image161.png]Iepefifen K paBeHCTBY I OKasaTeNel CTemetel: 3



     

2-й способ. Это простейшее показательное уравнение, значит 

[image: image162.png]og .81 x=logh 3, x=4




                                                                  
[image: image163.wmf]    

Задание 2. Решите уравнение 
[image: image164.wmf]7
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       Решение.  Преобразуем правую часть уравнения с помощью свойства (7).

Получим 
[image: image166.wmf]7
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.  Применяя теорему 1, получим  уравнение, равносильное данному: 3x – 7 = -7x + 3,  10x = 10, x = 1.

Ответ: 1.

 Задание 3.  Решите уравнение 0,04 ∙ 
[image: image168.wmf](
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  = 
[image: image169.wmf]x
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.

      Решение. Преобразуем уравнение к виду  
[image: image170.wmf](
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[image: image171.wmf](
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[image: image172.wmf]x
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.

 Применяя свойства (1) и (7) степени с одинаковым основанием, получаем 

 
[image: image173.wmf](
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[image: image174.wmf](

)

x

-

2

,

0

. Из равенства степеней с одинаковыми основаниями        следует равенство показателей степеней: x – 2 = -x , 2x = 2, x = 1.

 Ответ: 1.

       Если в показательном уравнении несколько показательных выражений 

с одинаковым основанием, то выражения  можно преобразовать с помощью

свойств степени (1) и (2): 
[image: image175.wmf]c
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[image: image177.wmf]c
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[image: image178.wmf]c
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[image: image179.wmf]b
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: 
[image: image180.wmf]c
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  ( a > 0).  После таких 

преобразований уравнение обычно решается методом  введения новой переменной или разложением на множители.

Задание 4.  Решите уравнение 
[image: image181.wmf]1
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 + 
[image: image182.wmf]1
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 = 250.

      Решение. Преобразуем левую часть уравнения с помощью свойств степени (1) и (2): 

      
[image: image183.wmf]1
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[image: image184.wmf]x
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[image: image185.wmf]x
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[image: image186.wmf]5
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[image: image188.wmf]x
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[image: image189.wmf]x
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 + 25 ∙ 
[image: image190.wmf]x
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- 1250 = 0.

      Введем замену 
[image: image191.wmf]x

5

 = a , a > 0.  Уравнение принимает вид 
[image: image192.wmf]2

a

 + 25a – 
- 1250 = 0. Решая уравнение, находим его корни: a = 25 или a = -50.

        Учитывая условие  a > 0, отбросим  a = -50. Переходя к прежней переменной  x, остается решить уравнение 
[image: image193.wmf]x

5

= 25. Оно имеет корень x=2.

Ответ: 2.

Задание 5.  Решите уравнение  
[image: image194.wmf]1
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 −2 ∙ 
[image: image195.wmf]2
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 = 124. 

Решение. Преобразуем левую часть уравнения с помощью свойств (1), (2) и вынесем за скобки степень с наименьшим показателем 
[image: image196.wmf](
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[image: image197.wmf](
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[image: image198.wmf]2
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[image: image199.wmf]2
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[image: image200.wmf]2
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 = 
[image: image201.wmf]5
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,

 x−2 = 0,5,

 x=2,5.

Ответ: 2,5.

     Рассмотрим уравнения (неравенства), идея решения которых состоит в делении обеих частей уравнения на некоторое показательное выражение.

Такая операция не приводит к потере корней (решений), потому что показательные выражения больше нуля  ( см. область значений функции y=
[image: image202.wmf]x

a

).

Задание 6. Решите уравнение 
[image: image203.wmf]x

3

+ 
[image: image204.wmf]x

4

= 
[image: image205.wmf]x

7

.

  Решение. Подбором устанавливаем, что корнем уравнения является  x=1. Докажем, что других корней нет. Так  как 
[image: image206.wmf]x

7

 > 0,  разделим обе части уравнения на выражение 
[image: image207.wmf]x
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.

Получим уравнение 
[image: image208.wmf]x
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      В левой части уравнения − сумма монотонных функций − монотонная функция ( убывающая ), поэтому любое свое значение эта функция принимает только один раз, в том числе и значение, равное 1. Значит, уравнение имеет единственный корень, который уже найден.

Ответ: 1.

      Замечание. Уравнение 
[image: image210.wmf]x

3

+ 
[image: image211.wmf]x

4

 = 
[image: image212.wmf]x

7

 также решается функционально-графическим методом, но без деления: в левой части − возрастающая функция, которая принимает значение 7 только в одной точке  x = 1.
       Используем прием деления на показательное выражение при решении однородных показательных уравнений ( неравенств ).

        Если при замене показательных выражений, входящих в показательное уравнение, новыми переменными, получается однородное уравнение, то этот тип показательных уравнений называют однородными показательными уравнениями. Например, если в уравнении                            3 ∙ 
[image: image213.wmf]x
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−
[image: image214.wmf]x
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 −2∙
[image: image215.wmf]x
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 = 0 заменить  
[image: image216.wmf]x
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 новой  переменной a , а  
[image: image217.wmf]x

3

− новой  переменной  b, то получим  однородное  уравнение  второй степени           
[image: image218.wmf]2
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[image: image219.wmf]ab

−
[image: image220.wmf]2
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 = 0 ( сумма показателей степеней каждого члена равна двум ).

      Однородное  показательное уравнение решаются путем деления обеих  частей уравнения на входящее в уравнение показательное выражение с наибольшим основанием и сведением данного уравнения к квадратному      
[image: image221.wmf]( можно делить и на любое показательное выражение, входящее в уравнение ).

Задание 8. Решите уравнение 2 ∙ 
[image: image222.wmf]x
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− 3 ∙ 
[image: image223.wmf]x
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 = 5 ∙ 
[image: image224.wmf]x
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.

 Решение. Данное уравнение является однородным  ( почему?). Разделим 
[image: image225.wmf]обе части уравнения на выражение  
[image: image226.wmf]x
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, большее нуля для любых  x.

        2∙ 
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    Введем новую переменную  t = 
[image: image231.wmf]x
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     Уравнение  
[image: image232.wmf]2

2

t

− 3t − 5 = 0 имеет два корня  
[image: image233.wmf]1
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 = -1 и 
[image: image234.wmf]2
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 = 
[image: image235.wmf]2
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. С учетом условия  t > 0 отбрасываем  
[image: image236.wmf]1
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 = − 1. Остается  решить  уравнение                
[image: image237.wmf]x
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 = 
[image: image238.wmf]2

5

, x = −1.

Ответ: − 1.

              Рассмотрим более сложные задания.

Задание 9. Решите уравнение  (
[image: image239.wmf]2

3

x

 − 81) ∙ 
[image: image240.wmf]x

-

1

 = 0.


[image: image241.wmf]³


Решение. 1-й способ. В основе решения уравнения лежит условие равенства произведения двух выражений нулю: произведение двух выражений равно нулю, если хотя бы один из множителей равен нулю, а второй при этом не теряет смысл.

    1) 
[image: image242.wmf]2

3

x

 − 81 = 0,    
[image: image243.wmf]2
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x

 = 
[image: image244.wmf]4

3

,   
[image: image245.wmf]2

x

 = 4,  x = 2 или  x = − 2. При  x =2 подкоренное выражение отрицательно, значит, число 2 не является корнем уравнения.

   2) 
[image: image246.wmf]x
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 = 0 при  x=1. Это число является корнем данного уравнения, так 

как  выражение  
[image: image247.wmf]2
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 − 81 имеет смысл при любом  x.

Ответ: 1, -2.

   2-й способ. Если решать уравнение с помощью равносильности, то решение

основано  на применении  следующего  утверждения: 

 [image: image248.png]f(x)





       Уравнение равносильно системе: 

 [image: image249.png]



Задание 10.  Решите систему уравнений 

                     [image: image250.png]20 = G g
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Решение. Преобразуем первое уравнение системы, получим                              
[image: image251.wmf](
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 − 6 = 0.  Введем новую переменную  
[image: image253.wmf]y
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 = t,  t < 0. 

Решениями уравнения 
[image: image254.wmf]0
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 являются числа t = 2 или  t = −3. С          учетом ограничения, накладываемого  на t, оставляем только значение

t = 2.

Возвращаясь к неизвестным  x и y, получим 
[image: image255.wmf],
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[image: image256.wmf].
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Преобразуем второе уравнение системы к виду: 

                       
[image: image257.wmf](
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Ответ: (1; − 2).

 Задание 11. При каких значениях  m  уравнение 
[image: image259.wmf]4
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 имеет единственный корень?

     Решение. Введем новую переменную 
[image: image261.wmf],
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 тогда уравнение примет     вид: 
[image: image262.wmf].
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 Это квадратное уравнение при t > 0 имеет единственный корень в двух случаях:

1) если его дискриминант D = 0 и корень квадратного уравнения           положительный; 

 2) если дискриминант D > 0 и только один  корень квадратного уравнения положительный.  В этом случае квадратное уравнение имеет два корня, но  показательное уравнение имеет единственный корень. 

        Рассмотрим первый случай. Найдем дискриминант: 

D = 
[image: image263.wmf].
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        Решим квадратное уравнение 
[image: image264.wmf],
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 получим, что  m = 4 или  

m = − 1. При каких значениях параметра  m квадратное уравнение  имеет единственный корень t = 2 > 0, следовательно, первоначальное  показательное уравнение также будет иметь единственный корень.

        Рассматривая второй случай, решим квадратное неравенство 

( D > 0 ) : 
[image: image265.wmf](
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[image: image266.wmf].
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        Для того чтобы один корень квадратного уравнения был положительным (при условии существования двух корней), второй должен быть отрицательным или равным нулю. Рассмотрим отдельно каждый из случаев.

       Если корни имеют разные знаки, значит, их произведение отрицательно, поэтому, применяя теорему Виета, получим  
[image: image267.wmf],
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[image: image268.wmf].
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Решая последнее неравенство, получим 0 < m < 3. 

       Если один из корней равен нулю, то, подставив его в квадратное уравнение, получим, что второй может быть найден из условия  
[image: image269.wmf],
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[image: image270.wmf]0
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       Объединяя все возможные значения параметра m, получим, что данное показательное уравнение имеет единственный корень при 
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Ответ: [0; 3] 
[image: image273.wmf]È

 {-1; 4}.

Задание 12.

Решите неравенство  
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Решение. По правилу 2:    
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[image: image277.wmf](
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[image: image279.wmf](
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 Ответ: 
[image: image280.wmf]]
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