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Методическая разработка выполнена на 27листах. Включает в себя:

а) введение, где автор ставит цели изучения темы

б) содержание раздела «первообразная и интеграл» в лекционной форме

с соответствующими чертежами и таблицами

в) таблица первообразных и три правила нахождения первообразных

г) Криволинейная трапеция и ее площадь. Формула Ньютона – Лейбница

д) Задачи с решениями на нахождении общего вида первообразной,  площади фигур, ограниченных  графиками функций, на нахождении закона движения тела.

е) вычисление площадей фигур  ограниченных разными графиками функций 

(квадратичные, иррациональные, кубическая парабола, тригонометрическая функция), геометрическая интерпретация формулы Ньютона – Лейбница,

Вычисление площади фигур, ограниченных графиками функций, содержащих модуль.

ж) для самостоятельной работы предлагается карточки инструкции, где 

поэтапно указывается решения конкретной задачи

з) задачи с решениями на применение интеграла для вычисления  объемов тел

и вычисления работы переменной силы.

и) предлагается для самостоятельной работы примеры

к) сведения из истории повышает интерес студентов к изучению математики и углубляют понимание ими изучаемого раздела программы. 
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Введение
В целях совершенствования преподавания математики целесообразно использовать обучение  студентов решению  задач, с помощью специально подобранных упражнений, учить их наблюдать, пользоваться аналогией, сравнениями и делать соответствующие выводы.
Преподавание математики не может стоять на должном уровне, а знания обучающихся не будут достаточно полными и прочными, если в работе преподавателя отсутствует система повторительно - обобщающих уроков.

         В этой работе рассмотрены темы: 1. Первообразная 
                                                         2. Интеграл.

По каждой теме приведены теоретические материалы, исторические сведения, набор различных заданий с решениями. Например, задачи на нахождения площади фигур, ограниченными различными тригонометрическими, иррациональными, показательными функциями и вычисления интегралов с параметрами, интегралов содержащие модули. А также приведены задания для самостоятельных работ.

Работа имеет следующие цели:

· обобщить и систематизировать теоретический материал по указанным темам; 

· отработать навыки вычисления первообразной  функций;
· отработать навыки вычисления определенного интеграла по формуле Ньютона- Лейбница;
· овладеть умением применения первообразной функции при вычислении площадей криволинейных трапеций и других плоских фигур;
· достичь  аккуратности при выполнении записей, решений и чертежей.
Данная работа может помочь учащимся овладеть конкретными математическими знаниями, необходимыми для применения в практике, развить умственные способности, самостоятельно выполнять различные творческие работы.
Тема: Первообразная и интеграл
Теоретическая часть. Объяснение темы в виде лекции.

        1. Под дифференцированием функции[image: image2.png]flx)



мы понимаем нахождение производной [image: image4.png]f'(x)



.

2. Нахождение функции  [image: image6.png]f(x)



по заданной ее производной  [image: image8.png]f'(x)



 называют операцией интегрирования.[image: image10.png]



3. Таким образом, операция интегрирования обратно операции дифференцирования. Следовательно, операция интегрирования состоит в том, что по заданной производной [image: image12.png]f'(x)



 находят (восстанавливают ) функцию [image: image14.png]f(x)



.

4. Функцию [image: image16.png]F(x)



называют первообразной для функции [image: image18.png]f(x)



 на заданном  промежутке , если для всех  х  из этого промежутка  F’(x)=f’(x).
5. Множество всех первообразных для функции f(x)  можно представить в виде  [image: image20.png]F(x)+C,



где C [image: image22.png]€R.




Основные  свойства первообразной функции.

6.Теорема .   Если функция  F(x) есть первообразная для функции  f(x) на промежутке  X то при любой постоянной функция F(x)+C   также является первообразной для функции f(x) на промежутке  X . любую первообразную функции  f(х)  на промежутке Х можно записать в виде   F(x)+C.

7. Геометрически основное свойство первообразных можно интерпретировать так: графики всех первообразных данной функции f (x) получаются с помощью параллельного переноса любого из этих графиков вдоль оси ОУ. 
[image: image23.png]



Таблица первообразных
	Функция

	Общий вид первообразных

	k  (постоянная)
	              kx+c

	[image: image24.png]x"(meZn+-1)




	[image: image25.png]




	[image: image26.png]



	[image: image27.png]2x+c





	[image: image28.png]sin x




	[image: image29.png]—cosx +¢





	[image: image30.png]COS X




	[image: image31.png]sinx+c





	[image: image32.png]cos2 v




	[image: image33.png]tgx +c





	[image: image34.png]gin v




	[image: image35.png]—ctgx+c





	[image: image36.png]



	[image: image37.png]In|x| + ¢





	[image: image38.png]



	[image: image39.png]




	[image: image40.png]



	[image: image41.png]





Три правила нахождения первообразных.

Правило1. Если F есть первообразная для f , а G-  первообразная для  g , то    F+G есть первообразная для f+g.
Правило2. Если F  есть первообразная для  f , а  k – постоянная, то функция kF-первообразная для kf.[image: image43.png]



Правило3. Если F(x)  есть первообразная для f(x) , а k  и b  -постоянные, причем  k[image: image45.png]


  0, то[image: image47.png]| b



 F(kx+b)  есть первообразная для  f(kx+b) .

             Криволинейная трапеция и ее площадь
Определение. Криволинейной трапецией называют фигуру, ограниченную графиком неотрицательной и непрерывной на отрезке [image: image49.png][a; b]



функции f, ОХ и прямыми  х=а и х =b.
Теорема . Пусть   f -непрерывная и неотрицательная на отрезке [image: image51.png][a; b]



   функция,  а  S -  площадь соответствующей криволинейной трапеции . Tогда если  F  есть первообразная для  f на интервале , содержащем отрезок  ,то S=F(b)-F(a).

Формула Ньютона -Лейбница

1. Интегралом от  а  до b  функции  f  называют приращение первообразной F этой функции , т.е.  F(b)-F(a).
2. Интеграл от а до b функции f обозначается так:[image: image53.png][ f
(x)dx



 , числа a и b                  

называют пределами интегрирования , a- нижним, b- верхним пределом. Знак[image: image55.png]


   называют знаком интеграла, функцию f- подынтегральной функцией, х- переменной интегрирования.
3. [image: image57.png][ f
(x)dx
=F
(¢
b) —
F
(a
)



  -это равенство называют формулой Ньютона – Лейбница.

4.  Формулу для вычисления площади криволинейной трапеции с помощью интеграла можно записать таким образом:

[image: image59.png]S= [ f(x)dx=F(b) — F(a)



 Формула верна для любой функции f , непрерывной на отрезке [image: image61.png][a; b]



.

Вычисление площадей с помощью интеграла

1. Пусть функция  f  непрерывна и неотрицательна на отрезке [image: image63.png][a;b]



. Тогда площадь соответствующей криволинейной трапеции находится по формуле

[image: image64.png]b
[r@ax=reolt=F®) - F@




[image: image65.png]



2. В том случае, когда непрерывная функция  f(x) неположительна на отрезке  [image: image67.png][a; b]



, для вычисления площади криволинейной трапеции следует использовать формулу  S= [image: image69.png]i
(x)dx.




[image: image70.png]



3. Пусть функция f(x ) непрерывна на отрезке [image: image72.png][a; b]



и принимает на этом отрезке как положительные ,так и отрицательные значения. Тогда нужно разбит отрезок [image: image74.png][a; b]



на такие части, в каждой на которых функция не изменяет свой знак, затем вычислить по приведенным выше формулам соответствующие  этим частям площади и эти площади сложить.

Например, площадь фигуры, изображенной на рисунке, находится по формуле 

[image: image75.png]S=— f:f(x)dx + ff(x)dx.




[image: image76.png]



4.  Площадь фигуры, ограниченной графиками двух непрерывных функций [image: image78.png]fi(x)



  и [image: image80.png]> (x)



 и двумя прямыми х=а и х=b, где [image: image82.png]fi(x) = £, (x)



 на отрезке [image: image84.png][a; b]



, находится по формуле [image: image86.png]S= [ fidx— [ f,(x)dx.




[image: image87.png]



Практическая часть.

Задачи с решениями

Задача 1.Найти все первообразные функции
а)[image: image89.png]f(x) =sin(3x + 2)



                              г)[image: image91.png]xtz

F)=es




б)  [image: image93.png]f(x) = (cos> —2)



                             д[image: image95.png])f ) =

P




в)[image: image97.png]


                              е)[image: image99.png]F(x) = ‘E +3cos(4x + 1)




ж)[image: image101.png]f(x) =sinxcosx




Пользуясь таблицей  первообразных  элементарных  функций и свойствами первообразных  решим :
а)  [image: image103.png]cos(3x+2)
By

F(x)

+C

—cos(Bx+2))+C =—




б)[image: image105.png]F(x) = ;sin(’;’— 2)=3sinG -2)+C




в) [image: image107.png]€% —2cos 2x+C




г) [image: image109.png]F(x) =

xtz

=3e: +C




д)  [image: image111.png]In|2x+| +C





е) [image: image113.png]FO) =3+ 2sin(ar + 1) = 25+ 2sin(4x + 1) +C




ж)[image: image115.png];. 1.
Zsmxcasx—;smzx




      [image: image117.png]F(x)

cos2x +C

1
>(—cos2x) =





Задача 2. Найти первообразную для функции  [image: image119.png]f(x)



)=[image: image121.png]


  график которой проходит через точку P(9; 1)

Решение:  Представим  [image: image123.png]


 в виде степени с рациональным показателем и воспользуемся формулой для первообразной степенной функции

[image: image125.png]G() =x/x+C



  Так как   [image: image127.png]G(x) =1,



  то решим уравнение относительно С

[image: image129.png]1=2.9Y9+cC



,    [image: image131.png]



Ответ: [image: image133.png]x/x— 17




Задача 3. Найти площадь фигуры, ограниченной линиями

[image: image135.png]


 ,    [image: image137.png]


 ,  [image: image139.png]



Решение:
[image: image140.png]



Вычислим абсциссы точек пересечения графиков этих функции

   [image: image142.png]


,         [image: image144.png]


,   [image: image146.png]2x =4



,[image: image148.png]


.

[image: image149.png]S, +S,




 [image: image151.png]S, =F,(2) —F,(0)



 ,  [image: image153.png]Fi(x) ==




 ,   [image: image155.png]o2
2




 ,

[image: image157.png]S, =F,(4) —F,(2)



  ,   [image: image159.png]F,(x) = —& ">’ —-1J@E—9 =i -xVE—s




[image: image161.png]


.. 

[image: image163.png]


 (кв.ед).

Ответ:[image: image165.png]


(кв.ед).
   Задача  4.( Физическая задача). Тело движется прямолинейно со скоростью, изменяющейся по закону [image: image167.png]


. Найти закон движения тела, если известно, что за первые две секунды оно прошло15м.

Решение. Множество всех первообразных функций [image: image169.png]v(t) = 2t



 , будет

[image: image171.png]s(t) =t2 +C



 , так как[image: image173.png]s'(t) = v(t)



, Согласно условию [image: image175.png]s(2)=22+C=15,




4+C=15, откуда С=11.  Таким  образом ,  искомый закон движения тела будет [image: image177.png]s() =t + 11




Вычисление площадей фигур с помощью интеграла.

Задача 1.Найти площадь фигуры, ограниченной осью ОХ и параболой  [image: image179.png]



Решение. Находим пределы интегрирования :  [image: image181.png]


 , [image: image183.png]


  тогда

[image: image184.png]



[image: image185.png]



[image: image187.png]


 (кв.ед)
Задача 2. Найти площадь фигуры, ограниченной прямыми [image: image189.png]


   [image: image191.png]


  осью[image: image193.png]0X



 и графиком функции  [image: image195.png]y = f(x)



.  

a=1  ,   b=8  , [image: image197.png]f(x)



=[image: image199.png]


 .

Решение:  f(x)=[image: image201.png]


  , a=1 , b=8

[image: image202.png]



[image: image204.png]3 5 _ 1
—fa6-n-2-11




 

Задача 3. Вычислите площадь фигуры, ограниченной параболой [image: image206.png]v = 4x— x?



 и прямой, проходящей через точки (4;0) , (0;4) .

Решение:   Запишем   уравнение  прямой, проходящей через точки (4;0) и (0;4).

Подставив в уравнение прямой [image: image208.png]y=ax+b



координаты заданных точек, получим систему уравнений 

[image: image210.png]


  ,  найдем [image: image212.png]—1,b=4





Следовательно, уравнение прямой имеет вид [image: image214.png]y=4—x



 .

Абсциссы общих точек прямой и параболы определим :

[image: image216.png]4x —x2 =4 —




  ,  [image: image218.png]—x245x—4=0



, 
  [image: image220.png]



Искомую площадь вычислим как разность площадей криволинейной трапеции

[image: image222.png]AMBC



и треугольника    [image: image224.png]ABC



.

[image: image225.png]



[image: image226.png]



[image: image227.png]4
Sampc = f (4x—x?)dx = (252 — =





Итак, площадь искомой фигуры [image: image229.png]



Задача 4.Найти площадь фигуры, ограниченной графиком функции 

[image: image231.png]


 и касательными к этому графику, проходящими через начало координат.

 Решение.  Уравнение касательной к графику  [image: image233.png]


 проходящей через его точку [image: image235.png]M(t; t2 — 4t + 4).



 Так как [image: image237.png]


то уравнение касательной имеет вид [image: image239.png]=Q2t—4)(x—1t) +t2 —4t+ 4,




 или[image: image241.png]v=02t—4)x—t2+4.




По условию, начало координат принадлежит касательной, поэтому [image: image243.png]0=02t—4)-0—t2+4,



откуда [image: image245.png]


.

Значение [image: image247.png]


 соответствует касательной [image: image249.png]


 точка касания  [image: image251.png]M(2; 0)



  . Значение    [image: image253.png]


 соответствует касательной  [image: image255.png]



точка касания [image: image257.png]N(—2;16)



. Площадь искомой фигуры равна сумме площадей криволинейных треугольников [image: image259.png]OMK u ONK




 [image: image260.png]



[image: image261.png]° ° x+23|0 8
Somk = L((x2 —4x+4)— (-8%) de(x +2)%dx= 3|, -3





[image: image262.png]2
SoNKf (x—2)%dx=
o

=232 _

8

wl




Искомая площадь равна   [image: image264.png]


 [image: image266.png]



Задача5. Найти площадь фигуры, ограниченной линиями: 

[image: image268.png]4—x, y=—x+2, y=2-x+1)3+2




 .

Решение:  Находим точки пересечения данных линий.

[image: image269.png]



1). Уравнение  [image: image271.png]4—x=—/x+2



равносильно системе   [image: image273.png]{16—8x+x2:x+2
4—-x<0



 ,   [image: image275.png]— HocTopoHHui KopeH




    [image: image277.png]



2) .    [image: image279.png]2x+1)*+2=4—x



 ,   Корень  [image: image281.png]


      находим подбором (или по чертежу).[image: image283.png]B(0; 4)



 - общая точка графиков функции

 [image: image285.png]


  и    [image: image287.png]2-(x+1)3*+2




.

3).Уравнение [image: image289.png]Vx+2=2-(x+1)3+2



 имеет единственный корень [image: image291.png]


 который находим подбором. Других корней быть не может.

Итак , [image: image293.png]C(—2;0)



 общая точка графиков функций  [image: image295.png]—/x+2




  и  

[image: image296.png]2-(x+1)°*+2.





Искомую площадь найдем как сумму  треугольника площадей трех фигур:

[image: image298.png]BOD,



 криволинейной трапеции[image: image300.png]COB



 и фигуры [image: image302.png]CAD.




[image: image304.png]


 
 [image: image306.png]Sy o) =4 (keen)
5

Scos = [, (2 (x+1)° + 2)dx





Площадь фигуры [image: image308.png]CAD



 равна разности площадей криволинейной трапеции[image: image310.png]CAK



 и прямоугольного треугольника [image: image312.png]AKD.




[image: image313.png]Scak =

7

2

7

(—Vx+2)dx

18(xz.ex.)

2

2
\/x+2dx:§(x+2)\/x+2





[image: image315.png]


 

[image: image317.png]Scap = 18 —4,5= 13,5 (kB.ex.)



 

Искомая площадь:    [image: image319.png]8+4+135=255(kB.eq.).



  

Задача 6. (Тригонометрические функции). Найти площадь фигуры, ограниченной графиком функции 

[image: image321.png]cosX




 , осью [image: image323.png])¢



 и прямыми [image: image325.png]



[image: image326.png]



Решение. Данная функция состоит из двух криволинейных трапеций, расположенных в разных полуплоскостях относительно оси [image: image328.png]0X



.

Таким образом [image: image330.png]S, +S,;




[image: image331.png]2 ™ B
S f cosxdx + Lcasxdx =sinx| —sinx
s

N

5




[image: image332.png]ins — sin(—=)) — (si nD=1+2+1=25
(sin —sin(~)) — (sinT—sin2) = 142+ 1 = 2,5 (kp.ex)




Задача7. Найти площадь фигуры ,ограниченной линиями

[image: image333.png]y=3sinx, y=—sinx, Osxs%"




Решение.  Пределы интегрирования [image: image335.png]


;  На отрезке[image: image337.png]


;   Значения функции[image: image339.png]y = 3sinx



   не меньше соответствующих значений функции 

[image: image340.png]—sinx.





Воспользуемся формулами [image: image342.png]IN¢
—f(
(x)) d
x
-
fx)d
X




                                                     [image: image344.png]= f(
f(x)
@
G
x))d:
x




[image: image345.png]



[image: image346.png]2T

f’(3sinx—(—sinx))dx:f’4sinxdx:—4casx ®
o o
0





[image: image347.png]L i 1
—4cos(r—D) +4c0s0 =4 cosT+4c0s0 =45 +4 = 2+4 = 6(xz.e.)




   Ответ: [image: image349.png]S =6 (xB.en.)




  Задача  8. Найти площадь фигуры ограниченной линиями 

[image: image351.png]y= 2caslf+ 1



,    [image: image353.png]


.

[image: image355.png]


   Решение. Используем формулу:  [image: image357.png]2c0s*~ =1+ cosx



.

       [image: image359.png]yv=1+cosx+1=cosx+2




Пределы интегрирования [image: image361.png][0;7]



.

[image: image362.png]™ n
f (cosx +2)dx = (sinx + 2x)| =sinm+ 2m= 6,28
o 0





[image: image363.png]



Ответ:  [image: image365.png]6,28 (kB.ex1.)




   Задача 9.(Геометрическая интерпретация формулы Ньютона –Лейбница)

    В случае, когда для подынтегральной функции не удается найти первообразную.  Можно использовать геометрический смысл интеграла и вычислить площадь фигуры, ограниченной функцией [image: image367.png]f(x)



на[image: image369.png][a; b]



.

Вычислить интеграл      [image: image371.png][ V1= xZdx




Решение:    [image: image373.png]


 

[image: image374.png]=Y




[image: image375.png]* 1 1
f T-xdx=>Sgue =5m-12 =
N 2 2 2

£l




Ответ:    [image: image377.png]



Задача 10. Вычислить интеграл: [image: image379.png][FVE—x%dx.




[image: image380.png]=Y




Решение:   [image: image382.png]



[image: image383.png]2 1 1
f =X dx=Sg.=cn-22=1
| 1 1 k




Ответ:  [image: image385.png]



Задача 11. (С  модулю )  Вычислить площадь фигуры, ограниченной графиками функций       [image: image387.png]


    и    [image: image389.png]


  .

      Решение. Функцию    [image: image391.png]


  можно переписать так 

[image: image392.png]2,ecniu x = 2
—x.ecmux <2





Построим графики заданных функций на одной координатной плоскости 

[image: image393.png]



[image: image395.png]Sece = Saecp —(Saee + Scoe)



  

Найдем пределы интегрирования, решим уравнение:   [image: image397.png]



 Возведем обе части уравнения в квадрат   [image: image399.png]4x+ 4,




 [image: image401.png]5x+4=0



  ,    отсюда  [image: image403.png]



[image: image404.png]



[image: image406.png]


)[image: image408.png]



[image: image409.png]1 1
Sepe =5 +ED+ CD ==+ 22 = 2(xm.e71.)




[image: image410.png]



Ответ: [image: image412.png]§= 22 (xB.e11.)




Задача 12.(с модулю) Вычислить площадь фигуры ограниченной графиками функций [image: image414.png]v=—|x|+2, v




Решение:  [image: image416.png]



[image: image417.png]



Найдем пределы интегрирования: 

[image: image418.png]2 x*24x—-2=0, x,=1, X,=—2— NOCTOPOHHHII KOPEHE




[image: image419.png]2 — NOCTOPOHHUIT KOPEHE




На отрезке [image: image421.png][—1;1]



 значения функции [image: image423.png]v =—|x| + 2



 не меньше соответствующих значений функции [image: image425.png]



 Воспользуемся формулами   [image: image427.png]= L"(
(x)
@
(X
))
d
x
.S
=2[°1C

X
)
d

X




[image: image428.png]1 2
:zf (—x+z—x2)dx:2(—%+2x—x—
A





[image: image429.png]



Ответ:[image: image431.png]§= zg (xB.e11.)




Задача  13.(С параметрами) Найти все числа  a (a[image: image433.png]=>0),



 для каждого из которых выполняется неравенствo   

[image: image434.png](2—4x+x?)dx<a





Решение:    [image: image436.png]2 a
[f@-4x+3x)dx=(2x-2°+x°)| =2a-22°+2°
0




Поэтому, [image: image438.png]2a—2at+a%=a



  ,  [image: image440.png]2a—2a’+a*—a<o0,




[image: image442.png]a—2at+a*=<0,



    [image: image444.png]a(l—2a+a*) =0



 ,  [image: image446.png]a(l—a)’=0.




Учитывая [image: image448.png]a>0,



   получим,  что    [image: image450.png]


.

Ответ:[image: image452.png]



Задача 14. Найти все такие a, что   [image: image454.png][7, 2xdx <8




Решение:       [image: image456.png][ 2xdx =2 [7 xdx=2-%





[image: image457.png]-1<8, at<o9, lal<3, —3<a<3.




Задача  15 .При каких  a интеграл

 [image: image459.png]a
fi@x* —10x+ 6)dx = (=~ 2=+ 6x)| =a®—5a’ +6a=

0




[image: image460.png]a(a? —5a+6), To a(a@?

5a+6)>0,




1)Если  [image: image462.png]a>0, 1o a’—5a+6>0, opu a>3w a< 2.




Получим[image: image464.png]a>0
a>3



       [image: image466.png]


       [image: image467.png]


                                                 a[image: image469.png]>3




[image: image471.png]a>0
a<?2

{



          [image: image473.png]


     [image: image474.png]


                                                                [image: image476.png]0<a<?2




2)  Если  [image: image478.png]2<0, Toa? —5a+6 {Z<a<3fﬂe'rpemel-mﬁ
2<0




 Ответ:        a[image: image480.png]>0, O0O<a<2



.

Карточки-инструкции.
Карточка 1 ( Нахождение общего вида первообразных).

Задание 1. Найдите общий вид первообразных функции 

[image: image481.png]1
f(x) = = +sinx
o




Инструкция по выполнению задания:

1.Выявите структуру правой части формулы, задающей функцию.

2.Примените известные правила нахождения первообразных в зависимости от выявленной структуры, используйте таблицу первообразных.

3. Запишите общий вид первообразных

Вариант объяснения решения:

1.Правая часть формулы, задающей функцию, представляет собой сумму двух функций:      [image: image483.png](0 =



    и     [image: image485.png]f,(x) =sinx



.

2.  Для поиска первообразной нужно применять правило нахождения первообразной суммы двух функций, первообразную каждой из которых можно найти по известной таблице первообразных. Первообразная первой функции  [image: image487.png]


  первообразная второй функции[image: image489.png]



[image: image491.png]F,(x) = —cosx



,   а первообразная  суммы   [image: image493.png]



3. Общий вид первообразных: [image: image495.png]



Задание 2.(самостоятельная работа).

Найти общий вид первообразных функций:   

а)     [image: image497.png]


.

б)     [image: image499.png]+ cos x.




в)     [image: image501.png]1
co0s2(x)

f)=—>+




   Карточка 2 (Вычисление площади фигуры, ограниченной заданными функциями).

Задание1. Вычислите площадь фигуры, ограниченной линиями 
 [image: image503.png]yv=x2+2,

y=6




Инструкции по выполнению задания: 

Схематично изобразите заданные линии на координатной  плоскости.

2. Выделите фигуру, ограниченную этими линиями.

3.Определите, является ли полученная фигура криволинейной трапеции или нет.

4. Если фигура является криволинейной трапецией, то подумайте, сумму или разности площадей каких криволинейных трапеций или других фигур нужно рассмотреть для получения ответа.

Вариант объяснения решения: 

На координатной плоскости схематично изобразим указанные линии: [image: image505.png]y=x2
x2+2, v=6




[image: image506.png]



Заштрихуем фигуру, ограниченную снизу графиком функции [image: image508.png]yv=x2+2,



 
      сверху- прямой  [image: image510.png]


                                  
Заштрихованная фигура не является криволинейной трапецией. Но ее площадь легко вычисляется как разности площадей: из площади прямоугольника [image: image512.png]ABCD



 нужно вычесть площадь криволинейной трапеции, ограниченной сверху графиком функции[image: image514.png]y=x2+2



.
Для вычисления указанных площадей найдем абсциссы точек[image: image516.png]


. Решим уравнение

 [image: image518.png]


.

      Таким образом, [image: image520.png]Sigep =6+4=24



(кв.ед),

[image: image521.png]



 =[image: image523.png]—2:2)=2+4+2+4=-8+2-8+52-13! (.en)




[image: image524.png]12 )
S = Susco — Sipp. = 24— 135 = 102 (xB.ea.




Задание2. Вычислите площадь фигуры, ограниченной линиями 

[image: image526.png]y=x2+1



,      [image: image528.png]


. (Выполните задание самостоятельно).
Применение интеграла.
Вычисление объемов тел с помощью интеграла.
Задача1. Найти объем тела, полученного при вращении вокруг оси абсцисс  криволинейной трапеции, ограниченной линиями:
[image: image530.png]=1, x=3



.

Решение: Изобразим тело вращения. Вычислим  объем тела вращения с помощью определенного интеграла:
[image: image531.png]"t ()ds
v=|




[image: image532.png]y=2*

<Y




Пределы интегрирования [image: image534.png]



[image: image535.png]22x |3

22

3 3 3
v:f n-f"(x)dx:f n(Zx)zdx:n-f 2%dx =
A A

1




[image: image536.png](64 4 )71[-30

52 Im3) = g = 1286 (eaxyd.).




Задача 2. Найти объем тела, полученного от вращения вокруг оси ординат плоской фигуры, ограниченной линиями [image: image538.png]


.

Решение.   Искомый объем[image: image540.png]


 равен разности двух объемов: [image: image542.png]


   , полученного от вращения вокруг оси ординат фигуры, ограниченной линиями [image: image544.png]


 , [image: image546.png]


  и объема  [image: image548.png]


 , для которого вращаемая фигура ограничена линиями [image: image550.png]Jy.x=0,y=1.




[image: image551.png]



[image: image552.png]



[image: image553.png]- -

v2

v=n [(pray=n [yay=nL
J J




[image: image554.png]



Задача 3.( Применение интеграла для вычисления работы переменной силы). Какую работу нужно затратить, чтобы растянуть пружину на 10см, если сила 50Н растягивает пружину на 5см?
Решение. Согласно закону Гука, упругая сила [image: image556.png]


,действующая на пружину, возрастает пропорционально растяжению  [image: image558.png]


  пружины, т. е. 
[image: image560.png]


  Здесь перемещение [image: image562.png]


  выражено в  метрах, а сила [image: image564.png]


 в ньютонах.

Для определения коэффициента пропорциональности [image: image566.png]


 согласно условию задачи полагаем [image: image568.png]=50H




при[image: image570.png]


=0,05м. Отсюда 50=k[image: image572.png]- 0,05,



 т.е. k=1000 , следовательно, F=1000x.   Искомая работа на основании формул:

[image: image574.png]A= [PF(x)dx



 равна   [image: image576.png]A= [;*1000xdx = 500%%| = 5(D).
0




Примеры для самостоятельных работ.
Вычислите:
1.[image: image578.png]e
3
—3x)
dx



                                                     (отв.  8)

2. [image: image580.png][7 2% dx



                                                                  ( отв.  [image: image582.png]


 )
3. [image: image584.png][} e3* dx



                                                                 ( отв. [image: image586.png]


)

4. [image: image588.png][7 2x dx



                                                              ( отв.[image: image590.png]4(747-3V3)



)
5. [image: image592.png]


                                              ([image: image594.png]OTE.~ 6,99)




6. [image: image596.png]J# cos 2x dx



                                                          (отв.[image: image598.png]



7. [image: image600.png]


                                            (отв.  0)
8. [image: image602.png]


                                                                ([image: image604.png]



9. [image: image606.png]


                                                              ( от[image: image608.png]


)
10. [image: image610.png]


                                                                (отв.9[image: image612.png]


)
Вычислите площади фигур, ограниченной линиями

1.     [image: image613.png]yv=4—x%, y=x+2




2.     [image: image614.png]



3.    [image: image615.png]y=—x245x—4, y=2x—2




4.     [image: image616.png]_6 -7
Y*x: y= X




5.    [image: image617.png]= —0,——T<x=2
y=cosx,y=0,—<x<>




 6.    [image: image618.png]x 3n
=2cos?Z+2,y=0,y="
y=2c0s"5+2,y=0y="




7.      [image: image619.png]y=—x2+3,





8.    [image: image620.png]



9.    [image: image622.png]


  .

Исторические сведения.
В первой половине XVII в. Операцию интегрирования записывали словами: 

«совокупность всех неделимых»,  а затем – « все линии» (omnes lineae).

Такой способ выражения широко распространился благодаря сочинению Кавальери «Geometria indivisibilibus continuorum nova quadam ratione promota». (геометрия, развития некоторым новым способом при помощи неделимых частей непрерывных величин», 1635).

Точно так же писал Лейбниц в своих сохранившихся заметках (1675).

Ради сокращения записи он вместо omn вводит начальную букву слова 

Summa, которая по начертанию того времени писалась как наш знак интеграла. Первоначально Лейбниц писал[image: image624.png]


 но уже через месяц он стал писать[image: image626.png]| ydx



 – это уже не сумма неделимых, а сумма площадей бесконечно малых прямоугольников. В печати современное обозначение появилось в 1686г.  В это же время И. Бернулли обозначал операцию интегрированию буквой   I  по первой букве введенного им названия «интегральное исчисление». В английской литературе знак [image: image628.png]


появился в 1693г., затем в 1701г. и был принят немедленно.

Слово «интеграл» употребил впервые Я. Бернулли в 1690 г. Возможно, термин образован от латинского integer – «целый». По другому предположению, Я. Бернулли произвел термин от integro –«приводить в  

прежнее состояние», «восстанавливать» (действительно, восстанавливается первообразная функция). Как бы то ни было, термин был обсужден И.Бернулли и Лейбницем и «принят» в 1696г. Тогда же И. Бернулли предложил название «интегральное исчисление» (calculus integralis) Употребляющееся сейчас название первообразная функция заменило болеераннее «примитивная функция», которое ввел Лагранж (1797г.) Латинское слово primitives переводится как «начальный»:

[image: image630.png]F(x) = [ f(x)dx



-  начальная (или первоначальная, или первообразная) для 

[image: image632.png]f(x)



,  которая  получается из [image: image634.png]F(x)



 дифференцированием.

В современной литературе множество всех первообразных для функции 

[image: image636.png]f(x)



,  называется также неопределенным интегралом. Это понятие выделил Лейбниц, который заметил, что все первообразные функции отличаются на произвольную постоянную.    

[image: image638.png]1
(x)dx



 называют определенным интегралом. (обозначение ввел  

К. Фурье (1768 – 1830), но пределы интегрирования указывал уже Эйлер).
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