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Пояснювальна записка

Людство вступає в час постійних змін. Здатність сприймати зміни і творити їх – це найважливіша характеристика способу життя людини в ХХI столітті. Викладання математики має на меті досягти такого рівня розвитку, а також знань, умінь і навичок, який потрібний для їх підготовки для практичної діяльності в умовах сучасного  виробництва , для вивчення на достатньо високому рівні споріднених шкільних предметів ( фізики, інформатики, хімії, біології)  і продовження освіти у вищих навчальних закладах. Загальному піднесенню математичної підготовки має допомогти правильна організація позакласної роботи. Роботу математичного гуртка необхідно організовувати відповідно до здібностей дитини,її здатності до навчання і таланту. Математичний гурток допомагає розширенню кругозору учнів у різних областях елементарної математики. Гурткова робота сприяє розвитку у дітей математичного мислення, лаконічності мови, вмілому використанню символіки, правильному застосуванню математичної термінології. Мета цієї програми – познайомити учнів з основними прийомами і методами міркувань, які відповідають математичному стилю мислення, розкрити зміст деяких спеціальних видів задач, направлених на розвиток логічного , математичного та нестандартного мислення школярів, допомогти оволодіти навичками пошуку міркувань, які ведуть до математичного відкриття, а також розвивати позитивні риси особистості: кмітливість, зосередженість, активне сприйняття знань , наполегливість в доланні труднощів. 

Якщо термін «Задача»  розуміти ширше (зокрема, включити в число задач і вправи на обчислення, і вправи на доведення тверджень на інше), то можна стверджувати, що вивчення математики здійснюється в процесі розв’язування задач. І так, як в розв’язуванні кожної задачі, є зернина відкриття, то в ньому повинне мати місце здогадка, інтуїція, аргументоване міркування, яке відповідає здоровому глузду.

Для розв’язування таких задач, крім знань із відповідних розділів шкільної математики, знадобляться спостережливість, вміння порівнювати, проводити аналогії, узагальнювати і систематизувати набуті знання, робити висновки і їх обґрунтовувати.

Програма розрахована на 24 години (з листопада по травень по 4 години на місяць). До кожної з тем підібрані такі задачі, які відповідають рівню їх навченості. Задачі різної складності, які розв’язуються на заняттях, дають можливість здійснювати індивідуальний підхід в навчанні, забезпечити активну участь в пошуку розв’язування їх учнів з різним рівнем навченості.

Також треба стимулювати найбільш здібних і обдарованих учнів складати свої задачі на задану тему, що сприятиме удосконаленню їх знань і вмінь.
Тема 1. Діофантові рівняння. Практична частина.
Розв’язування  рівнянь у цілих числах є однією з найстародавніших математичних задач. Уж на початку другого століття до нашої ери вавилоняни вміли їх розв’язувати. Найбільшого розвитку ця галузь математики досягла в Стародавній Греції. Основним джерелом для нас є «Арифметика» Діофанта (III ст. до н. е.). 

Діофантові рівняння користуються популярністю  і сьогодні. Майже на кожній олімпіаді з математики зустрічаються рівняння такого виду. Пропонують ці рівняння і на вступних екзаменах у  вищі навчальні заклади. Діофантовими рівняннями називаються алгебраїчні або система алгебраїчних рівнянь з цілими коефіцієнтами з двома або більшою кількістю невідомих, для яких знаходять цілі (або раціональні розв’язки, причому число невідомих повинно бути більшим від числа рівнянь).

1.1 Розв’язати  рівняння в натуральних числах.

                7х + 3у = 23.

      Алгоритм.

1. Виразим одну змінну через іншу:
                            [image: image2.png]


=[image: image4.png]



 2.Виділим з дробу цілу і дробову частини:

                         [image: image6.png]ERIE _ 7 _Qx+ E



 

3. Відібрати необхідні числа згідно з умовами

[image: image8.png]


 = 2, [image: image10.png]


 = 3.

4. Виконаємо перевірку.

7[image: image12.png]


 2+3[image: image14.png]


3 =23

Відповідь: (2;3).                                                                                                                                             

1.2 На станцію привезли 420 тон вугілля у вагонах по 15 тон, 20 тон і 25 тон. Скільки і яких вагонів було використано, якщо відомо, що всього було 27 вагонів?

 Розв’язання :

Нехай було  Х вагонів по 15 тон; У вагонів по 20 тон.

Тоді було (27-Х-У) вагонів по 25 тон.

Складаємо рівняння:

15Х + 20У + 25(27-Х-У) = 420

15Х + 20У + 675 – 25Х-25У = 420

-10Х- 5У = -255

У = 51-2Х

Так як вагонів було всього 27, отже Х = 25, У = 1, Z = 27-25-1 = 1

Відповідь: 25 вагонів по 15 тон, 1 вагон по 20 тон, 1 вагон по 25 тон.
1.3 Розв’язати рівняння в цілих коренях:

           7(X + Z + YXZ) = 10 (1 + YZ)

Запишемо пропорцію зібравши зліва змінні:

         [image: image16.png]X+z+xyz
1+yz



= [image: image18.png]



Далі запишемо ліву і праву частини ланцюговими дробами:                                                                                                 
[image: image20.png]


 = 1 + [image: image22.png]


 = 1 + [image: image24.png]



[image: image26.png]X+z+xyz
1+yz



 =[image: image28.png]x(1+yz)+z
1+yz



=x+[image: image30.png]


;
[image: image32.png]


=1+[image: image34.png]



Отже, х=1,у=2,z=3.
1.4 Великий оркестр демонстрував своє мистецтво на площі. Спочатку музиканти вишикувались у квадрат, а потім перешикувались у прямокутник, причому кількість шеренг збільшилась на 5. Скільки музикантів в оркестри.

Розв’язання:

Нехай було [image: image36.png]


 шерег по [image: image38.png]


 музикантів, тоді ([image: image40.png]


 + 5) шеренг після перебудови по У музикантів.

Кількість музикантів не змінилася.

[image: image42.png]


 2 = ([image: image44.png]


 + 5)У, тоді [image: image46.png]



[image: image47.png]



[image: image49.png]


 =20

20[image: image51.png]


 20 = 400 музикантів.

Відповідь:400
Тема II. Тригонометричні функції. Практична частина.
1.1 [image: image1102.png]


Яким числам відповідають точки А, F, Е, К, В, L, С, Р, Д, S, якщо відомо, що Е – середина дуги АВ, L – середина дуги ВС, дуги АF,FK, КВ – рівні.
Відповідь: [image: image53.png]2m,



; [image: image55.png]


; [image: image57.png]


; [image: image59.png]T2, T4 2m,; Sw+ 2m,
s 2 :



; [image: image61.png]T + 27,



 [image: image63.png]— T + 271,



;  [image: image65.png]§n+2n%; 1:111+2Trw nenN



.
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1.2. Яким числам відповідають точки А,N, K, M, D, L, C, F, B,якщо відомо, що К – середина дуги АД, F – середина дуги СВ, а дуги АN, NM, MD, DL – рівні.       
 Відповідь: [image: image67.png]


; [image: image69.png]


; [image: image71.png]~Z+om

i o+ 2T, — o+ 2,
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; [image: image73.png]—T + 21,;



   [image: image75.png]—in+2m
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;  [image: image77.png]—2m+ 2m,
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[image: image1104.png]


1.3. Знайти точки, які відповідають числам 1;2;3; - 5.
      Так,як [image: image79.png]T~ 3,14



, а [image: image81.png]A



, тому точка 1 розташовується на дузі АВ ближче к В, точки 2 та 3 – на дузі ВС, перша – ближче к В, друга – ближче к С. Щоб знайти -5, треба рухатись з А у від’ємному напрямі, тобто за годинною стрілкою. Якщо дійдемо в цьому напрямі до В ([image: image83.png]


тобто [image: image85.png]-3 x 1,57 ~ —4,7)



.                                                                                                                                    
Тому -5 знаходиться праворуч точки В.                                                                                     
[image: image1105.png]


1.4 Для складання аналітичних записів (подвійних нерівностей) для дуг числового кола, розглянемо для приклада відкриту дугу МР, де М – середина першої чверті числового кола, а Р – середина її другої чверті. Нерівність, що являє собою аналітичну модель дуги, ми складемо у два етапи. 
На першому етапі складемо ядро аналітичної записі, для заданої дуги МР отримаємо [image: image87.png]



На другому етапі складемо загальний запис:
 [image: image89.png]=+ 2mx < t <254 27K
: n




Для дуги РМ треба врахувати, що А (О) лежить в середині дуги, а тому к початку дуги необхідно рухатись у від’ємному напрямі. Отже, ядро аналітичного запису дуги РМ має вигляд:      

   [image: image91.png]in o

- <tr<=
N n



 , а загальний запис буде мати вигляд 

 [image: image93.png]—Z s ome <t < T+ 2m
" :



.
Рішення цих вправ дозволяє будувати надійний фундамент для успішного засвоєння вивчає мого матеріалу. 

2.1 Після повторення властивостей функцій Y = sin X, Y = cos X, Y= tg X, Y = ctg X по можливості, треба розглянути рішення так званих кускових функцій  - функцій, які задані різними формулами на різних проміжках. 
Збудувати графік функції  
[image: image1106.png])= 2"




[image: image95.png]


                           
2.2 Розв’язати рівняння. 
 [image: image97.png]



[image: image1107.png]Y

/.—g(x} =7 +2x+2




Побудуємо графік [image: image99.png]


. Розглянемо функцію [image: image101.png]


.  Якщо  [image: image103.png]A
NS



, то  [image: image105.png]


, тоді [image: image107.png]


. Якщо [image: image109.png]x>
3



, то [image: image111.png]


, тоді [image: image113.png]



Отже,  [image: image115.png]LV T
2x+2 axmox <7,

_1 ="z 2
Y= ° 19 4
—Zx+ 7 axmox > 7.




[image: image1108.png]


Графік цієї функції має такий вигляд.
[image: image1109.png]Bl




А зараз зобразимо обидва графіка в одній системі координат. 

Обидва графіка перетинаються у двох точках, які симетричні відносно прямій [image: image117.png]NS



. Зрозуміло, що абсциса точки перетину належить інтервалу [image: image119.png]


,тоді [image: image121.png]


, тоді [image: image123.png]


.
Відповідь: [image: image125.png]


; [image: image127.png]


.
2.3 Побудувати графіки:
[image: image1110.png]


1) [image: image129.png]y = |aresin(x-2) -





[image: image1111.png]


2) [image: image131.png]1
y = —jarccos2x




[image: image1112.png]


3) [image: image133.png]y = arccot|x]|




2.4 Розв’язати рівняння 
 [image: image135.png]22+ 2%+ 2

cos x




Розв’язання:

Нехай [image: image137.png]f(x)=cosx



;    [image: image139.png]g(x) = x> +2x+2



.

Будуємо ескізи графіків в одній системі координат.
[image: image1113.png]


 [image: image141.png]g(x) = (x*+2x+2)+1=(x+1)*+1



;

Відповідь: розв’язків немає.

2.5 Розв’язати рівняння.

 [image: image143.png]



Розв’язання:

[image: image1114.png]


 [image: image145.png]f(x)



 [image: image147.png]2%



;        [image: image149.png]g(x) =x>—4




Розв’язок лише один, від’ємний.  

Перевіримо:
 [image: image151.png]


;           [image: image153.png]el



;      [image: image155.png]


.

Корінь знаходиться в проміжку [image: image157.png](=2;-1)



, але точно знайти його неможливо. Існують способи наближеного обчислення коренів рівнянь, але ми не розглядаємо їх.   

2.6 Розв'язати рівняння
[image: image159.png]


 

Розв’язання. Ескізи графіків [image: image161.png]1
~x
n

+2



  та [image: image163.png]


 в одній системі координат показують, що ці функції дотикаються при [image: image165.png]


.

Але те, що ми бачимо на графіках, треба довести аналітичним методом.

Нехай  [image: image167.png]fi) =3



, [image: image169.png]=3



.

Нехай [image: image171.png]g(x) =22 —1



, тоді  [image: image173.png]g' (%) ==

2% (zz 1y



 і [image: image175.png]q'(1) =3



.
Кутовий коефіцієнт дотичної до двох кривих у точці (1;1) той самий, тобто [image: image177.png]


; тобто, дотична спільна, інших точок перетину немає.

Відповідь: 1.
      У шкільній програмі багато часу приділено рішенню тригонометричних рівнянь, але зовнішнє тестування показало, що треба учнів знайомити   з нестандартними способами, які допоможуть учням успішно засвоїти матеріал та підготуватися до вступних іспитів в вузи.

Метод тригонометричних підстановок застосовують у тих випадках, коли, зокрема, область визначення змінної │x│≤ 1, тоді застосовують підстановку  
х = [image: image179.png]sin t



; t [image: image181.png]


 [- [image: image183.png]


; [image: image185.png]


], або x = [image: image187.png]cost



, t [image: image189.png]


 [ 0; π].
3.1. Скільки коренів на відрізку [0;1] має рівняння:

8х (2х2 – 1) (8х4 – 8х2 + 1 ) = 1

Розв’язання:

Якщо х [image: image191.png]


 [ 0; 1], то існує (і тільки одне) число t із відрізка [ 0; [image: image193.png]


] таке, що х=[image: image195.png]cost



. Підставимо х=[image: image197.png]cost



 в вихідне рівняння, одержимо рівняння 8[image: image199.png]cost



(2[image: image201.png]cos?’t—1



)(8[image: image203.png]cos*t



 - 8[image: image205.png]cos®t



 +1)=1(*). Виконаємо в ньому тотожні перетворення:
8[image: image207.png]cos*t



 - 8[image: image209.png]cos®t



 +1 = 8[image: image211.png]cos®t



([image: image213.png]cos®t



 -1) + 1 = 

=8[image: image215.png]cos®t



(- [image: image217.png]sin? t



) + 1 = - 8[image: image219.png]cos? tsin? ¢



 + 1 =

= -2[image: image221.png]sin? 2t



 + 1 = -2[image: image223.png]sin? 2t



 + [image: image225.png]sin? 2t



 + [image: image227.png]cos? 2t



 =  

= [image: image229.png]cos? 2t



 - [image: image231.png]sin? 2t



 = [image: image233.png]cos 4t



.

8[image: image235.png]cost



(2[image: image237.png]cos?’t—1



) = 8[image: image239.png]cost



(2[image: image241.png]cos®t



 - [image: image243.png]sin? t



 - [image: image245.png]cos®t



) = 
= 8[image: image247.png]cost



 ([image: image249.png]cos®t



 -  [image: image251.png]sin? t



) = 8[image: image253.png]cost



 [image: image255.png]cos 2t



.

8[image: image257.png]cost



 [image: image259.png]cos 2t



 [image: image261.png]cos 4t



 = 1 (**).

Так як [image: image263.png]sin t



 = 0 не задовольняє рівняння (**), помножено останнє рівняння на [image: image265.png]sin t



 ≠ 0, одержимо 

  8[image: image267.png]cost



 [image: image269.png]cos 2t



 [image: image271.png]cos 4t



 [image: image273.png]sin t



 = [image: image275.png]sin t



;

4[image: image277.png]cos 2t



 [image: image279.png]cos 4t



 [image: image281.png]sin 2t



 =  [image: image283.png]sin t



;

2[image: image285.png]cos 4t



 [image: image287.png]sin 4t



 = [image: image289.png]sin t



;

[image: image291.png]sin8 ¢



 = [image: image293.png]sin t



;

[image: image295.png]sin8 ¢



 - [image: image297.png]sin




;
2sin [image: image299.png]


 cos [image: image301.png]


 = 0.

sin [image: image303.png]


 = 0; [image: image305.png]


 = πn; t = [image: image307.png]2mn



; n [image: image309.png]


 Z

cos [image: image311.png]


 = 0; [image: image313.png]


 = [image: image315.png]


 + πk; t = [image: image317.png]


 + [image: image319.png]2Tk



, k [image: image321.png]


 Z.

Врахуємо, що t [image: image323.png]


 [ 0; [image: image325.png]


], одержимо n = [image: image327.png]


; [image: image329.png]


;[image: image331.png]w e



.
Відповідь: 3 кореня.

3.2.Розвязати  рівняння: 

        [image: image333.png]


 = 4[image: image335.png]x 3 — 3x




Рoзв’язання  
            Область визначення рівняння |x|[image: image337.png]


Підстановка 

х=[image: image339.png]cost;t € [0;m).



 Одержимо рівняння [image: image341.png]


 = 
=4 [image: image343.png]cos®t— 3



  [image: image345.png]cost



.  │sin t│= cos 3t. Так як t [image: image347.png]


 [0;π], то sin t≥0, тоді рівняння має вигляд sin t = cos3 t. 

cos3t – sin t = 0;  
 cos3t – cos( [image: image349.png]


 - t) = 0
-2 sin ( 2t - [image: image351.png]


 )sin (t + [image: image353.png]


 ) = 0.
sin(2t - [image: image355.png]e



 ) = 0   2t - [image: image357.png]


 = πn; t = [image: image359.png]


 + [image: image361.png]


, n [image: image363.png]


 Z
sin (t + [image: image365.png]


 ) = 0     t + [image: image367.png]


πk; t=-[image: image369.png]=
.



Z
       t=[image: image371.png]“+Zne



 Z
тоді

       t= [image: image373.png]


+ [image: image375.png]K, K € Z




Із одержаних серій розв’язків візьмемо лише ті, де t[image: image377.png]€ [0; 7).




      t=[image: image379.png]



Тоді х=[image: image381.png]


                                                                     
Можна перейти до числових значень х:
[image: image382.png]



      [image: image384.png]


 
= - [image: image386.png]


 .                                                                             
Cos[image: image388.png]


= - cos[image: image390.png]



Відповідь: х = cos [image: image392.png]n sz iz
=, X = COS=,X= COS ;’
2 s

abo




                х = [image: image394.png]% 2+ V2;x

-V2-v2



 ;  х = -[image: image396.png]


.
4.1 Доведіть, що ас + вd[image: image398.png]


 якщо a2 +b2 =c2 +d2 =1.

Розв’язання .   Покладемо: а=[image: image400.png]


.
Тоді  ac + bd =cos[image: image402.png]acosp



 + sin[image: image404.png]asinf = cos(a — B) < 1.



 
4.2.Розв’язати рівняння
                      [image: image406.png]1-x



= 2х2  _

    Розв’язання 
Область визначення рівняння х[image: image408.png]


[-1;1].

Підстановка х=cos t;t[image: image410.png]€ [0; 7).




[image: image412.png]


=2cos2-1+2cost[image: image414.png]


2t;

[image: image416.png]


 = 2[image: image418.png]cos®t —sin®t— cos®t



+2[image: image420.png]cost/sin?t



;

[image: image422.png]


 |[image: image424.png]sin




 = [image: image426.png]cos 2t



+ 2[image: image428.png]cost|sint|.



  t[image: image430.png]€ [0; 7).




[image: image432.png]Toai V2 sint



 = [image: image434.png]cos 2t + 2costsint, %20; sint = 0.




[image: image436.png]V2sint



 = [image: image438.png]cos 2t



 + [image: image440.png]sin 2t



,

[image: image442.png]VZsin:



 = [image: image444.png]V2sinQ2t + 3),




[image: image446.png]i b
sin -
2



=[image: image448.png]sin( 2t + 7);




[image: image450.png];- Ty aink
sin(2t+ §) = sin?



 = 0;

2[image: image452.png]


 + [image: image454.png]


 )[image: image456.png]


=0 ;

[image: image458.png]+3
sin( 5



 ) = 0;   [image: image460.png]


 + [image: image462.png]


 = [image: image464.png]mn,n €



 Z

t = - [image: image466.png]


 + [image: image468.png]4mn



 , n[image: image470.png]


 Z ;

[image: image472.png]


) = 0; t = [image: image474.png]


 + [image: image476.png]4mn

T kEZ
s




 Відберемо ті значення t, що задовольняють умові t[image: image478.png]€ [0; 7).




Одержимо  t= [image: image480.png]


Тоді x = [image: image482.png]


.
Відповідь: x= [image: image484.png]cos



.
4.3 Розв’язати рівняння 

             [image: image486.png]sin x



 + 7[image: image488.png]cos x



 = 5.

Нехай u = [image: image490.png]tan;



 , тоді  [image: image492.png]sinx

2u

1eu !



 [image: image494.png]cosx

P




 [image: image496.png]2u | 7(1-u®

1+u?

142




 [image: image498.png]2u+7—T7u? =5+ 5u?




    12u2- 2u-2=0        

      6u2-u-1=0

u1=[image: image500.png]


 u2=-[image: image502.png]



Отже , ми маємо

   [image: image504.png]X _ 0 i X 1
tan> = >, 3BigKN > = arctan 5
-2 2 2



 +[image: image506.png]mn,n € Z;




 
отже х = 2 arctan [image: image508.png]



Або tan  [image: image510.png]


 звідки [image: image512.png]® — arctan (— 1) + 7,
3 3



 a 2arctan [image: image514.png]


         [image: image516.png]nelz.



         
Відповідь: 2arctan [image: image518.png]§+21m,n €z,




                 -2arctan[image: image520.png]


 +2[image: image522.png]


, n [image: image524.png]€Z




5.1 Розв`яжіть рівняння.

 [image: image526.png]V2 +sin?4x = sinx — cosx




Розв’язання. Хай [image: image528.png]#(x) =2 + sin? 4x



 , тоді [image: image530.png]F(x) =2




Хай [image: image532.png]inx — cos x




, тоді [image: image534.png]4(x) = VZ(sinx — 5 cosx) = V2(sinx cos T — cos xsin}) = V2sin(x — )



;

[image: image536.png]g(x) =2



.

Отже, [image: image538.png]Frsine = Geeais = V2



, виходить, рівняння [image: image540.png]F(x) = g(x)



 зводиться к системі рівнянь [image: image542.png]{m) =2
a(x) =2



 або к системі рівнянь [image: image544.png]{\/2 +sin4x =2

VZsin(x—7) =2



.

Розв’яжемо перше рівняння:

  [image: image546.png]2+ sin?4x =2




  [image: image548.png]sin®4x =0



 

  [image: image550.png]sin4x = 0




  [image: image552.png]4x=m,, nel,




  [image: image554.png]



  Розв’яжемо друге рівняння:

    [image: image556.png]


 

     [image: image558.png]


 [image: image560.png]eN




     [image: image562.png]v=242mh,
n



 [image: image564.png]eN




Серія [image: image566.png]v=242mh,
n



 [image: image568.png]eN



 вхожа в серію [image: image570.png]


отже,          [image: image572.png]v=242mh,
n



 [image: image574.png]eN



 – рішення системи, а також і рівняння.

Відповідь [image: image576.png]=+ omh, £
n



 [image: image578.png]eN



.

5.2 Розв’яжіть рівняння.

 [image: image580.png]2
3+2cos(x—y) _ x—y | sin(z—y)

2 2X7%
3+2x—x% cos el S



 
Розв’язання 

  [image: image582.png]3 XY 2 o 2 X i
>+ cos?TE —sin? ¥ = 3+ 2 — 27 X cos? E + 2sin? E X cos? T




 

Хай [image: image584.png]


, тоді [image: image586.png]


, та рівняння буде мати такий вигляд.

 [image: image588.png]§+r—(1—r):\/3+2x—x2xr+2(1—e)e




 [image: image590.png]V3t 20— 27 =2t + —
=



, де [image: image592.png]



Так як  [image: image594.png]V3+2x—x7=[A-(1-x)2 <=2



, а [image: image596.png]26+—22
=



, то перейдемо до системи рівнянь

 [image: image598.png]


,

Звідки знаходимо [image: image600.png]


,   тобто   [image: image602.png]


.

Розв’язавши цю систему, маємо відповідь: [image: image604.png]


; [image: image606.png]Y= 1+§+nw nez




5.3 Розв’язати рівняння

 [image: image608.png]V16— x? sinx





 [image: image610.png]16—x2=0




 [image: image612.png]


 

 [image: image614.png]sinx =0



 на [image: image616.png][—4;4]



 має серію коренів  [image: image618.png]x=1,, neZ



, а цьому відрізки належать три значення: [image: image620.png]—1;0;



.

Крім цього у відповідь треба включити корені рівняння [image: image622.png]


тобто значення 4 и [image: image624.png]


.

6.1 Розв’язати рівняння 

 [image: image626.png]V7x—x2(2cosx — 1





Рішенням нерівності   [image: image628.png]Tx—x2=0 €[0;7]



.

Рішенням рівняння [image: image630.png]2cos x



   [image: image632.png]


.

Якщо [image: image634.png]


, то [image: image636.png]


, та даному вирізу належить тільки значення  [image: image638.png]


.

Якщо [image: image640.png]


, то [image: image642.png]


, або [image: image644.png]


; відрізку [image: image646.png][0;7]



 належить тільки  [image: image648.png]5T



.

За останніми значеннями параметру [image: image650.png]


 корені тригонометричного рівняння лежать поза [image: image652.png][0;7]



.

     6.2 Розв’язати рівняння

 [image: image654.png](V2cosx —1)VaxT—Tx +3=3




 [image: image656.png]V2cosx—1=0



   [image: image658.png]



 [image: image660.png]422 —T7x+3=0




 [image: image662.png]I
e



,     [image: image664.png]


.

Крім [image: image666.png]


, усі тригонометричного рівняння задовольняють цим умовам.

7.1 Розв’язати рівняння

 [image: image668.png]sin? x + sin? 2x + cos? 3x + cos? 4x = 2




Рішення.

Знизимо степінь у лівій частині 4 рази:

 [image: image670.png]l1—-cos2x 1-cos4xr 14coséxr  1+cos8x
2 2 2 2

=2




 

 [image: image672.png](cos 6x + cos 8x) — (cos 2x + cos 4x)




 [image: image674.png]2cos 7xcosx —2cos3xcosx =0




 [image: image676.png]2 cos x(cos 7x — cos3x) =0




 [image: image678.png]—2cosx2sin5x sin2x =0




 [image: image680.png]cosx sin5x sin2x =0




 [image: image682.png]sin5x = sin2x = 0.

; cosx




 [image: image684.png]


;          [image: image686.png]Z+m,
3



;     [image: image688.png]



Відповідь: [image: image690.png]


.

7.2 Розв’язати рівняння.

[image: image692.png]cos x cos 2 = sin (T +x ) sin (7 + 4z ) +sin (T + 4x) cos( — 5)



.

Рішення.

 [image: image694.png]cosax _ cosan—cos(Gesn)  sin(Gioz) rein(ox—m

2 2 2




[image: image696.png]cos 3x + cosx = cos 3x + sin 5x + cos x — sin9x



,




   [image: image698.png]sin9x —sin5x = 0







    [image: image700.png]2sin2x cos 7x =0




Отже, [image: image702.png]sin2x =0



, або   [image: image704.png]cos7x =10





      [image: image706.png]


                 [image: image708.png]



Відповідь: [image: image710.png]


;  [image: image712.png]


.

8.1 Розв’язати рівняння.

 [image: image714.png]5sinx + 12cosx + 13sin3x =0




Якщо [image: image716.png]V52 + 122 = 13,



 тоді 

 [image: image718.png]5sinx + 12cosx = 13(15—3sinx+5cosx)




Хай [image: image720.png]cos



,   а [image: image722.png]13

sing



, тоді

 [image: image724.png]5sinx + 12 cosx = 13(sinx cos ¢ + cos x sin @) = 13sin(x + ¢)




Отже  [image: image726.png]13sin(x + @) + 13sin3x =0





     [image: image728.png]i e ) =
26sin(2x + %) cos(x %) = 0




           [image: image730.png]sin (22 +%)



                [image: image732.png]cos(x —





           [image: image734.png]2x+f:nw nez



             [image: image736.png]x—2

§+nw nez



 

           [image: image738.png]x=—24n neZ
3



          [image: image740.png]r=2+2+1, nez
273




Відповідь: [image: image742.png]


        [image: image744.png]2+Z+4m, neZ
ERR



; де [image: image746.png]5
= arccos=
@ 13



.

Тема 3. Рішення більш складних ірраціональних рівнянь та нерівностей. Практична частина.
1.1 Розв’яжіть рівняння.

 [image: image748.png]4x—2x*—8x+12=6





Нехай  [image: image750.png]


,   [image: image752.png]


, тоді

 [image: image754.png]2x* —8x+ 12 =m?



;

 [image: image756.png]2x% —8x=m? — 12



;

 [image: image758.png]x2
4r=3
Som?
12)



;

  [image: image760.png]S (m? —12) —m = 6



, звідки

 [image: image762.png]m? —2m—24=0



;  [image: image764.png]


, так як [image: image766.png]



 [image: image768.png]


 не є коренем рівняння.

Отже,   [image: image770.png]V2x2 —8x+ 12=6



   

 [image: image772.png]2x* —8x+ 12 = 36




 [image: image774.png]4x—12=0





 [image: image776.png]


;    [image: image778.png]


.

В цьому випадку після піднесення до квадрату, не можуть з’явитися сторонні корені, так як, підкорінне рівно додатному числу.
Відповідь:[image: image780.png]


;  [image: image782.png]


.
   1.2 Розв'язати рівняння. 

  [image: image784.png]—x+2+VxP—x+7=vV2x2—2x+21



 
 Розв’язання. Нехай [image: image786.png]Y =X

—x



, тоді [image: image788.png]Jo+2+ [y +7=24+21




 [image: image790.png]y+2+2 /(g + D+ +y+7=2¢4+21




 [image: image792.png]V¥ +9y +14=06




 [image: image794.png]Y’ +9y +14 =36




 [image: image796.png]Y’ +
9y
-2




 [image: image798.png]


    [image: image800.png]—11



.

Залишається вирішити сукупність двох рівнянь:

 [image: image802.png]


;     [image: image804.png]


.

Перше рівняння має корні [image: image806.png]X, = 2,%;



 друге рівняння коренів не має.

Відповідь: [image: image808.png]


.

2.1 Розв’язати рівняння.

 [image: image810.png]Ve+2—-Vx—1=+v2x-3




 Розв’язання:

 [image: image812.png]x=15-



 область визначення
 [image: image814.png]y=Vx+2-



 зростаюча функція,  [image: image816.png]Y =—

x—1-



 спадна. Якого виду монотонність функції   [image: image818.png]flx) =ve+2—r—1



  нічого н можна сказати без додаткового дослідження її за допомогою похідної.

 [image: image820.png]y=V2x—3—



зростаюча функція. Перетворимо ліву частину так:

    [image: image822.png](Va+2—x—1)(Wa+2+yz—1) _ o xr2am 3

Tr2+va—-1 Hr2+Vr-1  va+2+va-1




 .

Ця функція – спадна. У рівнянні функції різної монотонності, тому корінь може бути лише один. Перевіримо [image: image824.png]


.

 [image: image826.png]


;    [image: image828.png]


. Відповідь: [image: image830.png]


.

2.2 Розв’язати рівняння

 [image: image832.png]


.

Розв’язання:

Область визначення рівняння [image: image834.png]x>0



. Функція  [image: image836.png]


 і [image: image838.png]


спадні, тоді сума двох спадних функцій також спадна функція. Функція [image: image840.png]


зростаюча, тому корінь рівняння лише один. Підбором [image: image842.png]


 робимо перевірку [image: image844.png]2r =2
1+(2) 72\/i



;        [image: image846.png]


.

Відповідь: 1.

2.3 Розв’язати рівняння.

 [image: image848.png]Vx+Vyx+3=6—-Vx—8




Розв’язання:

Область визначення рівняння [image: image850.png]


. Функції [image: image852.png]¥ =x



; [image: image854.png]y=Vx+3-—



зростаючи, їх сума – функція зростаюча. Функція  [image: image856.png]y=6—Vr—8—



 спадна. Корінь рівняння може бути лише один. Підбором [image: image858.png]


, робимо перевірку.

 [image: image860.png]Vi+V4=6-+9



;    [image: image862.png]


.

Відповідь: [image: image864.png]


 

3.1 Розв’язати рівняння

 [image: image866.png]


.

Розв’язання:

Графіки функцій [image: image868.png]¥ =x



 та [image: image870.png]y=|x—2|



 перетинаються  у двох точках (1;1) і (4;2). Отже, рівняння має два кореня: [image: image872.png]



[image: image1115.png]


Відповідь: 1; 4.

3.2 Побудуйте кускову функцію [image: image874.png]



 [image: image876.png]#) =

2, akmox =1

Wz, sxmox > 1




,  та розв’яжіть рівняння якщо [image: image878.png]



[image: image1116.png]o




Розв’язання:

 Графіки функцій [image: image880.png]Y1 =%



, та [image: image882.png]Y2



, якщо [image: image884.png]v>1



 мають спільну точку (1; 1). Отже, рівняння має один корінь: [image: image886.png]


.

4.1 Розв’язати рівняння.

 [image: image888.png]x+2=2V22—1




.

Розв’язання:

[image: image1117.png]


 [image: image890.png]{xzzf—lzo BEES 1
x+220 % xE[’;w7
ER 2



 область визначення рівняння.

Нехай [image: image892.png]flx) =x*—x+2



; [image: image894.png]g(x) =232x -1



.

Будуємо ескізи графіків [image: image896.png]F(x)



 та [image: image898.png]g(x)



.

[image: image900.png]F(x)



 =[image: image902.png]x?—x+2



    

[image: image904.png]


;

[image: image906.png]


.
Графіки дотикаються при [image: image908.png]


.

Других спільних точок у графіків немає, хоч це слід обґрунтувати аналітично.

Робимо перевірку.
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;   2 = 2.

Відповідь: [image: image914.png]


.

4.2 Розв'язати рівняння.

  [image: image916.png]x2 +2x +3 =V4—x?




Розв’язання:
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 область визначення рівняння.

[image: image924.png]#(x) =x2 +2x+ 3



;    [image: image926.png]g(x) =4 —x?




Будуємо ескізи графіків [image: image928.png]F(x)



 та [image: image930.png]g(x)



 в одній системі координат.
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;

[image: image934.png]F(x) =2



;   [image: image936.png]g(x) <2




[image: image938.png]F(x) = g(x)



 лише при умові [image: image940.png]{
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.

[image: image942.png]Fx) =2



 при [image: image944.png]



[image: image946.png]g(x) =2



 при [image: image948.png]



Відповідь: розв’язків немає.
5.1 Розв’язати рівняння.

 [image: image950.png](x—1Vx—a=0




 Розв’язання:

Маємо [image: image952.png]


.

Якщо [image: image954.png]


, то [image: image956.png]


1

Якщо [image: image958.png]a<l,



то [image: image960.png]


 задовольняє умові [image: image962.png]


, отже є коренем рівняння;

Якщо а[image: image964.png]=1



, то [image: image966.png]


1=1 не задовольняє умові 


 [image: image968.png]


, тобто стороннім коренем.
Відповідь: якщо   [image: image970.png]a<1



, то [image: image972.png]


1=1,    [image: image974.png]





     якщо   [image: image976.png]


, то [image: image978.png]


.

5.2. При яких значеннях параметрах [image: image980.png]


, рівняння ([image: image982.png]


)([image: image984.png]x— a)



 має один корінь?
Розв’язання:


Маємо:   [image: image986.png]


   [image: image988.png]


.
Єдиний корінь, по перше, у випадку, коли [image: image990.png]


 та, по-друге, коли з двох значень ([image: image992.png]


 [image: image994.png]


) один є стороннім коренем, а саме [image: image996.png]


. Це можливо, коли [image: image998.png]


 не належить області визначення рівняння:

 [image: image1000.png]


 тобто при [image: image1002.png]a < 0.



  

Відповідь: [image: image1004.png]a <0



 або  [image: image1006.png]



6.1. Розв’язати рівняння.

       [image: image1008.png](V3+1)x*+3=





Нехай:   [image: image1010.png]


=[image: image1012.png]a=>0



   Маємо:

  [image: image1014.png]x*— ax®—x?+a*=0



;
  [image: image1016.png]


0

  [image: image1018.png]


=[image: image1020.png]P+ 22)7



;
  [image: image1022.png]


;
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;

Тоді [image: image1026.png]


; [image: image1028.png]



  [image: image1030.png]


         [image: image1032.png]



Відповідь:  [image: image1034.png]145714443
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:     [image: image1036.png]



6.2.  Розв’язати рівняння 

[image: image1037.png]



Розв’язання:

[image: image1038.png]{x+7 =0
x € [-7,—T7]U WT;)

x2-7=0"




Область визначення рівняння. Піднесемо обидві частини рівняння в області визначення до квадрата
[image: image1039.png]49





Це рівняння квадратне відносно числа 7.

Нехай [image: image1041.png]a=7>0




Тоді [image: image1043.png]x+a=x*—2ax?+a?
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         [image: image1051.png]


.
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;
[image: image1057.png]


 не задовольняє області визначення рівняння.

Відповідь: [image: image1059.png]


; [image: image1061.png]



7.1 Розв’язати рівняння
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+[image: image1065.png]
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При а[image: image1069.png]<0



    ліва частина рівняння  не визначена, а при а[image: image1071.png]


0 визначена.

1) При а[image: image1073.png]<0



 немає коренів.

2) а[image: image1075.png]


0 після зведення у квадрат 

2[image: image1077.png]


=1-2х-2а

Знову зведемо у квадрат та спростимо:

4х2+4(а-1)х+4а2-4а+1=0
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Якщо  Д=0
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а2=[image: image1081.png]


               

           Д[image: image1083.png]<0



               а[image: image1085.png]


  

Якщо а[image: image1087.png]


, то  рівняння немає коренів.
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     корені рівні
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Перевірка.

Відповідь: якщо [image: image1095.png]a <0
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