Тригонометрические уравнения с параметром.
1.      Найдите все значения параметра а, при каждом из которых  уравнение                                        COS4 x – (a + 2)COS2x – (a + 3) = 0 имеет решение.

         Решение.

         Введем новую переменную:  t =COS2x,  t[image: image2.png]efo;1]



. Тогда данное уравнение принимает вид         t2 – (а + 2)t – (a + 3) = 0. 
        Чтобы решить получившееся квадратное уравнение с переменной t, найдем его дискриминант: D = a2 + 4a + 4 + 4a + 12 = a2 + 8a + 16 = (a + 4)2. 

         Так как  D≥0, квадратное уравнение имеет решение
t1,2 = [image: image4.png]a+2+la+4)

2



  = [image: image6.png]arizlatdl _ griziavd
2 2




 ;
t1=[image: image8.png]atitati  Zave  Zlavd)
2 2 2

a+3;




t2 =[image: image10.png]



         Число -1 не принадлежит промежутку [image: image12.png][0; 1],



таким образом, заданное нам тригонометрическое уравнение с параметром имеет решение при условии

          0 ≤ а +3 ≤ 1,

         -3 ≤ а ≤ -2.

         Ответ.  Уравнение  COS4 x – (a + 2)COS2x – (a + 3) = 0 имеет решение при а[image: image14.png]€[-3;-2]



.
2.     Найдите все значения параметра р, при которых уравнение 6Sin3x = p – 10Cos2x не имеет корней.

        Решение.

6Sin3x  = p – 10Cos2x;

6Sin3x + 10Cos2x = p;

6Sin3x + 10(1 – 2Sin2x) = p;

6Sin3x – 20Sin2x + 10 = p.
       Введем новую переменную: t = Sinx, t[image: image16.png]€[-1;1],



 тогда тригонометрическое уравнение примет вид  6t3 – 20t2 + 10 = p.
      Рассмотрим функцию у = 6t3 – 20t2 + 10  и исследуем ее на наибольшее и наименьшее значения на отрезке [image: image18.png](=1;1). D{y) =R




      Находим производную: у| =  18t2 - 40t = 18t(t - [image: image20.png]


 D(y|)=R.
      Определяем критические точки функции:  у|=0,  18t(t - [image: image22.png]


,  t1=0, t2=[image: image24.png]



        Число 2[image: image26.png]


не принадлежит промежутку [image: image28.png][-1;1]



 , поэтому вычисляем значения функции в точке 0 и на концах отрезка:
у(0) = 0 – 0 + 10 = 10,

у(-1) = -6 – 20 + 10 = -16,

у(1) = 6 – 20 + 10 = -4.

       max y(t) = 10, min y(t) = -16 на отрезке [image: image30.png][-1;1]



.
       Значит, при р[image: image32.png]€ (—o0; —16) U (10; +20)



 исходное уравнение не имеет корней.
       Ответ.  Уравнение 6Sin3x = p – 10Cos2x не имеет корней при р[image: image34.png]€ (—o0; —16) U (10; +o0





3.     При каких значениях параметра а выражение 2 + Cosx(3Cosx + aSinx)  не равно нулю ни при каких значениях х?
        Решение.

        Другими словами, необходимо найти все значения параметра а, при которых уравнение          2 + Cosx(3Cosx + aSinx)   = 0 не имеет корней.

2 + Cosx(3Cosx + aSinx)   = 0;

2(Cos2x + Sin2x) + Cosx(3Cosx + aSinx)   = 0;
2Cos2x + 2Sin2x + 3Cos2x + aSinxCosx = 0;

2Sin2x + aSinxCosx + 5Cos2x = 0 – однородное уравнение второй степени.
      Если бы Cosx = 0, то и Sinx = 0, что невозможно, так как  Cos2x + Sin2х  = 1, поэтому разделим левую и правую часть однородного уравнения на Cosx.

      Получим уравнение вида  2tg2x + atgx + 5 = 0. Для решения этого уравнения введем новую переменную:  t = tgx, t[image: image36.png]ER,



 тогда  2t2 + at + 5 = 0.
      Далее можно проводить рассуждения двумя способами.

      Способ 1.

      Найдем сначала множество всех значений параметра а, при которых полученное квадратное уравнение разрешимо. Дополнение этого множества до R и будет искомым ответом.

      Квадратное уравнение имеет корни тогда и только тогда, когда D≥0.
      D = а2 – 40,

      а2 – 40 ≥ 0,

      а2 ≥ 40,
      [image: image38.png]|al = 2v10,



 
       а[image: image40.png]€ (—o0; —24/10



][image: image42.png]U [24/10



;[image: image44.png]+o0



).
      Дополнением этого множества до R является промежуток (-2[image: image46.png]v10;24/10).




      Способ 2.

      Квадратное уравнение не имеет действительных корней тогда и только тогда, когда D[image: image48.png]<0.




       D = a2 – 40,

      a2 – 40[image: image50.png]<0,




       а2 [image: image52.png]


 40,

      [image: image54.png]lal < 2v10,



 
       -2[image: image56.png]V10 <a < 2410,




       a[image: image58.png]€(—2V10



;[image: image60.png]


).

       Ответ.  Выражение 2 + Cosx(3Cosx + aSinx)  не равно нулю ни при каких значениях х, если a[image: image62.png]€(—2V10



;[image: image64.png]


).
4.     Найдите все значения параметра р, при которых уравнение  pCtg2x + 2Sinx + p = 3 имеет хотя бы один корень.
        Решение.
        ОДЗ:  х[image: image66.png]



        Преобразуем  данное уравнение:

p ([image: image68.png]g 1)+ 28inx



 + p = 3.
        Обозначим  t = Sinx, t[image: image70.png]€-50u(0;1]



, тогда тригонометрическое уравнение примет вид
[image: image72.png]


 - p + 2t + p = 3,

[image: image74.png]+2t=3,

£



        
[image: image76.png]


 
P = 3t2 – 2t3.

       Рассмотрим функцию f(t) = 3t2 – 2t3 (D(f) = R)  и найдем множество ее значений при                   t[image: image78.png]€-50u(0;1]



.
      Находим производную:  f|(t) = 6t – 6t2.
      Определяем критические точки:  f|(t) = 0, 6t – 6t2 = 0, t – t2 = 0, t(1 – t) = 0, t1=0, t2=1.

f(-1) = 3 + 2 = 5, f(t) [image: image80.png]-0



 при t[image: image82.png]=0,



функция f(t) непрерывна на промежутке [-1;0), следовательно, E(f) = (0;5] при t[image: image84.png]


[-1;0).
f(1) = 3 – 2 = 1, f(t) [image: image86.png]-0



 при t[image: image88.png]=0,



функция f(t) непрерывна на промежутке (0;1], следовательно,
E(f) = (0;1] при t [image: image90.png]


 (0;1].
       Значит, E(f) = (0;5] при t [image: image92.png]


 [-1;0) [image: image94.png]


 (0;1].

        Чтобы алгебраическое уравнение относительно t, а следовательно, и исходное тригонометрическое уравнение имело хотя бы один корень, необходимо и достаточно, чтобы      р[image: image96.png]


 E(f), т.е. р[image: image98.png]


 (0;5].
        Ответ. Уравнение  pCtg2x + 2Sinx + p = 3 имеет хотя бы один корень при р[image: image100.png]


 (0;5].
5.     При каких значениях параметра а графики функций  y = Sin2x + aCosx  и  y = 3a – 2a2  не имеют общих точек?
        Решение.

        Другими словами, нужно найти такие значения параметра а, при которых уравнение

Sin2x + aCosx = 3a – 2a2  не имеет корней.
1 – Cos2x + aCosx + 2a2 – 3a = 0;

Cos2x – aCosx – (2a2 – 3a + 1) = 0.

        Введем новую переменную: t = Cosx, t[image: image102.png]e[-1;1]



, тогда тригонометрическое уравнение примет вид  t2 – at – (2a2 – 3a + 1) = 0. Получили квадратное уравнение с параметром а.
D = a2 + 4(2a2 – 3a + 1) = a2 + 8a2 – 12a + 4 = 9a2 – 12a + 4 = (3a – 2)2,

t1,2 = [image: image104.png](3a-2)%
2




   t1 = [image: image106.png]atida=2




  t2 = [image: image108.png]a-l3a=2




        Так как  [image: image110.png][3a—2/=0



, то  t1[image: image112.png]


 t2.
Случай 1.

 t1[image: image114.png]


 t2 , тогда  [image: image116.png][3a—2|




,   а = [image: image118.png]


  и  t1[image: image120.png]


 t2 = [image: image122.png]


.  В этом случае уравнение  Cosx = [image: image124.png]


  имеет корни.
Случай 2. 
t1[image: image126.png]


 t2. Чтобы уравнения  Cosx = t1  и  Cosx = t2 не имели корней необходимо и достаточно выполнения одного из трех условий:  t1 < -1,   t2 > 1,   t2 < -1  и  t1 > 1. Рассмотрим каждое из этих условий.
Условие 1.  t1 < -1.

        [image: image128.png]atida—-2

S <-la+3a-2/ <-213a-2 < -a-2 2+a<3a-2 < -a-2




[image: image129.png]4+a <3a < —a {3a<*a, {4a<n, £y

3a >4+a, 2a >4 la >2




        Система решений не имеет, значит, не существует таких значений а, при которых выполняется условие  t1 < -1.

Условие 2.  t2 > 1.

        [image: image131.png]=>1a- [3a-2] >2, ~[3a~-2| >2

e 13a-2] <a-2,



      
       [image: image133.png]Ja > 4—a,

—a+2<3a-2< a-2-a+4<3a<q {*37°



                   
       [image: image135.png]{

da >4,
2a < 0,

{

a =1,
a <0.



               
        Система решений не имеет, следовательно, не существует таких значений а, при которых выполняется условие  t2 > 1.

Условие 3.   t2 < -1  и  t1 > 1. 
[image: image137.png]a—l3a-2|
> <L {a—\aa—z\ < -2 {—\aa—u <-2-aq { 13a-2] >a+2,

stliea o la+[3a-20>2, | 13a-2/ >2-a, U3a-2 > —a+2
= 5




           
1.)  [image: image139.png]3a-2>a+2, =2
3a—2| >a+2, [J27207 |20 |20



    a[image: image141.png]e(—o0;0) U(2;




         
2.)   [image: image143.png][3a —2|



 [image: image145.png]3a-2>-at2
>—a+2, 55000



    [image: image147.png]a>1,
bvncl sy



 a[image: image149.png]e(—o0;0) U(1;




     
        Таким образом,  [image: image151.png]ae(—00;0) U (2; +00),




       a[image: image153.png]e(—o0;0) U(2;




  
        Ответ. Графики функций  y = Sin2x + aCosx  и  y = 3a – 2a2  не имеют общих точек, если
a[image: image155.png]€(—00;0) U (2; +00).



  
Тригонометрические уравнения с модулем и радикалом.
1.     Sin2x + [image: image157.png]



Решение.

Раскроем модуль.

Случай 1. Sinx [image: image159.png]= 0, xe[2mn; m + 2mn], neZ.




Sin2x  +  Sinx – 2 = 0.
Введем новую переменную: t = Sinx,  t[image: image161.png]e [-1;1],



 тогда  t2 + t – 2 = 0 – приведенное квадратное уравнение. Решим его по теореме Виета:  t1 + t2 =[image: image163.png]


1,  t1t2 = [image: image165.png]


2, значит,  t1 =[image: image167.png]


2,  t2 = 1.

Число  [image: image169.png]


2 не принадлежит промежутку  [image: image171.png][-1;1]



.
Sinx = 1 (особый случай),

x = [image: image173.png]>+ 2, neZ,
3



  ([image: image175.png]§+ 2mn) € [2mn; w+ 2], ne Z




Случай 2.  Sinx [image: image177.png]<0, xe(—m+2mn; 2mm),n e Z




Sin2x - Sinx – 2 = 0.
Введем новую переменную: t = Sinx,  t[image: image179.png]e [-1;1],



 тогда  t2[image: image181.png]


 t – 2 = 0 – приведенное квадратное уравнение. Решим его по теореме Виета:  t1 + t2 = 1,  t1t2 =[image: image183.png]


2, значит,  t1 = 2,  t2 =[image: image185.png]


1.

Число 2 не принадлежит промежутку  [image: image187.png][-1;1]



.

Sinx = [image: image189.png]


 1 (особый случай),

x = [image: image191.png]


 [image: image193.png]>+ 2, neZ,
3



  ([image: image195.png]—§+ 2mmn) € (—m + 2m; 2mn) ,n e Z.




Объединяя две серии решений, получаем, что  x = [image: image197.png]; + T, neZ
2




Ответ.  x = [image: image199.png]>+ T neZ.
2




2.      [image: image201.png]


  = 2Sin2x – 1.
Решение.

      [image: image203.png]


  = 2Sin2x – 1,

       [image: image205.png]


 2Sin2x – 1,

       [image: image207.png]|Cosx|



 = 2Sin2x – 1,
       [image: image209.png]|Cosx|



 [image: image211.png]


 2Sin2x + 1 = 0,

       [image: image213.png]|Cosx| — 2(1 -



 [image: image215.png]Cos®x



) + 1 = 0,

        2[image: image217.png]Cos®x



  +[image: image219.png]|Cosx|



 [image: image221.png]


 1 = 0.

     Раскроем модуль.

     Случай 1.  Cosx [image: image223.png]20, xe |7+ 2mn;7 +2m) neZ




     2Cos2x  + Cosx – 1 = 0.
     Введем новую переменную:  t = Cosx,  t[image: image225.png]e [-1;1],



 тогда  2t2 + t – 1 = 0 – квадратное уравнение.

     D = 1 + 8 = 9,

     t1 =[image: image227.png]T

i



t2 = [image: image229.png]



     Cosx =[image: image231.png]


 ,                                                                                    Cosx =[image: image233.png]


1 (особый случай)
     x = [image: image235.png]t;+2mneZ



                                                                x = [image: image237.png]T+ 2mn, ne Z,




     ([image: image239.png]£ +2mn)e|~7+ 2mn; T+ 2m) neZ



                     ([image: image241.png]T+ 2mn)



 не принадлежит промежутку
                                                                                                 [image: image243.png]3+ 2m;T+2m| neZ
H H




  
     Случай 2.  Cosx [image: image245.png]<0, xe (+ 2T+ 2m) ,neZ



 
     2Cos2x  - Cosx – 1 = 0,
     Введем новую переменную:  t = Cosx,  t[image: image247.png]e [-1;1],



 тогда  2t2 -t – 1 = 0 – квадратное уравнение.

     D = 1 + 8 = 9,

     t1 =[image: image249.png]


t2 = [image: image251.png]



     Cosx =[image: image253.png]


 ,                                                                                    Cosx = 1 (особый случай)
     x = [image: image255.png]+5 +2mneZ,



                                                                x = [image: image257.png]2mn, ne Z,




     ([image: image259.png]


                     ([image: image261.png]2mn)



 не принадлежит промежутку
                                                                                                 [image: image263.png](G+2mT
5 +2m) el



  

Объединяя две серии решений, получаем, что     x = [image: image265.png]+§+1m,nsz.



  

Ответ.  x = [image: image267.png]+§+1m,nsz.



   
3.     [image: image269.png]+ Isinx| — 1

1+c'=’




Решение.
 [image: image271.png]+|sinx| — 1

ch"x




ОДЗ:  x[image: image273.png]=T, neZ, (c@(,— mnxgo)



  [image: image275.png]1+ ctg®x # 0 mpu Bcex



  x[image: image277.png]# T, ne Z



. 
[image: image278.png]



2Sin2x + [image: image280.png]



Раскроем модуль.

Случай 1. Sinx [image: image282.png]>0, xe(2mn;m+ 2mn), neZ.




2Sin2x + Sinx – 1 = 0.

Введем новую переменную: t = Sinx,  t[image: image284.png]e [-1;1],



 тогда  2t2 + t –1 = 0 –квадратное уравнение. 
 D = 1 + 8 = 9,

 t1 =[image: image286.png]


t2 = [image: image288.png]



Sinx = [image: image290.png]


                                                                              Sinx = [image: image292.png]


1 (особый случай),
x = ([image: image294.png]


1)n[image: image296.png]c+mneZ
=



,                                                      x =[image: image298.png]—; + 2mneZ,
B




                                                                                             ([image: image300.png]-~ + 2mn
H



)  не принадлежит промежутку
                                                                                            [image: image302.png](2nm; 7 + 2mn), neZ.




Случай 2.  Sinx [image: image304.png]<0, xe(—m+2mn; 2mm),n e Z




2Sin2x[image: image306.png]


 Sinx – 1 = 0.

Введем новую переменную: t = Sinx,  t[image: image308.png]e [-1;1],



 тогда  2t2 [image: image310.png]


 t – 1 = 0 –квадратное уравнение. 
D = 1 + 8 = 9,
t1 =[image: image312.png]


t2 = [image: image314.png]



Sinx =[image: image316.png]


 [image: image318.png]


                                                                              Sinx = 1 (особый случай)
x = ([image: image320.png]


1)n+1[image: image322.png]c+mneZ
=



,                                                      x =[image: image324.png]5+ 2mnel
B




                                                                                                ([image: image326.png]


)  не принадлежит промежутку
                                                                                            [image: image328.png](—m+ 2mn; 2mn)



 [image: image330.png],neZ.




Объединяя две серии решений, получаем, что  x = [image: image332.png]+g+1m,nEZ.



  
Ответ.  x = [image: image334.png]+g+1m,nEZ.



  
4.     [image: image336.png]J(Sin3x — 2)% — V95in?3x — 24Sin3x + 16 =





Решение.

 [image: image338.png]J/(8in3x —2)Z — \/9Sin?3x — 24Sin3x + 16 =





[image: image339.png]V(8in3x —2)2 — /(35in3x — 4)





[image: image340.png]|Sin3x — 2| — |3Sin3x — 4|





Оценим знаки подмодульных выражений:
[image: image342.png]


1[image: image344.png]



[image: image346.png]


3 [image: image348.png]= Sin3x—2 =



                   [image: image350.png]


3 [image: image352.png]= 3Sin3x =3,




                                                               [image: image354.png]


7 [image: image356.png]= 3Sin3x— 4





Раскроем модули:
[image: image357.png]—Sin3x + 2 — (—3Sin3x + 4)





[image: image358.png]—Sin3x + 2 + 3Sin3x — 4





2Sin3x – 2 = [image: image360.png]


4,

2Sin3x = [image: image362.png]


2,

Sin3x = [image: image364.png]


1 (особый случай),

3x =[image: image366.png]—Z+2mnel
B




x = [image: image368.png]


 [image: image370.png]c+ 5 mel
st 3




Ответ.  x = [image: image372.png]


 [image: image374.png]c+ 5 mel
st 3




