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Задачник-практикум по тригонометрии. – Тольятти: ТТТиХО, 2010, - С.

Сборник содержит задания раздела «Тригонометрия». Задачи подобраны с учетом требований государственного образования стандарта общего образования. Рекомендуется преподавателям математики и обучающимся учреждений начального и среднего профессионального образования.

Введение

Настоящий задачник-практикум составлен в соответствии с программой по математике для образовательных учреждений СПО. Также он может быть использован учебными заведениями, реализующими программы НПО.

Цель его – помочь обучающимся в изучении раздела математики «Тригонометрические преобразования», решать уравнения, уравнения с параметрами, с модулем, системы и неравенства.

Практикум составлен исходя из учета тех трудностей, с которыми встречаются обучающиеся.

Много заданий дано с подробным решением. Предлагаются задания для самоконтроля.

Настоящий задачник-практикум рассчитан для самостоятельного изучения данного раздела математики. Он поможет студентам подготовиться к контрольной работе, зачету.

При составлении задачника были использованы учебники, учебные пособия и сборники задач.

ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ ЧИСЛОВОГО АРГУМЕНТА

Синус, косинус, тангенс и котангенс. Основные формулы тригонометрии


Рассмотрим единичную тригонометрическую окружность.
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image3.wmf]

Синусом угла 
[image: image4.wmf]a

 называется ордината точки – конца подвижного радиуса единичной тригонометрической окружности, повернутого на угол 
[image: image5.wmf]a

.


Косинусом угла 
[image: image6.wmf]a

называется абсцисса точки – конца подвижного радиуса единичной тригонометрической окружности, повернутого на угол 
[image: image7.wmf]a

.


Тангенсом угла 
[image: image8.wmf]a

 называется отношение абсциссы к ординате точки – конца подвижного радиуса единичной тригонометрической окружности, повернутого на угол 
[image: image9.wmf]a

.
Котангенсом угла 
[image: image10.wmf]a

 называется отношение абсциссы к ординате точки – конца подвижного радиуса единичной тригонометрической окружности, повернутого на угол 
[image: image11.wmf]a

.

1. Соотношение между тригонометрическими функциями одного и того же угла: 
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image14.wmf]
2. Формулы сложения: 
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3. Формулы кратких аргументов: 
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4. Формулы понижения степени:


[image: image18.wmf]22
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5. Формулы преобразования сумм и разностей в произведения:
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6. Формулы преобразования произведений в суммы или разности: 
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7. Формул приведения
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ПРЕОБРАЗОВАНИЕ ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИХ ВЫРАЖЕНИЙ

1. Упростите выражение
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2. Упростите выражение: 
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3. Упростите выражение: 
[image: image65.wmf]22
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4. Упростите выражение: 
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5. Докажите тождество: 
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6. Докажите тождество:  
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7.Докажите тождество:  
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8. Докажите тождество: 
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9. Докажите тождество:  
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10. Вычислите:       
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11. Вычислите:  
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12.  Дано:  
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Найдите:
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13. Упростите выражение и найдите его числовое значение: 
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УПРАЖНЕНИЯ

1.1. Представить в виде произведения выражения:
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1.2.  Доказать тождество:
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1.3. Упростить выражение:


[image: image80.wmf](

)

(

)

(

)

2

2

2

2

22

sincos

1);

12sincos

12cos

2);

2sin1

2sin1

3);

sincos

4)sin4sin2cos2sin21;

sincos

5);

12cos12sin

6)sin1cos1;

sin

7)cos.

sin

ctgtg

tg

ctg

aa

aa

a

a

a

aa

aaaa

aa

aa

aaaa

aa

a

aa

+

+×

-

-

-

+

+×-+

+

--

×+-+

--


РЕШЕНИЕ ПРОСТЕЙШИХ ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ


Применяя различные преобразования при решении тригонометрических уравнений, мы приходим к простейшим уравнениям, формулы решения которых следует запомнить:

а) 
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Это уравнение имеет решения, если  
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 Общее решение этого уравнения записывается в виде
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Если же 
[image: image86.wmf]1
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, то данное уравнение не имеет решений, что следует запомнить, т.к. забывая об этом, учащиеся часто допускают ошибки.


Например, решая уравнение 
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, записывают «решение» этого уравнения в виде 
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, несмотря на то, что функция arcsin x не определена в точке 
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 и приведенная запись не имеет смысла.

ПРИМЕР 1

Решить уравнение:  
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Решение.
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но arcsin 0 = 0, следовательно решение этого уравнения можно записать так: 
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ПРИМЕР 2

Решить уравнение:  
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При четном к = 2n; 
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при нечетном 
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Оба случая дают одну и ту же формулу


[image: image101.wmf]2;

2

xnnc

p

p

=+Î

,

которая и является решением.

ПРИМЕР 3

Решить уравнение:  
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Решение.

[image: image103.wmf](1)arcsin(1);.

k

xkkc

p

=--+Î


Так как 
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При четном 
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при нечетном 
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Оба случая дают одну и ту же формулу
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которая является решением.


Решения, полученные в примерах 1 – 3, целесообразно запомнить, так как их запись является более удобной, чем запись решения в общем виде.


б) 
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 Это уравнение имеет решение, если 
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Общее решение этого уравнения записывается в виде
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Если 
[image: image119.wmf]1
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, уравнение решения не имеет.


Рассмотрим наиболее часто встречающиеся на практике случаи, когда запись решения допускает упрощения.

ПРИМЕР 4

Решить уравнение: 
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Решение: 
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По общей формуле
но 
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ПРИМЕР 5

Решить уравнение: 
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Решение.

По общей формуле  
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ПРИМЕР 6

Решить уравнение: 
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Решение

По общей формуле    
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Заменяя 
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 его значением, получим
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Выражение 
[image: image133.wmf]41
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 обозначает множество чисел, которые при делении на 4 дают в остатке 1, а выражение 
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 обозначает множество чисел, дающих в остатке 3. Такими свойствами обладает множество нечетных чисел, следовательно, выражение 
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 может быть заменено выражением 
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, обозначающим множество всех нечетных чисел. Поэтому решение уравнения 
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Записи решений трех рассмотренных уравнений также следует запомнить.


в) 
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 Это уравнение имеет решения при любых значениях 
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Общее решение этого уравнения записывается в виде
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ПРИМЕР 7

Решить уравнение: 
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Решение
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ПРИМЕР 8

Решить уравнение: 
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Решение
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, следовательно, 
[image: image151.wmf];.
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ПРИМЕР 9
Решить уравнение:  
[image: image152.wmf]1.
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Решение


[image: image153.wmf](1)
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,

но 
[image: image154.wmf](1)
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[image: image155.wmf];.
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Рассмотреть еще несколько примеров решения простейших тригонометрических уравнений.

Решить уравнения:  1) 
[image: image156.wmf]3

sin.
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Решение


Так как 
[image: image157.wmf]3

arcsin
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, то общее решение уравнения запишется в виде
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2)  
[image: image159.wmf]1

sin.
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Решение


Так как 
[image: image160.wmf]1

arcsin
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 общее решение уравнения запишется в виде 


[image: image161.wmf](1);.
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3)  
[image: image162.wmf]1

cos.
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Решение


Используя тождество 
[image: image163.wmf]arccos()arccos
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, получим


[image: image164.wmf]112
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или окончательно 


[image: image165.wmf]2
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4)  
[image: image166.wmf]71

cos.
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Решение


Так как  
[image: image167.wmf]71
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, данное уравнение решений не имеет, т.е.  
[image: image168.wmf].
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5)  
[image: image169.wmf]1
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Решение


[image: image170.wmf]1
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или


[image: image171.wmf]1
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РЕШЕНИЕ ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ ВИДА 


[image: image172.wmf]sin();

fx

 
[image: image173.wmf](sin).
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Уравнения вида 
[image: image174.wmf]sin();

fxa

=

 
[image: image175.wmf]cos();()

fxatgfxa

==

легко сводятся к простейшим введением вспомогательного неизвестного 
[image: image176.wmf](),
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 а уравнение вида


[image: image177.wmf](sin);(cos);();()

fxafxaftgxafctgxa

====


сводятся к алгебраическим, путем соответствующих подстановок


[image: image178.wmf]sin;cos;;.

xtxttgxtctgxt
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ПРИМЕР 1

Решить уравнение: 
[image: image179.wmf]sin1.
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Решение


[image: image180.wmf]5
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ПРИМЕР 2

Решить уравнение:  
[image: image181.wmf](23)1.
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Решение


[image: image182.wmf]2
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ПРИМЕР 3

Решить уравнение: 
[image: image183.wmf]sin(cos)0.
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Решение


[image: image184.wmf]cos,
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 так как 
[image: image185.wmf]cos1
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, произведение 
[image: image186.wmf]1
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, а это возможно лишь для 
[image: image187.wmf]0
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, то есть  получим уравнение:


[image: image188.wmf]cos0;;.
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ПРИМЕР 4

Решить уравнение: 
[image: image189.wmf]1

cos(cos).
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Решение


[image: image190.wmf]cos2
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, то выражение 
[image: image191.wmf]21
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 при любом 
[image: image192.wmf]n

, поэтому данное уравнение решений не имеет.

Ответ: 
[image: image193.wmf].
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ПРИМЕР 5

Решить уравнение: 
[image: image194.wmf]321.
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Решение


[image: image195.wmf]1
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ПРИВЕДЕНИЕ УРАВНЕНИЙ

 К АЛГЕБРАИЧЕСКОМУ ВИДУ ОТНОСИТЕЛЬНО КАКОЙ-ЛИБО ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКОЙ ФУНКЦИИ

Один из приемов решения тригонометрических уравнений состоит в том, что различные тригонометрические функции, входящие в данное уравнение, выражаются через одну и ту же функцию с одинаковым аргументом. Тем самым тригонометрическое уравнение с помощью подстановки приводится к алгебраическому, которое и решается на основании общих методов решения алгебраических уравнений.

ПРИМЕР 1

Решить уравнение: 
[image: image196.wmf]2

2sinsin30.
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Решение

Пусть  
[image: image197.wmf]sin
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[image: image198.wmf]2
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[image: image202.wmf]sin1.
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Ответ: 
[image: image205.wmf]2;
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ПРИМЕР 3

Решить уравнение: 
[image: image206.wmf]2

sincos20.
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Решение

Применяя тождество 
[image: image207.wmf]22
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, получим
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Применив подстановку 
[image: image209.wmf]cos
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, получим квадратное уравнение, корни которого


[image: image210.wmf]12
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Применяя обратную подстановку, получим


[image: image211.wmf]113113
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Ответ: 
[image: image212.wmf].
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ПРИМЕР 4

Решить уравнение: 
[image: image213.wmf]1

cos22sin.
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Решение


Применим тождество: 
[image: image214.wmf]22222
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тогда исходное уравнение можно записать в виде


[image: image215.wmf]2
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Полагая 
[image: image216.wmf]1
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, а уравнение


[image: image217.wmf]3
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Ответ: 
[image: image218.wmf](1);
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Если все функции, входящие в данное уравнение, имеют одинаковый аргумент, то тригонометрическое уравнение сводится к алгебраическому с помощью следующих тригонометрических тождеств:


[image: image219.wmf]2
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Однако использование данных формул ведет к сужению области определения исходного уравнения, при этом возможна потеря решений. Поэтому после окончания решения необходимо проверить подстановкой в исходное уравнение значение неизвестного


[image: image222.wmf]22

x

n

p

p

=+

  или  
[image: image223.wmf]2;
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при которых правая часть указанных тождеств не имеет смысла.

ПРИМЕР 5

Решить уравнение: 
[image: image224.wmf]sincos1.
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Решение


Заменяя 
[image: image225.wmf]sin
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 и  
[image: image226.wmf]cos
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 через тангенс половинного аргумента и применяя подстановку 
[image: image227.wmf]2
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, получим
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Корни этого уравнения 
[image: image229.wmf]1
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[image: image230.wmf]2
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 Тогда 
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Полученные значения х являются сериями решений исходного уравнения, остается проверить, не являются ли корнями значения 
[image: image232.wmf]2.
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, подставляя это значение в левую часть исходного уравнения, получим
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то есть
[image: image234.wmf]2
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 не является корнем исходного уравнения.

Ответ: 
[image: image235.wmf]12
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ПРИМЕР 6

Решить уравнение: 
[image: image236.wmf]sin23cos23.
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Решение

Выражая 
[image: image237.wmf]sin2
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 и  
[image: image238.wmf]cos2
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 через 
[image: image239.wmf]tgx

, а 
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[image: image241.wmf]2
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Отсюда 
[image: image242.wmf]3
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, то есть 
[image: image243.wmf]3
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[image: image244.wmf].
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Подставим теперь в левую часть исходного уравнения 
[image: image245.wmf].
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 Имеем 
[image: image246.wmf]sin(2)3cos(2)sin3cos3.
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 Так как 
[image: image247.wmf]33
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 - верное равенство, значение 
[image: image248.wmf]2
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 также является корнем исходного уравнения. После этого записываем ответ:


[image: image249.wmf]12
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Отметим, что далеко не все тригонометрические уравнения, приводимые к алгебраическому виду относительно какой-либо функции, имеют простое решение. Покажем это на примерах.
ПРИМЕР 7

Решить уравнение:         
[image: image250.wmf]22
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Решение

Используем тождество 
[image: image251.wmf]22
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Тогда
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После подстановки 
[image: image253.wmf]tgxctgxt
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 получим 
[image: image254.wmf]2
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[image: image255.wmf]12
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Тогда 
[image: image256.wmf]2
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 Дискриминант этого квадратного относительно 
[image: image257.wmf]tgx

 уравнения отрицателен, следовательно, 
[image: image258.wmf].
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Пусть теперь 
[image: image259.wmf]4.
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Рассмотрим еще один тип тригонометрических уравнений, которые можно свести к алгебраическим относительно какой-либо функции, так называемые однородные тригонометрические уравнения.


Определение. Тригонометрическое уравнение называется однородным, если левая часть его – однородный многочлен относительно 
[image: image261.wmf]sin
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 и  
[image: image262.wmf]cos

x

, а правая часть – нуль.


Например, 
[image: image263.wmf]sincos0
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- однородное тригонометрическое уравнение. Покажем общий способ решения таких уравнений.

ПРИМЕР 8

Решить уравнение: 
[image: image264.wmf]sincos0.
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Решение

Очевидно, значение 
[image: image265.wmf]cos0
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 не является решением этого уравнения, так как предположив, что 
[image: image266.wmf]cos0
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, получим 
[image: image267.wmf]sin00
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 и  
[image: image268.wmf]sin0
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 для одних и тех же х, что противоречит тождеству 
[image: image269.wmf]2
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 Следовательно, для данного уравнения 
[image: image270.wmf]cos0.
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Тогда, не нарушая равносильности, можно обе части уравнения (8) поделить на 
[image: image271.wmf]cos
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. Получим 
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Ответ: 
[image: image273.wmf];.
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ПРИМЕР 9

Решить уравнение:    
[image: image274.wmf]22
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Решение

Учитывая, что в данном уравнении 
[image: image275.wmf]2
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, после деления на 
[image: image276.wmf]2
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 получим
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откуда 
[image: image278.wmf]1
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[image: image280.wmf]8
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Ответ: 
[image: image282.wmf]12
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ПРИМЕР 10

Решить уравнение:      
[image: image283.wmf]2
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Решение

Это уравнение не является однородным, но мы можем свести его к однородному, записав свободный член в виде


[image: image284.wmf]22
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тогда 
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 После деления на 
[image: image286.wmf]2
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Ответ: 
[image: image288.wmf]12
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ПРИМЕР 11

Решить уравнение: 
[image: image289.wmf]22

53

sin3cos2sincos.

2

xxxx

-

+-=


Решение

Приведем это уравнение к однородному и решим его так же, как и предыдущее;


[image: image290.wmf]2222
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Ответ: 
[image: image291.wmf]12
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СПОСОБ РЕШЕНИЯ ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ, 

ОСНОВАННЫЙ НА ИСПОЛЬЗОВАНИИ СВОЙСТВ

 ПРОИЗВЕДЕНИЯ И ЧАСТНОГО


Если после переноса всех членов уравнения в левую часть полученное выражение можно разложить на множители, то можно воспользоваться свойством произведения: произведение двух или нескольких сомножителей равно нулю тогда и только тогда, когда хотя бы один из сомножителей равен нулю. Следует особо подчеркнуть, что корни какого-либо из сомножителей могут не входить в область определения другого сомножителя, то есть необходима проверка полученных решений. Посторонние корни могут появиться и в результате тождественных преобразований в частях уравнения. Например, уравнение 
[image: image292.wmf]11
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 и уравнение 
[image: image293.wmf]sin0(2)
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 не является равносильным, так как уравнение (1) не имеет корней, а решением уравнения (2) является значение 
[image: image294.wmf].

xn

p

=

 В этом случае также необходима проверка решений. Рассмотрим несколько примеров.

ПРИМЕР 1

Решить уравнение: 
[image: image295.wmf]sincos1.
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Решение

Перенося единицу в левую часть уравнения и используя тождество 
[image: image296.wmf]2
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, получим 

[image: image297.wmf]2
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Приравнивая к нулю каждый множитель, получим совокупность уравнений, которая в данном случае равносильна исходному


[image: image298.wmf]sin0;;2;;

22

1

12sin0;sin;(1);.

22226

k

xx

nxnnc

xxx

kkc

pp

p

p

===Î

-===-+Î


Ответ: 
[image: image299.wmf]12
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ПРИМЕР 2

Решить уравнение: 
[image: image300.wmf]sincos1.
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Решение

Перенося все члены уравнения в левую часть и применяя тождество 
[image: image301.wmf]2
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 и  
[image: image302.wmf]sincos
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 получим


[image: image303.wmf]2
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откуда 
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Ответ: 
[image: image305.wmf]12
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ПРИМЕР 3

Решить уравнение: 
[image: image306.wmf]2
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Решение


[image: image307.wmf]2
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,

но эти значения х не входят в область определения второго сомножителя, значит, являются посторонними. Приравнивая к нулю второй сомножитель, получим


[image: image308.wmf]20;.
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Ответ: 
[image: image309.wmf];.
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ПРИМЕР 4

Решить уравнение: 
[image: image310.wmf]sin7sincos40.
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Решение

Используя тождество 
[image: image311.wmf]sinsin2sincos
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получим
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Ответ: 
[image: image313.wmf]12
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ПРИМЕР 5

Решить уравнение: 
[image: image314.wmf]cos2cos3cos5cos6.
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Решение

Применяя тождество 
[image: image315.wmf][
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получим
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Ответ: 
[image: image317.wmf]12
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ПРИМЕР 6

Решить уравнение: 
[image: image318.wmf]sin7cos7.
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Решение


[image: image319.wmf]2

sin7(1cos)0;2sincos27cos0;

222

2cossin7cos0;cos0;2;;

2222

sin7cos0;7;272;.

222

xxx

xx

xxxx

xnn

xxx

tgxarctgkkc

pp

p

-+=-=

æö

-===+Î

ç÷

èø

-===+Î


Ответ: 
[image: image320.wmf]12
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ПРИМЕР 7

Решить уравнение: 
[image: image321.wmf]cos2cos6
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Решение
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Условие, снимающее знак (*), 
[image: image323.wmf]sin20
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, поэтому (в силу того, что 
[image: image324.wmf]sin42sin2cos2
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[image: image325.wmf]cos20;;.
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Ответ: 
[image: image326.wmf];.
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ПРИМЕР 8

Решить уравнение: 
[image: image327.wmf]44
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Решение


[image: image328.wmf]2222
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Ответ: 
[image: image329.wmf]12
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ПРИМЕР 9

Решить уравнение: 
[image: image330.wmf]cos3sin5.
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Решение

Так как 
[image: image331.wmf]cos3sin3
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 перепишем уравнение в виде


[image: image332.wmf]sin3sin5;sin3sin50;
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Ответ: 
[image: image333.wmf]12
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РЕШЕНИЕ УРАВНЕНИЙ,

СОДЕРЖАЩИХ ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ

С ЧЕТНЫМ ПОКАЗАТЕЛЕМ


Если в тригонометрическое уравнение входят функции с четным показателем, очень часто приводит к цели применения формул понижения степени


[image: image334.wmf]22
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В некоторых случаях возможность наиболее простого решения уравнения дает применение тождества 
[image: image335.wmf]22

sincos1.
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 Рассмотрим примеры решения таких уравнений.

ПРИМЕР 1
Решить уравнение: 
[image: image336.wmf]2222

sin2sin3sin4sin52.
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Решение

Применяя формулы понижения степени, получим


[image: image337.wmf]12
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Ответ: 
[image: image338.wmf]123
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ПРИМЕР 2
Решить уравнение: 
[image: image339.wmf]22
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Решение
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Выражая 
[image: image341.wmf]sin2
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и  
[image: image342.wmf]cos2
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 через тангенс половинного аргумента и применяя подстановку 
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, получим


[image: image344.wmf]2

22

22

22

81

350;833550;

11

11

4410;(21)0;;;.

22

tt

ttt

tt

ttttgxxarctgnnc

p

-

+×-=+---=

++

-+=-===+Î


Подставляя в исходное уравнение значение 
[image: image345.wmf]2
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, получим
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Следовательно, потеря корней не произошла.
Ответ: 
[image: image347.wmf]1
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ПРИМЕР 3

Решить уравнение: 
[image: image348.wmf]22
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Решение

Приведем функции левой части уравнения к одному аргументу 
[image: image349.wmf]22
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откуда
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Ответ: 
[image: image351.wmf]173
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ПРИМЕР 4

Решить уравнение: 
[image: image352.wmf]22
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Решение

Применяя формулу понижения степени и формулы приведения, получим
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Ответ: 
[image: image354.wmf]123
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ПРИМЕР 5

Решить уравнение: 
[image: image355.wmf]442
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Решение

Так как


[image: image356.wmf]22
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получим

[image: image357.wmf]22
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image358.wmf]
Ответ: 
[image: image359.wmf];.
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Второй способ. Прибавляя к левой и правой части уравнения выражение 
[image: image360.wmf]22
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, получим


[image: image361.wmf]222222222

22222

2

1

(sin)2sincos(cos)sin22sincos;

2

11

(sincos)sin2(2sincos);

22

1cos4

1sin2;1;cos41.

2

xxxxxxx

xxxxx

x

xx

++=+

+=+

-

===-


Ответ: 
[image: image362.wmf];.
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ПРИМЕР 6

Решить уравнение: 
[image: image363.wmf]66
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Решение

Применяя формулы понижения степени, получим


[image: image364.wmf]33
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Ответ: 
[image: image365.wmf];.
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ПРИМЕР 7

Решить уравнение: 
[image: image366.wmf]682
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Решение

Преобразуем левую часть уравнения следующим образом:
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Тогда исходное уравнение запишется в виде


[image: image368.wmf]2424
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Ответ: 
[image: image369.wmf];.
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РЕШЕНИЕ ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ

МЕТОДОМ ВСПОМОГАТЕЛЬНОГО УГЛА

Рассмотрим уравнение вида 
[image: image370.wmf]sincos
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где 
[image: image371.wmf]0

c

¹

 и  
[image: image372.wmf]22
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. Это уравнение можно решить одним из следующих способов:

а) возведение обеих частей уравнения в квадрат;

б) выражение всех функций через тангенс половинного угла;

в) введение вспомогательного угла.


Применение первого способа может привести к приобретению посторонних корней, и проверка полученных решений бывает очень громоздкой. При использовании второго способа может произойти потеря решения вида 
[image: image373.wmf]2
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. Наиболее удобным является способ введения вспомогательного угла. Рассмотрим этот метод в общем виде.


Разделим обе части уравнения (1) на 
[image: image374.wmf]22
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, получим
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Так как 
[image: image376.wmf]22
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, то существует угол такой, что
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и  
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,

тогда уравнение (1) можно переписать в виде


[image: image379.wmf]cossinsincos
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[image: image380.wmf]22
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Последнее уравнение разрешимо только в том случае, когда


[image: image381.wmf]22
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[image: image382.wmf]222
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Когда это условие выполнено, решение уравнения (1) запишется следующим образом:


[image: image383.wmf]22
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и угол 
[image: image384.wmf]a

 определяется из формул (2) . Если же условие (3) не выполнено, то уравнение (1) решений не имеет.


Рассмотрим несколько примеров.

ПРИМЕР 1

Решить уравнение: 
[image: image385.wmf]3sin4cos5.
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Решение

Запишем уравнение в виде 
[image: image386.wmf]34
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тогда  
[image: image387.wmf]34
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Так как 
[image: image388.wmf]cos0
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 и  
[image: image389.wmf]sin0
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, то в качестве угла 
[image: image390.wmf]a

можно взять 
[image: image391.wmf]4

arcsin

5

a

=

 , и уравнение запишем в виде
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Ответ: 
[image: image393.wmf]4
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ПРИМЕР 2

Решить уравнение: 
[image: image394.wmf]cos3sin3(cossin3).
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Решение

Умножая обе части уравнения на 
[image: image395.wmf]1
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 и перенося все члены уравнения в левую часть, получим 


[image: image396.wmf]1313
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Учитывая, что 
[image: image397.wmf]1
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 и 
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, запишем уравнение в виде
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Или, применяя формулу приведения,


[image: image400.wmf]cos3sin0;
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Приравнивая каждый сомножитель к нулю, получим две серии решений:


[image: image401.wmf]sin0,,,;
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Ответ: 
[image: image402.wmf]12
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ПРИМЕР 3

Решить уравнение: 
[image: image403.wmf]2sincos6.
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Решение

В этом уравнении 
[image: image404.wmf]2222
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следовательно, условие 
[image: image405.wmf]222

cab

£+

 не выполняется, и уравнение не имеет решений. Ответ: 
[image: image406.wmf].
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ОЦЕНКА ЛЕВОЙ И ПРАВОЙ ЧАСТЕЙ УРАВНЕНИЯ


При решении некоторых тригонометрических уравнений рассмотренные выше способы не приводят к цели. В этом случае предварительная оценка левой и правой частей уравнения иногда позволяет быстро установить, имеет ли оно корни, и существенно упростить решение.

ПРИМЕР 1

Решить уравнение: 
[image: image407.wmf]sincos2.
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Решение

Учитывая, что 
[image: image408.wmf]sin1
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 и  
[image: image409.wmf]cos1
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, заключаем, что часть уравнения будет равна правой только тогда, когда
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но синус и косинус одного и того же аргумента одновременно быть равными единицы не могут, так как это противоречит тождеству 
[image: image411.wmf]22
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, поэтому данное уравнение решений не имеет.

Ответ: 
[image: image412.wmf].
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ПРИМЕР 2

Решить уравнение: 
[image: image413.wmf]sin2sin3sin43.
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Решение

Левая часть уравнения может быть равной трем только в том случае, когда
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Из первого уравнения системы имеем 
[image: image415.wmf]22,
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, подставляя это значение х в третье уравнение системы,  получим 
[image: image416.wmf]sin(4)01
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, следовательно, данная система решений не имеет.

Ответ: 
[image: image417.wmf].
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ПРИМЕР 3

Решить уравнение: 
[image: image418.wmf]554

sincos2sin.
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Решение

Очевидно, правая часть уравнения удовлетворяет условию 
[image: image419.wmf]4
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. Для оценки левой части уравнения воспользуемся свойствами числовых неравенств. Очевидно,
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складывая эти неравенства, получим 
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. Отсюда следует, что исходное уравнение равносильно следующей системе:
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Из второго уравнения системы имеем: 
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. Подставляя эти значения х в первое уравнение системы, получим 
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, то есть 
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 является решением исходного уравнения.
Пусть 
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Значит, 
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 не является решением исходного уравнения.

Ответ: 
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ПРИМЕР 4

Решить уравнение: 
[image: image431.wmf]sin2sin101.
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Решение


Оценим левую часть уравнения. Так как 
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, левая часть уравнения может быть равной единице только в том случае, если


[image: image434.wmf]
а)  
[image: image435.wmf]sin21

sin101,

x

x

=

ì

í

=

î

        б)  
[image: image436.wmf]sin21

sin101,

x

x

=-

ì

í

=-

î


Решая систему (а), получим 
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. Подставляя это значение х во второе уравнение системы (а), получим 
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 является решением исходного уравнения.

Решим систему (б) 
[image: image440.wmf]sin21,
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. Подставим это значение во второе уравнение системы (б), получим
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то есть 
[image: image442.wmf]4
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 тоже является решением исходного уравнения. Тогда ответ для исходного уравнения запишется в виде 
[image: image443.wmf];.

4

xc

p

pll

=±+Î


ИРРАЦИОНАЛЬНЫЕ ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИЕ УРАВНЕНИЯ


При решении иррациональных тригонометрических уравнений после возведения обеих частей уравнения в четную степень возможно появление посторонних корней. Рассмотрим примеры решения таких уравнений, выбирая метод проверки, адекватный полученному решению.

ПРИМЕР 1

Решить уравнение: 
[image: image444.wmf]cossin.
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Решение
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Уравнение 
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 решений не имеет. Остается 
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Ответ: 
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ПРИМЕР 2

Решить уравнение: 
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откуда 
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Ответ: 
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ПРИМЕР 3

Решить уравнение: 
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Решение
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откуда 
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 Так как в решении знак (*) отсутствует, фиксируем ответ:
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САМОСТОЯТЕЛЬНЫЕ РАБОТЫ
С -1. Простейшие тригонометрические уравнения.
Вариант1
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Вариант 2
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С – 2. Многовариантная самостоятельная работа на простейшие тригонометрические уравнения.



Решите тригонометрическое уравнение, если 
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 - один из его корней (см. таблицу).
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С – 3. Применение условий равенства двух одноименных тригонометрических функций.

Вариант 1

1) 
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Вариант 2
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Вариант 3
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 С – 4. Уравнения, решающиеся методом подстановки.

1) Решите уравнение вида 
[image: image536.wmf]2
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	1 вариант
	2 вариант
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2) Решите уравнение вида 
[image: image543.wmf]11
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, если 
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 является корнем данного уравнения:

	1 вариант
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С – 5. Уравнения, решающиеся введением новой переменной.

Вариант 1
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 является корнем.
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4) 
[image: image570.wmf]cos1002sin50

xxa

+=

,если  
[image: image571.wmf]100

x

p

=

  является корнем.

С – 6. Однородные уравнения.
Вариант 1
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Вариант 2
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Вариант 3
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С – 7. Уравнения, решающиеся разложением на множители.
Вариант 1
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Вариант 2
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С – 8. Уравнения вида 
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С-9
Вариант 1
1) а) Решите уравнение 
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Ответ: 
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б)  Решите уравнение  
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Ответ: 
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Вариант 2

3) а) Найдите критические точки функции  
[image: image603.wmf]sin5cos3cos5sin3.
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Ответ: 
[image: image604.wmf];.
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б) Найдите критические точки функции 
[image: image605.wmf]cos2cos7sin2sin7.
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Ответ:  
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Вариант 3

4) а) Найдите критические точки функции 
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Ответ:  
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;(1);;.

6

k

xnxknkz

p

pp

+

==-+Î


     б) Найдите критические точки функции 
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Ответ: 
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Вариант 4

4) а) Решите уравнение 
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Ответ:  
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б) Решить уравнение 
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Ответ:  
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Вариант 5

6) а) Найдите критические точки функции 
[image: image615.wmf]23sincos2
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 и укажите среди них одну из точек максимума.

Ответ:  
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 - точка максимума.

б) Найдите критические точки функции 
[image: image617.wmf]23coscos2
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 и укажите среди них одну из точек минимума.
Ответ:  
[image: image618.wmf]5
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Вариант 6

4) а) Сколько корней имеет уравнение 
[image: image619.wmf]2

cos2cos22sin

xxx

-=-

 на отрезке 
[image: image620.wmf][
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Ответ: 100.

б) Сколько корней имеет уравнение 
[image: image621.wmf]2
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 на отрезке 
[image: image622.wmf][
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Ответ:  50.

Вариант 7

3) а) Вычислите абсциссы и ординаты точек пересечения графиков функции 
[image: image623.wmf]2sin()
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и  
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Ответ:  точки вида 
[image: image625.wmf](
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    б) Вычислите абсциссы и ординаты точек пересечения графиков функций 
[image: image626.wmf]2sin
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 и  
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Ответ:  точки вида 
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Вариант 8
4) а) Найдите все значения х, при которых выражение 
[image: image629.wmf]22
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 имеет  смысл и не обращается в нуль.

Ответ:  
[image: image630.wmf](38);(86);(62);(20);(02);(22).
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Простейшие уравнения с параметром.


В заданиях 1 – 7 нужно решить уравнения для всех значений а.

1) 
[image: image631.wmf]sin.
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Ответ: 
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]

(;1)(1;),1;1(1)2arcsin2,.

m

aaxanmz

p

Î-¥-È+¥ÆÎ-=-+Î


2)
[image: image633.wmf]2
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Ответ: 
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3) 
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Ответ: 
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4) 
[image: image640.wmf]3cos4sin.
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Ответ: 
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5) 
[image: image643.wmf]cossin2.

axx

+=



[image: image644.wmf]2
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Ответ: 
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6) 
[image: image647.wmf]2
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Ответ:  
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7) 
[image: image651.wmf]cos1.
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Ответ:  
[image: image652.wmf]1

(;1][1;);arccos2,,

axnn

a

p

Î-¥-È+¥=±±Î
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8) При каких значениях а уравнение 
[image: image654.wmf]2
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 не имеет решения?


Данное уравнение не будет иметь решений, если парабола, задаваемая функцией 
[image: image655.wmf]2
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, будет расположена одним из трех способов: см. рисунок.
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1. 
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2. Так как 
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[image: image661.wmf]1
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3. Такого быть не может, так как 
[image: image662.wmf]5

2

В

x

=-


Ответ:  
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Решить самостоятельно.

1. При каких значениях параметра а уравнение 
[image: image664.wmf]2
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Ответ: 
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2. При каких значениях параметра а уравнение 
[image: image666.wmf]2
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Ответ: 
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3. При каких значениях параметра а уравнение 
[image: image668.wmf]1
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Ответ:  
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4. При каких значениях параметра а уравнение 
[image: image671.wmf]1
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Ответ:  
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Системы тригонометрических уравнений

1. 
[image: image674.wmf]cos(2)
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Ответ:  
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В записи ответа участвует одна переменная.

2. 
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Ответ:  
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3. 
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Эту систему моно решать как линейную относительно 
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Ответ:  
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4. 
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Удобнее рассмотреть по отдельности четыре системы, совокупность которых равносильна исходной системе.
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Ответ: 
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5. 
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Необходимо рассмотреть два случая:

а) 
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б)  
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Следствием  этой системы является уравнение 
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Пусть 
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Пусть  
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Ответ:  
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Системы уравнений, в которых одно уравнение – алгебраическое, а другое тригонометрическое.
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Системы, в которых оба уравнения – тригонометрические уравнения
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Ответ: 


[image: image716.wmf](

)

1

1arcsin,.

5

n

xnnZ

p

=-+Î


2)


[image: image717.wmf]3cossin0

xx

+=

 


[image: image718.wmf]sin0

3cossin0

sin0

3,

x

xx

x

xarctgnnZ

p

³

ì

í

+=

î

³

ì

í

=-+Î

î

или  
[image: image719.wmf]sin0

3cossin0

sin0

3,

x

xx

x

xarctgkkZ

p

£

ì

í

-=

î

£

ì

í

=+Î

î



[image: image720.wmf]32,;32,.

xxarctgnnZxxarctgkkZ

pp

=-+Î=++Î

 

Ответ:


[image: image721.wmf]32,32,,

xxarctgnxxarctgknkZ

pp

=-+=++Î


3) 


[image: image722.wmf]22

cos3cossin2sin0

xxxx

-+=



[image: image723.wmf]2

sin0

2310

sin0

sin0

;

1

1

2

x

tgxtgx

x

x

tgx

tgx

³

ì

í

-+=

î

³

ì

³

ì

ï

íí

=

=

î

ï

î

 или 
[image: image724.wmf]2

sin0

23sincos10

sin0

sin0

;

1

1

2

x

tgxxx

x

x

tgx

tgx

£

ì

í

++=

î

£

ì

£

ì

ï

íí

=-

=-

î

ï

î



[image: image725.wmf]1

2,2,2.

424

1

2,,,,.

2

xnxarctgkxl

xarctgmnklmZ

pp

ppp

p

=+=+=-+

=-+Î


Ответ: 
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Ответ:
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5)
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6) 
[image: image733.wmf]3sin11sin1

xx

-+-=


Так как  
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Ответ:
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Ответ: 
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8)   
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Пусть  
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Это уравнение равносильно следующей схеме
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Ответ:  
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Решить самостоятельно

а)  Решить систему уравнений  
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Ответ: 
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б)  Решите систему уравнений 
[image: image754.wmf]coscos3.
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Ответ:  
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Примеры решения тригонометрических неравенств

1) 
[image: image756.wmf]sincos0.
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Ссылаясь на формулу 
[image: image757.wmf]cossin
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Значит, данное неравенство равносильно неравенству 
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2) 
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Пусть 
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3)  
[image: image770.wmf]2
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Предположим 
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. Корни квадратного уравнения 
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Ограничение 
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б) либо 
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Ответ:  
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4) 
[image: image788.wmf]2
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5) 
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Так как 
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 Отсюда:
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Упражнения

Решить уравнения: 
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КОНТРОЛЬНАЯ РАБОТА №1

ВАРИАНТ 1

1.  Упростить выражение:
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2.  Дано: 
[image: image802.wmf]sin0,6
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Найдите:
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3.  Докажите тождество:
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4.  Доказать, что функция 
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  является чётной.

5.  Вычислить:
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ВАРИАНТ 2

1. Упростить:
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2. Дано:
[image: image809.wmf]16
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 и 
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Найдите:
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3. Доказать тождество:
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4.  Доказать, что функция 
[image: image813.wmf](
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 является чётной.

5.  Вычислить:
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ВАРИАНТ 3

1.  Упростить:
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2.  Дано:  
[image: image816.wmf]sin0,8
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Найдите:
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3.  Докажите тождество:
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4.  Доказать, что функция  
[image: image820.wmf](
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  является нечётной

5.  Вычислить:
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ВАРИАНТ 4

1.  Упростить:
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2.  Дано:  
[image: image823.wmf]2
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Найдите:
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3.  Доказать тождество:
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4. Доказать, что функция 
[image: image826.wmf](
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 не является ни чётной, ни нечётной.

5.  Вычислить: 
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ВАРИАНТ 5

1.  Упростить
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2.  Дано: 
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Найдите: 
[image: image830.wmf])sin
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3.  Доказать тождество:
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4.  Доказать, что функция 
[image: image832.wmf](
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 является чётной.

5.  Вычислить  
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ВАРИАНТ 6

1.  Упростить:


[image: image834.wmf]22
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2.  Дано: 
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Найдите: 
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3. Доказать тождество:
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4.  Доказать, что функция 
[image: image838.wmf](
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является нечетной

5.  Вычислить: 
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КОНТРОЛЬНАЯ РАБОТА № 2
ВАРИАНТ 1

1.  Решить уравнение:


[image: image840.wmf]2
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2.  Укажите на тригонометрической окружности все точки, удовлетворяющие неравенству: 


[image: image841.wmf])sin0;
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3.  Укажите какое-либо число, удовлетворяющее всем трем неравенствам задания 2 одновременно.

ВАРИАНТ 2

1.  Решите уравнение:
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2.  Укажите на тригонометрической окружности все точки, удовлетворяющие неравенству:
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3.  Укажите какое-либо число, удовлетворяющее всем трем неравенствам задания 2 одновременно. 

ВАРИАНТ 3

1.  Решите уравнение:
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2.  Укажите на тригонометрической окружности все точки, удовлетворяющее неравенству:
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3.  Укажите какое-либо число, удовлетворяющее всем трем неравенствам задания 2 одновременно.

ВАРИАНТ 4

1.  Решите уравнение:


[image: image846.wmf]2
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2.  Укажите на тригонометрической окружности все точки, удовлетворяющие неравенству:
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3.  Укажите какое-либо число, удовлетворяющее всем трем неравенствам задания 2 одновременно.

ВАРИАНТ 5

1.  Решите уравнение:
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2.  Решите неравенство:
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3.  Укажите какое-либо число, удовлетворяющее всем трем неравенствам задания 2 одновременно.  

ВАРИАНТ 6

1.  Решите уравнение:


[image: image850.wmf]2
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2.  Решите неравенство:
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3.  Укажите какое-либо число, удовлетворяющее всем трем неравенствам задания одновременно.
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