Тема: Интегрирование по частям

Тип занятия: практическое занятие

Цели урока:
- научить учащихся находить интегралы путем интегрирования функции по частям.

-  воспитать самостоятельность, внимательность.

- развить умения и навыки решения задач на нахождение интегралов особого вида.

Ход занятия:


I. Орг. момент.

 
Приветствие, проверка присутствующих, проверка готовности аудитории к занятию, проверка присутствующих. Объявление темы и хода занятия.

II. Изложение нового материала.

 INCLUDEPICTURE "http://energy.bmstu.ru/gormath/mathan2s/undint/Image0.gif" \* MERGEFORMATINET 


Интегрирование по частям - приём, который применяется почти так же часто, как и замена переменной. Пусть u(x) и v(x) - функции, имеющие непрерывные частные производные. Тогда по формуле дифференцирования произведения d(uv) = u∙dv + v∙du . Находим неопределённые интегралы для обеих частей этого равенства (при этом [image: image2.png][diuv) =uv+C



): 
[image: image3.png]




 INCLUDEPICTURE "http://energy.bmstu.ru/gormath/mathan2s/undint/Image273.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image4.png]Ju-dv=ur—[v-du



.
[image: image5.png]


Эта формула и называется формулой интегрирования по частям. Часто ее записывают в производных (dv =  v’∙dx , du =  u’∙dx): 

[image: image6.png]Jauvide =ur = [v wde



. 

Примеры:
[image: image7.png]s = x; dv = sin xdx;

[ xde =l e - [sin xdv = —cosx

= x(-cosx) - [(-cosx)de = -x cosx +sin x + C



. [image: image8.png]=lnx;dv = dx) e
mxhx-[xS oxhx-[de-xhx-x+C
x

ve=x




.
[image: image9.png]


Формула интегрирования по частям может применяться неоднократно. При наличии небольшого опыта в простых интегралах нет необходимости выписывать промежуточные выкладки (u = …, dv = …), можно сразу применять формулу, представив интеграл в виде [image: image10.png]


: [image: image11.png]x3e* - (e Ixldx = xPe® - 3[;;7 (e¥dx) =

Iexxzak xz(exak)=szdzx xze‘—]e‘axz






 INCLUDEPICTURE "http://energy.bmstu.ru/gormath/mathan2s/undint/Image278.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image12.png]=x3e* 3];;742‘7;5 e* - 3(x2e® Iexakz)’xze ~3(x?e* - [e¥ 2xdx) =





 INCLUDEPICTURE "http://energy.bmstu.ru/gormath/mathan2s/undint/Image279.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image13.png]= x3e* - 3x%e® + 6[xde® = x3e* - 3xPe® + 6(xe® - [e¥dx) = x3e® - 3xle® +6xe™ - 6[e¥dx =





 INCLUDEPICTURE "http://energy.bmstu.ru/gormath/mathan2s/undint/Image280.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image14.png]x%e® - 3xle® +6xe® — 6% +C =e® (x% ~3x? +6x -6)+ C




.

[image: image15.png]


Приведённые примеры показывают, для каких функций надо применять (или попытаться применить) формулу интегрирования по частям: 
 
Интегралы вида [image: image16.png][ Py(x) cosaxdx



, [image: image17.png][ Py(x) s ax - dx



, [image: image18.png][Pa(x) @ dx



, где Pn(x) - многочлен n-ой степени. Так, для [image: image19.png][ Py(x) cosaxdx



имеем [image: image20.png]u = P, (x), dv = cosaxdx



, [image: image21.png]du = (P, (x))'dx = P, (x)dx,





 INCLUDEPICTURE "http://energy.bmstu.ru/gormath/mathan2s/undint/Image286.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image22.png]v = (sin ax)/a



, и [image: image23.png][Py (x) cosax dx = Py (x) (sin ax)/ @~V a[ Py _y(x) sin ax dx



. В результате мы получили интеграл того же типа с многочленом степени на единицу меньше. После n-кратного применения формулы степень многочлена уменьшится до нуля, т.е. многочлен превратится в постоянную, и интеграл сведётся к табличному. 
 
Интегралы [image: image24.png][Py(x) fx) dx



, где [image: image25.png]flx)



- трансцендентная функция, имеющая дробно-рациональную или дробно-иррациональную производную (ln x, arctg x, arcctg x, arcsin x, arcos x). В этом случае имеет смысл взять u = f(x), dv = Pn(x)dx, для того, чтобы в интеграле [image: image26.png][vdu



участвовала не f(x), а её производная. 

Пример: [image: image27.png]- avosin xde =






 INCLUDEPICTURE "http://energy.bmstu.ru/gormath/mathan2s/undint/Image292.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image28.png]




 INCLUDEPICTURE "http://energy.bmstu.ru/gormath/mathan2s/undint/Image293.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image29.png]1 sin frost
+ +

c

arcsinx x/1
+

arcsin x - =

2

+C



. 
 
Для некоторых функций применяется приём “сведения интеграла к самому себе”. С помощью интегрирования по частям (возможно, неоднократного) интеграл выражается через такой же интеграл; в результате получается уравнение относительно этого интеграла, решая которое, находим значение интеграла. Примеры:
Сведение интеграла к самому себе – самый простой способ нахождения часто встречающихся интегралов вида [image: image30.png](¢ cosbxdx



и [image: image31.png](e sin bxdx



([image: image32.png]


). Например, 
[image: image33.png]I=[e™ coshx dx

coshx; dv = edx
= ~bsin bxdx, v = ¢ /df





 INCLUDEPICTURE "http://energy.bmstu.ru/gormath/mathan2s/undint/Image307.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image34.png]




 INCLUDEPICTURE "http://energy.bmstu.ru/gormath/mathan2s/undint/Image308.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image35.png]—cosbx+£[—sm bx—fje“cosbx dx (=
« «| « «

le = sin Box; dv = ™ dix
= beoskudx, v =e™ /d|






 INCLUDEPICTURE "http://energy.bmstu.ru/gormath/mathan2s/undint/Image309.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image36.png]


. Итак, после двукратного интегрирования по частям получено уравнение относительно [image: image37.png]


: [image: image38.png]


, решение которого [image: image39.png](acoshx +bsin bx )+ C




.
[image: image40.png]


При нахождении эти интегралов не принципиально, положим ли мы u = cos bx, dv = eax dx или u = eax, dv = cos bx dx; важно только при втором применении формулы интегрирования по частям загонять под знак дифференциала функцию того же типа, что и при первом (показательную или тригонометрическую).

III. Закрепление материала.
№ 75(1,2), № 76(1), №  77(1), № 79(1,2) ( Богомолов, Практику по математике)

Пример № 75-1.
Найти интеграл[image: image41.png]Jrsineyax




Решение: Положим u = x, dv = sin(x)dx. Тогда du = dx, v = -cos(x). 

Отсюда

[image: image42.png]Ixsin(x)dx:fxcos(xpfcos(x)dx = xeos() +sin(x)




Пример № 75-2.
Найти интеграл [image: image43.png]lenxdx




Решение: Обозначим u = lnx, dv = xdx, 
тогда du = dx/x, v = x2/2. 
Далее, по формуле: [image: image44.png][xlnxdx = xI/Zlnxff(xl/Z)/xdx = xl/zlmcd/z[xdx = xX/2Inx —x/6 +c.





Привет № 76-1.
Найти интеграл[image: image45.png]I xsin 3xdx



 

Решение. Возьмем данный интеграл по частям, положив [image: image46.png]


, [image: image47.png]dV = sin 3xdx



, тогда [image: image48.png]dl =dx



,[image: image49.png]IZ‘GXGSX‘FJ. & cosade



 , тогда:

[image: image50.png]Ixsmedxf—gxcosSx I[ jcosSxdxf—éxcoslwr IcosSxdxf




[image: image51.png]1
=——Xc083x+ lsi113x+C
3 9




Пример № 77-1 .
Найти интеграл  [image: image52.png][e* cos x dx.




Решение. Произведем интегрирование по частям дважды:

[image: image53.png]u =cosx, dv=etdx,
du = ~sinxdx, v=¢*

J = [e* cosxdv=e* cosx+ [ sinxdx
u=sinx, dv=eds,
du = —cosxfdx, v= e

je’ sinxdx =e* sinx + je’ cos xdvx, oTkyTa cTenyeT, 4To
J =€ cosx+e*sinx+ [ cosxds = e cosx+ e sinx+J

_e'cosx+e’sinx
5 .

HJ




Пример № 79-1.
Найти интеграл [image: image54.png]I xarctgxdy



.

Решение. Применим формулу интегрирования по частям: [image: image55.png]U =arctgx



, [image: image56.png]dv = xdx




[image: image57.png]


, [image: image58.png]



[image: image59.png]e &

1
arct; x7—+ arcl x+C
T2 g ds g

I xarctgxdxfiarctg 7—J‘




[image: image60.png]I (X;i)l 1 :I dxfj‘ X;—dil:xfarctg)wc)

I 1+




Пример № 79-2.
Найти интеграл [image: image61.png]| (4x-De”ax



.

Решение. Применим формулу интегрирования по частям. Положим [image: image62.png]U=4x-1



, [image: image63.png]dv =e’dx



, тогда [image: image64.png]dlU =4dx



, [image: image65.png]V:J dx :éesx



, следовательно,

[image: image66.png]1 4 1 4
Ax-De’dr=—@x-De” ——| "dr=-(@x-De” ——e” +C
[ @x-p S o] SUx-De” -



.

IV. Подведение итогов. 
Повторение теоретического материала пройденного на занятии. 
Выставление оценок в журнал.
Домашнее задание:

1. Выучить теоретическую часть лекции ( формулы).

2. Выполнить упражнения № 76(2), № 77(2), № 73(3).

