
Äâàäöàòü Âòîðîé �îññèéñêèé Ôåñòèâàëü þíûõ ìàòåìàòèêîâÀíàïà. 6 îêòÿáðÿ 2011Âòîðîé òóð. Ñòàðøàÿ ëèãà1. Â ðÿä âûëîæåíî 100 êàðò ðóáàøêîé âíèç. Âàñÿ è Ïåòÿ õîäÿò ïî î÷åðåäè. Âà-ñÿ õîäèò ïåðâûì è çà îäèí õîä ïåðåâîðà÷èâàåò ëþáûå äâå ñîñåäíèå êàðòû. Ïåòÿ õî-äèò âòîðûì è çà îäèí õîä ìîæåò ïåðåâåðíóòü ëþáûå äâå êàðòû. Êàêîãî íàèáîëüøåãîêîëè÷åñòâà êàðò, ëåæàùèõ ðóáàøêîé ââåðõ, ìîæåò äîáèòüñÿ Ïåòÿ ïîñëå ñâîåãî õîäàíåçàâèñèìî îò äåéñòâèé Âàñè?2. Êàêîå íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî ðåáåð ïèðàìèäû ìîæåò ïåðåñå÷ü ïëîñêîñòü, íåïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç âåðøèíû, åñëè îñíîâàíèå ïèðàìèäû � 100-óãîëüíèê (íå îáÿçàòåëüíîâûïóêëûé)?3. Ñóììà ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë a, b, c è d ðàâíà 4. Äîêàæèòå íåðàâåíñòâî
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9
.4. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë a è b ñóùåñòâóþò òàêèå íàòóðàëü-íûå c è d, ÷òî ÷èñëà an+ c è bn+ d âçàèìíî ïðîñòû ïðè âñåõ íàòóðàëüíûõ n.5. Íà ñòîðîíàõ AB è AD âûïóêëîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà ABCD âûáðàëè òî÷êè L è

K ñîîòâåòñòâåííî. Îêàçàëîñü, ÷òî

∠ABC + ∠KBC = ∠BCD + ∠BCK = ∠BCD + ∠LCD = ∠CDA+ ∠CDL = 180◦.Äîêàæèòå, ÷òî ∠BAC = ∠CAD.6. Îñíîâàíèå D âûñîòû îñòðîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ABC ëåæèò íà ñòîðîíå BC.

Ia � öåíòð âíåâïèñàííîé îêðóæíîñòè, êàñàþùåéñÿ ñòîðîíû BC. Òî÷êà K, ëåæàùàÿíà ïðîäîëæåíèè AB çà òî÷êó B, òàêîâà, ÷òî ∠AKIa = 90◦ + 3

4
∠ACB. Ïðÿìàÿ IaKïåðåñåêàåò ïðîäîëæåíèå AD â òî÷êå L. Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìàÿ DIa ÿâëÿåòñÿ áèññåê-òðèñîé óãëà ∠AIaB òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îòðåçîê AL ðàâåí ïî äëèíå äèàìåòðóîïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC.7. Â êàæäîé òî÷êå êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè ñ öåëûìè íåîòðèöàòåëüíûìè êîîðäè-íàòàìè íàõîäèòñÿ êî÷êà. Ôåäÿ ñòîèò íà êî÷êå (0, 0) è õî÷åò ïîïàñòü íà êî÷êó (2n, 0).Îí ìîæåò ïðûãàòü íà äðóãèå êî÷êè ïî äèàãîíàëÿì êâàäðàòîâ 1×1 òàê, ÷òîáû õîòÿ áûîäíà èç äâóõ åãî êîîðäèíàò óâåëè÷èâàëàñü. Ïðè ýòîì Ôåäÿ íå äîëæåí áûâàòü íà îä-íîé êî÷êå äâàæäû. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè Ôåäÿ ìîæåò ñîâåðøèòü ñâî¼ óâëåêàòåëüíîåïóòåøåñòâèå?8. Ìîæíî ëè ðàññòàâèòü ïî êðóãó 2011 ðàçëè÷íûõ öåëûõ ÷èñåë òàê, ÷òîáû ñóììàïîïàðíûõ ïðîèçâåäåíèé ñîñåäíèõ ÷èñåë ðàâíÿëàñü ñóììå âñåõ ÷èñåë ñòîÿùèõ ïî êðóãó?9. Ñòåïåíè âñåõ âåðøèí ãðà�à íå÷åòíû. Äîêàæèòå, ÷òî ÷åðåç ëþáîå åãî ðåáðî ïðî-õîäèò ÷åòíîå ÷èñëî ãàìèëüòîíîâûõ öèêëîâ.10. Ìíîãî÷ëåí f(x) ñ âåùåñòâåííûìè êîý��èöèåíòàìè ñòåïåíè n òàêîâ, ÷òî äëÿëþáûõ öåëûõ 0 6 a < b 6 n ÷èñëî f(a)− f(b)

a− b

� öåëîå. Äîêàæèòå, ÷òî ýòî âûðàæåíèåöåëîå äëÿ âñåõ öåëûõ a è b.
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