
Äâàäöàòü Âòîðîé �îññèéñêèé Ôåñòèâàëü þíûõ ìàòåìàòèêîâÀíàïà. 8 îêòÿáðÿ 2011Òðåòèé òóð. Ñòàðøàÿ ëèãà1. Ïóñòü a � öåëîå ÷èñëî òàêîå, ÷òî êâàäðàòíûé òðåõ÷ëåí f(x) = x2 + ax + 2011!íå èìååò âåùåñòâåííûõ êîðíåé. Äîêàæèòå, ÷òî íè ïðè êàêîì íàòóðàëüíîì k ìíîãî-÷ëåí f(xk) íå ìîæåò áûòü ðàçëîæåí â ïðîèçâåäåíèå äâóõ íåïîñòîÿííûõ ìíîãî÷ëåíîâñ öåëûìè êîý��èöèåíòàìè.2. Â ìíîæåñòâå M = {1, 2, . . . , n} âûáðàíî k ïîäìíîæåñòâ òàê, ÷òî äëÿ ëþáûõ äâóõðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ a, b ∈ M íàéäóòñÿ äâà íåïåðåñåêàþùèõñÿ âûáðàííûõ ïîäìíî-æåñòâà A è B òàêèõ, ÷òî a ∈ A, b ∈ B. Äîêàæèòå, ÷òî 3k > n3.3. Ïðîäîëæåíèå áèññåêòðèñû BL òðåóãîëüíèêà ABC ïåðåñåêàåò îïèñàííóþ îêðóæ-íîñòü â òî÷êå K. Òî÷êè C1 è A1 íà ñòîðîíàõ BA è BC ñîîòâåòñòâåííî òàêîâû, ÷òî

∠C1LA = ∠A1LC = ∠ABC. Òî÷êè P è Q òàêîâû, ÷òî ÷åòûðåõóãîëüíèêè AKLP è

CKLQ � ïàðàëëåëîãðàììû. Äîêàæèòå, ÷òî PC1 = QA1.4. Íà äîñêå íàðèñîâàí âûïóêëûé ÷åòûðåõóãîëüíèê ABCD. Õóëèãàí Âàñÿ, ïîäõîäÿê äîñêå, ìåíÿåò ó íåãî âåðøèíó B íà òî÷êó, ñèììåòðè÷íóþ B îòíîñèòåëüíî ñåðåäèí-íîãî ïåðïåíäèêóëÿðà ê AC (ñòàðóþ âåðøèíó ñòèðàåò, íîâóþ îáîçíà÷àåò B). ÕóëèãàíÏåòÿ , ïîäõîäÿ ê äîñêå, ìåíÿåò âåðøèíó C íà òî÷êó, ñèììåòðè÷íóþ C îòíîñèòåëüíî ñå-ðåäèííîãî ïåðïåíäèêóëÿðà ê BD. Îíè ïîäõîäèëè ê äîñêå â òàêîì ïîðÿäêå: Âàñÿ, Ïåòÿ,Âàñÿ, Ïåòÿ, Âàñÿ, Ïåòÿ (ðîâíî øåñòü ðàç). Èçâåñòíî, ÷òî ïîñëå êàæäîãî õóëèãàíñòâà÷åòûðåõóãîëüíèê îñòàâàëñÿ âûïóêëûì. Äîêàæèòå, ÷òî â êîíöå ïîëó÷èëñÿ èñõîäíûé÷åòûðåõóãîëüíèê.5. Íà Ìàðñå æèâóò ìàðñèàíå òðåõ ïîëîâ, ïî n ìàðñèàí êàæäîãî ïîëà. Íåêîòîðûåïàðû ìàðñèàí ðàçíîãî ïîëà èñïûòûâàþò ñèìïàòèþ (âñåãäà âçàèìíóþ). Áðà÷íûé ñîþççàêëþ÷àåòñÿ ìåæäó òðåìÿ ìàðñèàíàìè ðàçíûõ ïîëîâ, êîòîðûå ïîïàðíî äðóã äðóãóñèìïàòèçèðóþò. Èçâåñòíî, ÷òî êàæäûé ìàðñèàíèí ñèìïàòèçèðóåò íå ìåíåå ÷åì 3n/4ïðåäñòàâèòåëÿì êàæäîãî èç äâóõ äðóãèõ ïîëîâ. Äîêàæèòå, ÷òî âñå ìàðñèàíå ìîãóòðàçáèòüñÿ íà n áðà÷íûõ ñîþçîâ.6. Ìîæíî ëè ìíîæåñòâî ÷èñåë {1, 2, 3, . . . , 2010} ðàçáèòü íà 402 íåïåðåñåêàþùèåñÿïÿòåðêè òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû â êàæäîé ïÿòåðêå ñóììà ÷èñåë äåëèëàñü íà 2011?7. Íàéäèòå âñå �óíêöèè f : [0,+∞) → [0,+∞) òàêèå, ÷òî ïðè ëþáûõ íåîòðèöà-òåëüíûõ x è y f(x2) + f(y) = f
(

x2 + y + xf(4y)
)8. Íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà a, b è c òàêîâû, ÷òî a+ b+ c 6 1. Äîêàæèòå íåðàâåíñòâî

a2b+ b2c+ c2a+ 3(a+ b+ c) + 15abc > 11(ab+ bc+ ca).9. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî â ïðîñòðàíñòâå ÷åòûðå ðàçëè÷íûå òî÷êè A, B, C è D (èìåí-íî â òàêîì ïîðÿäêå) îáðàçóþò öåïëÿþùóþ ÷åòâåðêó, åñëè ëþáûå äâå íå èìåþùèå îá-ùèõ òî÷åê îêðóæíîñòè ω1, ω2 â ïðîñòðàíñòâå òàêèå, ÷òî òî÷êè A è B ëåæàò íà ω1,à òî÷êè C è D ëåæàò íà ω2, çàöåïëåíû. Äàíû òî÷êè A, B, C. Íàéäèòå â ïðîñòðàíñòâåãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê D òàêèõ, ÷òî A, B, C, D � öåïëÿþùàÿ ÷åòâåðêà.10.Êàêîå íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî L�òåòðàìèíî ìîæíî âûðåçàòü èç êâàäðàòà 103×103?
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