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1. Òî÷êà Ia � öåíòð âíåâïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC, êàñàþùåéñÿ
ñòîðîíû BC. Îêðóæíîñòü, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êè C è Ia, è êàñàþùàÿñÿ ïðÿìîé
AC, ïåðåñåêàåò ïðÿìóþ IaB â òî÷êå M , à ïðÿìóþ AM � â òî÷êå N . Áèññåêòðèñà
óãëà ABC ïåðåñåêàåò îòðåçîê MC â òî÷êå K. Íàéäèòå óãîë MNK.
2. Âûïóêëûé ìíîãîóãîëüíèê íà ïëîñêîñòè òàêîâ, ÷òî åãî îáðàç ïðè ëþáîì ïà-
ðàëëåëüíîì ïåðåíîñå ñîäåðæèò òî÷êó ñ öåëûìè êîîðäèíàòàìè. Äîêàæèòå, ÷òî
ðàññòîÿíèå ìåæäó êàêèìè-òî äâóìÿ âåðøèíàìè ìíîãîóãîëüíèêà íå ìåíüøå

√
2.

3. Äàíî ïðîñòîå ÷èñëî p. Äëÿ ñêîëüêèõ ÷èñåë a ∈ {0, 1, . . . , p2 − 1} ñðàâíåíèå
xp + ayp ≡ N (mod p2) ðàçðåøèìî ïðè âñåõ öåëûõ N?
4. Âíóòðè äàííîãî òðåóãîëüíèêà ABC âûáèðàåòñÿ òî÷êà X. Ïðÿìûå AX, BX,
CX ïåðåñåêàþò ïðîòèâîïîëîæíûå ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà â òî÷êàõ A1, B1, C1 ñî-
îòâåòñòâåííî. Ïðÿìàÿ B1C1 ïåðåñåêàåò ïðÿìóþ BC â òî÷êå A2, ïðÿìàÿ AA2 ïå-
ðåñåêàåò îïèñàííóþ îêðóæíîñòü òðåóãîëüíèêà ABC â òî÷êå A3. Äîêàæèòå, ÷òî
âñå ïðÿìûå A3A1 ïðîõîäÿò ÷åðåç îäíó è òó æå òî÷êó, íå çàâèñÿùóþ îò âûáîðà
òî÷êè X.
5. Òðè íàòóðàëüíûõ âçàèìíî ïðîñòûõ â ñîâîêóïíîñòè ÷èñëà òàêîâû, ÷òî êâàäðàò
ðàçíîñòè ëþáûõ äâóõ èç íèõ äåëèòñÿ íà òðåòüå. Äîêàæèòå, ÷òî ñðåäè ýòèõ ÷èñåë
íå ìåíåå äâóõ òî÷íûõ êâàäðàòîâ.
6. Äàíî ÷åòíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî n. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî A âñåõ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòåé äëèíû n, ñîñòîÿùèõ èç íóëåé è åäèíèö. Ðàññìîòðèì òàêîå ïîäìíîæå-
ñòâî B ìíîæåñòâà A, ÷òî äëÿ êàæäîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè x ∈ A íàéäåòñÿ òàêàÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü y ∈ B, ÷òî y îòëè÷àåòñÿ îò x íå áîëåå, ÷åì â îäíîì ìåñòå.
Äîêàæèòå, ÷òî |B| > 2n

n .
7. Äàíû íàòóðàëüíûå ÷èñëà m è k. Ïðè ýòîì m � íå÷åòíîå è m > 3. Íàéäèòå
íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî N , äëÿ êîòîðîãî ïðè ëþáîé ïîêðàñêå ýëåìåíòîâ
ìíîæåñòâà {0, 1, . . . , N} â äâà öâåòà óðàâíåíèå k+x1+x2+ . . .+xm−1 = xm èìååò
îäíîöâåòíîå ðåøåíèå.
8. Ïî êðóãó ðàññòàâëåíû 100 íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë òàêèì îáðàçîì, ÷òî ñóììà
ëþáûõ òðåõ ÷èñåë, ñòîÿùèõ ïîäðÿä, íå ïðåâîñõîäèò 1. ×èñëà, ñòîÿùèå íà ÷åòíûõ
ìåñòàõ ïåðåìíîæèëè. Çàòåì ÷èñëà, ñòîÿùèå íà íå÷åòíûõ ìåñòàõ, ïåðåìíîæèëè.
Êàêîå ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ìîæåò ïðèíèìàòü ñóììà ïîëó÷åííûõ ïðîèçâåäå-
íèé?
9. Ïóñòü G � ïîëíûé ñèëüíî ñâÿçíûé îðèåíòèðîâàííûé ãðàô íà n âåðøèíàõ.
Äîêàæèòå, ÷òî åãî âåðøèíû ìîæíî çàíóìåðîâàòü íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè îò 1
äî n òàê, ÷òî (1, 2), (2, 3), . . . ,(n − 1, n), (n, 1) è (3, 1) ñóòü íàïðàâëåííûå ðåáðà
ãðàôà G.
10. Îòîáðàæåíèå Φ : R[x]→ R íàçîâåì ôðîáåíèóñîì, åñëè äëÿ ëþáûõ ìíîãî÷ëå-
íîâ f(x), g(x) ∈ R[x] è âåùåñòâåííûõ ÷èñåë a, b âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà

(i) Φ(af + bg) = aΦ(f) + bΦ(g);
(ii) Φ(f 3) = 3Φ(f)Φ(f 2)− (Φ(f))3.

Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ôðîáåíèóñîâ, äëÿ êîòîðûõ Φ(x2009) = 0, Φ(x2010) = −1?


