
Äâàäöàòü Âòîðîé Ðîññèéñêèé Ôåñòèâàëü þíûõ ìàòåìàòèêîâ

Ðåøåíèÿ Ñòàðøåé Ëèãè.

1. Îòâåò: (3n + 1)/2. Îáîçíà÷èì çà fn è gn êîëè÷åñòâî ñëîâ äëèíû n ñîäåðæàùåå ñîîòâåòñòâåííî ÷åòíîå
è íå÷åòíîå ÷èñëî áóêâ þ. Òîãäà fn = 2 ∗ fn−1 + gn−1 = fn−1 + (fn−1 + gn−1) = fn−1 + 3n−1. Çíà÷èò fn =
3n−1 + . . .+ 1 + f0 = (3n − 1)/2 + f0 = (3n − 1)/2 + 1 = (3n + 1)/2.

À âîò ïðÿìîå ðàññóæäåíèå � êîëè÷åñòâî ñëîâ äëèíû n, â êîòîðûõ ðîâíî k áóêâ þ, � Ck
n2

n−k. Ïîýòîìó ðàçíîñòü
ìåæäó ÷èñëîì ñëîâ ñ ÷åòíûì êîëè÷åñòâîì áóêâ þ è ñ íå÷åòíûì ðàâíà

(−1)n
∑
k

Ck
n(−2)n−k = (−1)n(1− 2)n.

2. Îòâåò: Âûèãðûâàåò âòîðîé èãðîê. Áóäåì ñ÷èòàòü,÷òî îíè èãðàþò íà ÷èñëàõ çàïèñàííûõ â ñèñòåìå ñ÷èñëå-
íèÿ ñ îñíîâàíèåì 2011. Óòâåðæäàåì, ÷òî ïðîèãðûøíûìè ïîçèöèÿìè ÿâëÿþòñÿ òå, ó êîòîðûõ ÷èñëî çàêàí÷èâàåòñÿ
íà íå÷åòíîå ÷èñëî 0, îñòàëüíûå ñîîòâåòñòâåííî âûèãðûøíûå.

Åñëè ÷èñëî çàêàí÷èâàåòñÿ, íà íå÷åòíîå ÷èñëî 0, òî ïîñëå ëþáîãî õîäà, îíî çàêàí÷èâàåòñÿ íà ÷åòíîå ÷èñëî 0
(ëèáî íà îäèí 0 ìåíüøå, ëèáî èõ íå áóäåò).

Åñëè ÷èñëî çàêàí÷èâàëîñü, íà ÷åòíîå ÷èñëî 0, è îíè åñòü íà êîíöå, òîãäà ìîæíî ïîäåëèòü íà 2011 è ñòàíåò
íå÷åòíîå ÷èñëî íóëåé. À åñëè èõ íåò íà êîíöå, òî äâà âàðèàíòà â äàííîé ìîìåíò ÷èñëî îäíîçíà÷íîå (ñðàçó
âûèãðûâàåì), ëèáî íåò. Âî âòîðîì ñëó÷àå îáîçíà÷èì çà k êîëè÷åñòâî íóëåé ïåðåä ïîñëåäíåé öèôðîé, òîãäà
ïîäåëèâ íà 2011, íóëåé íà êîíöå áóäåò k, à åñëè âû÷åñòü ïîñëåäíþþ öèôðó, òî ñòàíåò k+1, îäíî èç íèõ íå÷åòíîå,
à çíà÷èò åñòü õîä â ïðîèãðûøíóþ ïîçèöèþ.

Òàê êàê 20112011 çàêàí÷èâàåòñÿ íà íå÷åòíîå ÷èñëî íóëåé â íàøåé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ, òî çíà÷èò ïîçèöèÿ
ïðîèãðûøíàÿ.

3. Äîêàæåì, ÷òî êàæäîå èç óñëîâèé ðàâíîñèëüíî âïèñàííîñòè ABCD. Äëÿ ýòîãî äîêàæåì, ÷òî ïåðâîå óñëîâèå
ðàâíîñèëüíî ïîäîáèþ òðåóãîëüíèêîâ AOD è BOC (âòîðîå óñëîâèå àíàëîãè÷íûì îáðàçîì áóäåò ðàâíîñèëüíî
ïîäîáèþ òðåóãîëüíèêîâ AOB è DOC).

Ïóñòü òî÷êà O′ íà ëó÷å NO òàêîâà, ÷òî ∠O′AN = ∠OBN . Òîãäà òðåóãîëüíèê O′AN ïîäîáåí òðåóãîëüíèêó
OBL ïî äâóì óãëàì, è ñëåäîâàòåëüíî òðåóãîëüíèê O′AD ïîäîáåí òðåóãîüíèêó OBC. Òîãäà ∠AO′D = ∠BOC =
∠AOD, ñëåäîâàòåëüíî òî÷êè O è O′ ñîâïàäàþò. Ñ äðóãîé ñòîðîíû ðàâåíñòâî óãëîâ ANO è BLO î÷åâèäíûì
îáðàçîì ñëåäóåò èç ïîäîáèÿ òðåóãîëüíèêîâ AOD è BOC.

4. Îòâåò: n = 3. Çàìåòèì, ÷òî (2x − 1) : 7 ⇔ x : 3. Òàê êàê 2n+1 − 1 íå äåëèòñÿ íà 7, çíà÷èò ëèáî n ëèáî n+2
äåëèòñÿ íà 3, ñëåäîâàòåëüíî ëèáî 2n − 1 ëèáî 2n+2 − 1 äåëèòñÿ íà 7. Íî îíè îáà ó íàñ ïðîñòûå, çíà÷èò êàêîå òî
èç íèõ ðàâíî 7, òîãäà n ðàâíî 1 èëè 3. n = 1 íå ïîäõîäèò, à n = 3 ïîäõîäèò.

5. Îòâåò: ýòî íåâåðíî.
Íàïðèìåð, ðàññìîòðèì ãðàô ñ 35 âåðøèíàìè: A, B1, . . . , B17, C1, . . . , C17, â êîòîðîì âåðøèíà A ñîåäèíåíà ñî

âñåìè âåðøèíàìè Bi è òîëüêî ñ íèìè; êàæäàÿ âåðøèíà Bi ñîåäèíåíà òîëüêî ñ A è ñ Ci; è, íàêîíåö, âñå âåðøèíû
Ci ñîåäèíåíû äðóã ñ äðóãîì. Ïóñòü ðåáðà ýòîãî ãðàôà ïîêðàøåíû â 4 öâåòà.

Òàê êàê èç âåðøèíû A âûõîäÿò 17 ðåáåð, òî êàêèå-òî ïÿòü èç íèõ çàâåäîìî îäíîãî öâåòà. Áóäåì ñ÷èòàòü,
÷òî ýòî ðåáðà AB1, AB2, . . . , AB5. Ñðåäè ðåáåð B1C1, B2C2, . . . , B5C5 åñòü äâà ðåáðà, ïîêðàøåííûõ îäèíàêîâî.
Ïóñòü ýòî áóäóò ðåáðà B1C1 è B2C2. Òîãäà ëþáîé ïóòü èç âåðøèíû B1 â B2 ñîäåðæèò äâà îäèíàêîâî ïîêðàøåííûõ
ðåáðà.

6. Îáîçíà÷èì ðàäèóñ-âåêòîðà íàøèõ òî÷åê èç öåíòðà ñôåðû ÷åðåç xi (i = 1, 2, 3, 4). Òîãäà ñóììà êâàäðàòîâ
ïîïàðíûõ ðàññòîÿíèé ìåæäó íàøèìè òî÷êàìè ðàâíà
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è âñå íåðàâåíñòâà îáðàùàþòñÿ â ðàâåíñòâî òîëüêî äëÿ ïðàâèëüíîãî òåòðàýäðà.

7. Îòâåò: f(x) = x, f(x) = 1. Çàìåòèì, ÷òî f2(x) − f(x)f(y) + f2(y) = f(x2 − xy + y2) = f((x − y)2 −
x(x − y) + x2) = f2(x − y) − f(x)f(x − y) + f2(x) îòêóäà 0 = f2(x − y) − f(x)f(x − y) − f2(y) + f(x)f(y) =
(f(x − y) − f(y))(f(x − y) + f(y) − f(x)) òàêèì îáðàçîì ëèáî f(x − y) = f(y) ëèáî f(x) = f(x − y) + f(y).
Òî åñòü f(a + b) = f(a) + f(b), åñëè f(a) 6= f(b). Ïîäñòàâèì â óñëîâèå x = y, îòêóäà f(x2) = f2(x), îòêóäà
f(1) = 1. Ïóñòü k íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî òàêîå, ÷òî f(k) 6= 1 (åñëè òàêîãî íåò, òî f(x) = 1). Òîãäà
f(k + 1) = f(k) + f(1), è áîëåå òîãî f(k + n) = f(k) + n äëÿ ëþáîãî öåëîãî íåîòðèöàòåëüíîãî n. Çàìåòèì, ÷òî
k2 > k, îòêóäà f(k)2 = f(k2) = f(k) + k2 − k, ÷òî ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî f(k) = k, ëèáî f(k) = −k + 1 6 0, ÷òî
íåâîçìîæíî.



8. Ïðîíóìåðóåì ìîíåòû îò 1 äî 2011 ïî ïîðÿäêó. Ïóñòü a1 < a2 < . . . < ak � íîìåðà ìîíåò, ëåæàùèõ ðåøêîé.
Ðàññìîòðèì çíàêîïåðåìåííóþ ñóììó a1 − a2 + a3 − a4 + . . . + (−1)k+1ak. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ïðè îïåðàöèÿõ ñ
íå êðàéíèìè ìîíåòàìè îíà íå ìåíÿåòñÿ, ïðè îïåðàöèè ñ ìîíåòîé 2011 ìåíÿåòñÿ íà 2012, ïðè îïåðàöèè ñ ìîíåòîé
1 ìåíÿåò çíàê. Â êîíöå îíà äîëæíà ñòàòü ðàâíà 1006, çíà÷èò, â íà÷àëå îíà äîëæíû áûëà áûòü êðàòíà 1006. Ýòî
âîçìîæíî òîëüêî äëÿ ñðåäíåé ìîíåòû. Äëÿ íåå íåñëîæíî ïðèâåñòè ïðèìåð, êàê âñå ìîíåòû ñòàíîâÿòñÿ ðåøêàìè
(ïðîâîäèì îïåðàöèè ñ ìîíåòàìè 1006; 1005, 1007; 1004, 1006, 1008; . . . ).

9. Ïóñòü òî÷êè A′ è C ′ íà äèàãîíàëÿõ AC è BD ñîîòâåòñòâåííî òàêîâû, ÷òî ÷åòûðåõóãîëüíèêè ADA′F è
BCB′F âïèñàííûå. Òîãäà (DF,AF ) = (DA′, AA′) = −(CA′, DA′). Ñ äðóãîé ñòîðîíû (BF,CF ) = (BB′, CB′) =
−(CB′, DB′). Ò.ê. (DF,AF ) = (BF,CF ), òî (CB′, DB′) = (CA′, DA′), è ïîýòîìó òî÷êè A′, B′, D,C ëåæàò íà
îäíîé îêðóæíîñòè. Òîãäà (B′A′, AA′) = (B′D,CD) = (BB′, AB), à çíà÷èò òî÷êè A′, B′, A,B ëåæàò íà îäíîé
îêðóæíîñòè. Òîãäà AE · EA′ = BE · EB′, ñëåäîâàòåëüíî òî÷êà E ëåæèò íà ðàäèêàëüíîé îñè îêðóæíîñòåé èç
óñëîâèÿ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðÿìàÿ EF � ðàäèêàëüíàÿ îñü ýòèõ îêðóæíîñòåé, à çíà÷èò EF ⊥ O1O2.

10. Ðàññìîòðèì k�ûå ñòåïåíè αk
1 , . . . , α

k
n êîðíåé íàøåãî ìíîãî÷ëåíà (ñ ó÷åòîì êðàòíîñòè). Èç îñíîâíîé òåîðå-

ìû î ñèììåòðè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíàõ ñëåäóåò, ÷òî îíè ñíîâà áóäóò êîðíÿìè ìíîãî÷ëåíà ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè,
ïðè÷åì ñóììà ìîäóëåé êîýôôèöèåíòîâ áóäåò íå áîëüøå, ÷åì 2n. Òàêèì îáðàçîì, íàáîð (αk

1 , . . . , α
k
n) ìîæåò ïðèíè-

ìàòü ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî çíà÷åíèé â çàâèñèìîñòè îò k. Çíà÷èò, êàêèå-òî äâà òàêèõ íàáîðà (äâà óïîðÿäî÷åííûõ)
ñîâïàäóò: αk

i = αm
i ïðè âñåõ i, ÷åãî è õîòåëîñü.

Ðåøåíèÿ Ìëàäøåé Ëèãè.

1. Ñì. ðåøåíèå çàäà÷è 1 ñòàðøåé ëèãè.

2. Îòâåò: âûèãðûâàåò âòîðîé èãðîê. Âîîáùå ïîçèöèè, â êîòîðûõ íà÷èíàþùèé ïðîèãðûâàåò, � ýòî â òî÷íîñòè
òå íàòóðàëüíûå ÷èñëà n, äåñÿòè÷íàÿ çàïèñü êîòîðûõ îêàí÷èâàåòñÿ íà íå÷åòíîå ÷èñëî íóëåé.

Äåéñòâèòåëüíî, ëþáîé õîä â òàêîé ïîçèöèè äàåò ÷èñëî, îêàí÷èâàþùååñÿ íà ÷åòíîå ÷èñëî íóëåé: õîä-äåëåíèå
óìåíüøàåò ÷èñëî íóëåé íà 1, à õîä-âû÷èòàíèå ïðèâîäèò ê ÷èñëó ñ íóëåâûì êîëè÷åñòâîì íóëåé íà êîíöå.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè ÷èñëî îêàí÷èâàåòñÿ íà ÷åòíîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî íóëåé, òî äåëåíèåì ïîëó÷àåì
÷èñëî ñ íå÷åòíûì ÷èñëîì íóëåé íà êîíöå. Åñëè æå ìû èìåëè ÷èñëî, îêàí÷èâàþùååñÿ íå íà 0, ïðèìåíÿÿ ðàç-
ðåøåííûå îïåðàöèè, ìû ìîæåì çàíóëèòü èëè îòáðîñèòü ïîñëåäíþþ öèôðó, è òàêèì îáðàçîì äîáèòüñÿ íóæíîé
÷åòíîñòè êîëè÷åñòâà êîíöåâûõ íóëåé.

3. Îòâåò: ∠ACD = 53◦. Ïðîäëèì ñòîðîíó AB çà òî÷êó B è çàìåòèì, ÷òî ñìåæíûé óãîë ñ óãëîì BAD ðàâåí
180◦ − 62◦ − 59◦ = 59◦, òî åñòü AD � âíåøíÿÿ áèññåêòðèñà ê òðåóãîëüíèêó ABC â âåðøèíå A. Ê òîìó æå BD �
âíóòðåííÿÿ áèññåêòðèñà òðåóãîëüíèêà ABC, à, çíà÷èò, D � öåíòð âíåâïèñàííîé îêðóæíîñòè, òî åñòü CD � òîæå
âíåøíÿÿ áèññåêòðèñà. Óãîë ACD ðàâåí 180◦ − 2 · 22◦ − 62◦ = 74◦. Çíà÷èò óãîë ACD ðàâåí (180◦ − 74◦)/2 = 53◦.

4. Ñì. ðåøåíèå çàäà÷è 4 ñòàðøåé ëèãè.

5. Ñì. ðåøåíèå çàäà÷è 5 ñòàðøåé ëèãè.

6. Ïóñòü òî÷êè P1, P2, P3 è P4 ëåæàò íà îêðóæíîñòè èìåííî â òàêîì ïîðÿäêå. Òîãäà çàìåòèì, ÷òî 1
P1P3

> 1
d

è 1
P2P4

> 1
d , ãäå d � äèàìåòð äàííîé îêðóæíîñòè. Äàëåå, çàìåòèì, ÷òî
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p
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ãäå p � ïåðèìåòð âïèñàííîãî â ýòó îêðóæíîñòü êâàäðàòà. Ïåðâîå èç ýòèõ íåðàâåíñòâ � ýòî ïðîñòî íåðàâåíñòâî
ìåæäó ñðåäíèì ãàðìîíè÷åñêèì è ñðåäíèì àðèôìåòè÷åñêèì, âòîðîå æå � ýòî ïðîñòî óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òî ñðåäè
âïèñàííûõ ÷åòûðåõóãîëüíèêîâ ìàêñèìàëüíûé ïåðèìåòð èìååò êâàäðàò. Ýòî óòâåðæäåíèå ìîæåò áûòü äîêàçàíî
ìíîãèìè ñïîñîáàìè (íàïðèìåð, íåðàâåíñòâîì Éåíñåíà äëÿ ñèíóñîâ). Ìû ïðîñòî âîñïîëüçóåìñÿ óòâåðæäåíèåì î
òîì, ÷òî ñåðäè âïèñàííûõ â äàííóþ îêðóæíîñòü òðåóãîëüíèêîâ ñ ôèêñèðîâàííûì îñíîâàíèåì ìàêñèìàëüíûé
ïåðèìåòð èìååò ðàâíîáåäðåííûé. Ïðèìåíÿÿ ýòî óòâåðæäåíèå òðè ÷åòûðå ðàçà ìû ïîëó÷èì, òðåáóåìîå.

Òåïåðü çàìåòèì, ÷òî ó êâàäðàòà â ýòîì íåðàâåíñòâå äîñòèãàåòñÿ ðàâåíñòâî, òàê ÷òî ñóììà 1
P1P2

+ 1
P2P3

+ 1
P3P4

+
1

P4P1
êàê ðàç äîñòèãàåò ìèíèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ. Ïðè ýòîì îòðåçêè P1P3 è P2P4 êàê ðàç îêàæóòñÿ äèàìåòðàìè.

7. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ìîðêîâêó â íîâûõ åäèíèöàõ âåñà � 1 êã ðàâåí äâóì îáû÷íûì êèëîãðàììàì. Òîãäà
âñåãî åñòü 90 êã îâîùåé, íóæäàþùèõñÿ â î÷èñòêå, ïðè ýòî Ïåòèíà ñêîðîñòü � íåçàâèñèìî îò âèäà ÷èñòÿùèõñÿ
îâîùåé � 2 êã â ÷àñ. Âàñÿ æå ÷èñòèò êàðòîøêó ñî ñêîðîñòüþ 3 êã â ÷àñ, à ìîðêîâêó � ñî ñêîðîñòüþ 2,5 êã â
÷àñ. Ïîýòîìó Âàñÿ áóäåò ÷èñòèòü êàðòîøêó, à Ïåòÿ � ìîðêîâêó. ×åðåç 15 ÷àñîâ Âàñÿ ïî÷èñòèò 45 êã êàðòîøêè,
à Ïåòÿ � âñþ ìîðêîâêó. Ïîñëå ýòîãî îíè ñî ñêîðîñòüþ 5 êã â ÷àñ ïðîäîëæàò ÷èñòèòü îñòàâøèåñÿ 15 êã êàðòîøêè
è óïðàâÿòñÿ çà 3 ÷àñà. Òàêèì îáðàçîì, ìèíèìàëüíîå òðåáóþùååñÿ èì âðåìÿ � 18 ÷àñîâ.

8. Ñì. ðåøåíèå çàäà÷è 8 ñòàðøåé ëèãè.


