
Äâàäöàòü Âòîðîé �îññèéñêèé Ôåñòèâàëü þíûõ ìàòåìàòèêîâÀíàïà. 10 îêòÿáðÿ 2011Ôèíàë. Ñòàðøàÿ ëèãà1. Èìååòñÿ 100 îáðàçöîâ, ñðåäè êîòîðûõ ðîâíî 50 ðàäèîàêòèâíûõ. Åñòü ïðèáîð, âêîòîðûé çà îäíó îïåðàöèþ ìîæíî ïîëîæèòü äâà îáðàçöà, è åñëè ðîâíî îäèí èç íèõðàäèîàêòèâåí, òî ïðèáîð óêàæåò íà íåãî, à åñëè íåò, òî íà ëþáîé èç äâóõ îáðàçöîâ. Çàêàêîå íàèìåíüøåå ÷èñëî îïåðàöèé ìîæíî íàéòè õîòÿ áû îäèí ðàäèîàêòèâíûé îáðàçåö?2. Äàíû íàòóðàëüíûå ÷èñëà m, n, k. Èçâåñòíî, ÷òî âñå äîñòàòî÷íî áîëüøèå íàòó-ðàëüíûå ÷èñëà, êðàòíûå m, ïðåäñòàâèìû â âèäå ñóììû pk1 + pk2 + . . . + pkn, ãäå pi �ïðîñòûå ÷èñëà (íå îáÿçàòåëüíî ðàçëè÷íûå). Äîêàæèòå, ÷òî âñå äîñòàòî÷íî áîëüøèå÷èñëà ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû pk1 + pk2 + . . .+ pkn+m, ãäå pi � ïðîñòûå ÷èñëà(íå îáÿçàòåëüíî ðàçëè÷íûå).3. Îêðóæíîñòü ïðîõîäèò ÷åðåç âåðøèíû A è C òðåóãîëüíèêà ABC, êàñàåòñÿ ñòîðîíû

AB è ïåðåñåêàåò ñòîðîíó BC â òî÷êå P . Áèññåêòðèñà óãëà B ïåðåñåêàåò â òî÷êå Kêàñàòåëüíóþ ê îêðóæíîñòè, ïðîâåäåííóþ â òî÷êå P , è â òî÷êå L � îòðåçîê AP . Äî-êàæèòå, ÷òî ∠LAK = ∠LCB.4. �åøèòå ñèñòåìó óðàâíåíèé â âåùåñòâåííûõ ÷èñëàõ: 3x−y

x−3y
= x2, 3y−z

y−3z
= y2, 3z−x

z−3x
= z2.5. Äàíû ìíîãî÷ëåíû f(x) è g(x) ñ öåëûìè êîý��èöèåíòàìè è åäèíè÷íûìè ñâîáîä-íûìè ÷ëåíàìè. Îêàçàëîñü, ÷òî åñëè äëÿ íåêîòîðûõ öåëûõ ÷èñåë m è n ÷èñëà f(m) è

f(n) âçàèìíî ïðîñòû, òî g(m) è g(n) âçàèìíî ïðîñòû. Äîêàæèòå, ÷òî (f(x))k ... g(x)äëÿ íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî k.6. Ïóñòü A1A2A3 . . . An � ëîìàíàÿ â ïðîñòðàíñòâå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç si ìàêñèìàëüíóþïëîùàäü òðåóãîëüíèêà AiAi+1Aj, j = 1, 2, 3, . . . , n (ïîëàãàåì An+1 = A1). Ïðè êàêîìíàèáîëüøåì α äëÿ ëþáîé ëîìàíîé âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî s1+s2+ . . .+sn−1 > αsn?7. Äàíà âûïóêëàÿ øåñòèóãîëüíàÿ ïèðàìèäà SABCDEF ñ ðàâíûìè áîêîâûìè ðåáðàìè(SA = SB = SC = SD = SE = SF ). Äîêàæèòå, ÷òî ñóììà äâóãðàííûõ óãëîâ ïðèðåáðàõ SA, SC è SE ðàâíà ñóììå äâóãðàííûõ óãëîâ ïðè ðåáðàõ SB, SD è SF .8. Ïóñòü T � êîíå÷íûé íàáîð îãðàíè÷åííûõ ñâÿçíûõ êëåò÷àòûõ �èãóð. Áóäåì íàçû-âàòü ïðÿìîóãîëüíèê m×n õîðîøèì, åñëè åãî ìîæíî ðàçáèòü íà �èãóðêè èç íàáîðà T(ðàçðåøåíû ïîâîðîòû è ïåðåâîðîòû). Ïóñòü kn � ýòî êîëè÷åñòâî õîðîøèõ ïðÿìîóãîëü-íèêîâ ñî ñòîðîíàìè íå áîëüøå n, à rn = kn/n
2. Äîêàæèòå, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü rnèìååò ðàöèîíàëüíûé ïðåäåë.9. Ïóñòü k 6 n, à x1, x2, . . . , xn+k � ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà ñ ñóììîé n+ k. Äîêàæèòåíåðàâåíñòâî n+k∑
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xixi+1 . . . xi+k−1 + xi+k . . . xi+n+k−1

>
n+ k

2
. Íóìåðàöèÿ ïåðåìåí-íûõ öèêëè÷åñêàÿ.10. Â êîìïàíèè èç n ÷åëîâåê íåêîòîðûå ïàðû äðóæàò, à íåêîòîðûå äðóãèå âðàæäóþò,ïðè ýòîì ó êàæäîãî íå áîëåå ïÿòè âðàãîâ. Èçâåñòíî, ÷òî â ëþáîì ìíîæåñòâå ëþäåé,ñðåäè êîòîðûõ íåò ïàð âðàãîâ, èìååòñÿ íå áîëåå ÷åì k ïàð äðóçåé. Äîêàæèòå, ÷òîîáùåå êîëè÷åñòâî ïàð äðóçåé íå ïðåâîñõîäèò 22011k.
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