
Äâàäöàòü Âòîðîé Ðîññèéñêèé Ôåñòèâàëü þíûõ ìàòåìàòèêîâ

Òðåòèé òóð. Ðåøåíèÿ Ñòàðøåé Ëèãè.

1. Ïóñòü íå òàê, òî åñòü ìíîãî÷ëåí ðàñêëàäûâàåòñÿ f(xk) = g(x)r(x). Ó f(x) îáà êîðíÿ êîìïëåêñíûå, çíà÷èò

ìîäóëü êàæäîãî ðàâåí
√
2011!. Òîãäà ó f(xk) ìîäóëü êàæäîãî êîðíÿ ðàâåí 2k

√
2011!. Çíà÷èò ïî òåðåìå Âèåòà

|g(0)| = (2011!)
deg(g)

2k . Ìû çíàåì, ÷òî g(0) öåëîå è deg(g) < 2k, íî ýòî íå âîçìîæíî òàê êàê 2011 ïðîñòîå è âõîäèò

â 2011! â ïåðâîé ñòåïåíè.

2. Èíäóêöèÿ ïî n. Áàçà n = 1 î÷åâèäíà. Ïåðåõîä îò 1, . . . , n − 1 ê n. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìíîæåñòâà A,
B èç óñëîâèÿ ðàçäåëÿþò a è b, à ñèñòåìó ïîäìíîæåñòâ, êàê â óñëîâèè, íàçîâåì ðàçäåëÿþùåé. Çàìåòèì, ÷òî

åñëè M1 ⊂ M � ìíîæåñòâî ìîùíîñòè |M1| =: m < n, äëÿ ðàçäåëåíèÿ ýëåìåíòîâ êîòîðîãî èñïîëüçóþòñÿ â

ñîâîêóïíîñòè s âûáðàííûõ ïîäìíîæåñòâ, òî ïî èíäóêöèîííîì ïðåäïîëîæåíèþ 3s > m3 (ïîñêîëüêó ïåðåñå÷åíèÿ

ýòèõ s ïîäìíîæåñòâ ñ M1 îáðàçóþò â M1 ðàçäåëÿþùóþ ñèñòåìó). Ðàññìîòðèì ãðàô, âåðøèíû êîòîðîãî ñóòü

íàøè k ïîäìíîæåñòâ, à ðåáðàìè ñîåäèíÿþòñÿ íåïåðåñåêàþùèåñÿ ïîäìíîæåñòâà. Èçîëèðîâàííûå âåðøèíû ñðàçó

âûêèíåì: îíè íå ïîìîãàþò ðàçäåëÿòü ýëåìåíòû. Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ñëó÷àåâ.

1) Â ãðàôå åñòü âåðøèíà A, ñìåæíàÿ òîëüêî ñ îäíîé âåðøèíîé B. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ðàçäåëåíèÿ ýëåìåíòîâ B
íå èñïîëüçóþòñÿ íè A, íè B. Êðîìå òîãî, äëÿ ðàçäåëåíèÿ ýëåìåíòîâ M \ B íå èñïîëüçóþòñÿ íè A, íè B. Îäíî
èç ìíîæåñòâ B,M \B èìååò íå ìåíåå n/2 ýëåìåíòîâ, òàê ÷òî 3k−2 > (n/2)3, îòêóäà 3k > n3.

2) Â ãðàôå åñòü âåðøèíà A ñòåïåíè õîòÿ áû 3. Àíàëîãè÷íî ïóíêòó 1 ïîëó÷àåì, ÷òî 3k−1 > |M \A|3, 3k−4 > |A|3.
Èçâëåêàÿ êóáè÷åñêèå êîðíè ïîëó÷àåì, ÷òî n = |A|+ |M \A| 6 3(k−1)/3 + 3(k−4)/3 < 3k/3, ÷òî è òðåáîâàëîñü.

3) Â íàøåì ãðàôå âñå âåðøèíû èìåþò ñòåïåíü 2. Ïóñòü A � âûáðàííîå ïîäìíîæåñòâî ìàêñèìàëüíîé ìîù-

íîñòè, B è C � òå ïîäìíîæåñòâà, ñ êîòîðûìè A íå ïåðåñåêàåòñÿ. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ îòäåëåíèÿ ýëåìåíòîâ A íå

èñïîëüçóþòñÿ ìíîæåñòâà A,B,C, äëÿ îòäåëåíèÿ ýëåìåíòîâM \(B∪C) îíè òîæå íå èñïîëüçóþòñÿ. Ëèáî |A| > n/3,
ëèáî |A| 6 n/3, ëèáî |M \ (B ∪C)| > n−|B|− |C| > n− 2|A| > n/3. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ïîëó÷àåì, ÷òî 3k−3 > (n/3)3,
÷òî è òðåáîâàëîñü.

3. Îáîçíà÷èì ïîëîâèíó óãëà ABC ÷åðåç β. Òîãäà ò.ê. AP ‖ BK, òî ∠PAC = β. Ò.ê. AK ‖ PL, òî ∠PLA =
∠LAK = β. Ñ äðóãîé ñòîðîíû èç óñëîâèÿ ∠ALC1 = 2β, ïîýòîìó ∠PLC1 = β. Ò.ê. ∠PAC1 = ∠PLC1, òî òî÷êè

APLK ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè. Òîãäà ∠PC1A = ∠PLA = β, ñëåäîâàòåëüíî PC1 = AP = LK. Àíàëîãè÷íî

QA1 = LK.

4. Ëåììà. Åñëè ó äâóõ ÷åòûðåõóãîëüíèêîâ ñîîòâåòñòâåííî ðàâíû ñòîðîíû è ñóììû ïðîòèâîïîëîæíûõ

óãëîâ, òî îíè ðàâíû.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû. Ïðåäïîëîæèâ ïðîòèâíîå, îáîçíà÷èì äâà íå ðàâíûõ ÷åòûðåõóãîëüíèêà ÷åðåç KLMN
è K ′L′M ′N ′ ñîîòâåòñòâåííî. ßñíî, ÷òî LN 6= L′N ′. Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè ïðåäïîëîæèì, ÷òî LN < L′N ′. Òîãäà
∠LKN < ∠L′K ′N ′ è ∠LMN < ∠L′M ′N ′, íî òîãäà ∠LKN + ∠LMN < ∠L′K ′N ′ + ∠L′M ′N ′, ïðîòèâîðå÷èå.

Îáîçíà÷èì ñòîðîíû AB, BC, CD è DA ÷åòûðåõóãîëüíèêà ÷åðåç a, b, c è d ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà ïîñëå ïåðâîé
îïåðàöèè ñòîðîíû ÷åòûðåõóãîëüíèêà áóäóò ðàâíû b, a, c, d; ïîñëå âòîðîé � b, c, a, d; ïîñëå òðåòüåé � c, b, a, d;
ïîñëå ÷åòâåðòîé � c, a, b, d; ïîñëå ïÿòîé � a, c, b, d; ïîñëå øåñòîé � a, b, c, d. Òàêæå çàìåòèì, ÷òî ïðè êàæäîé

îïåðàöèè êàêèå-òî äâà ïðîòèâîïîëîæíûõ óãëà íå èçìåíÿþòñÿ, à çíà÷èò èõ ñóììà íå ìåíÿåòñÿ. Ñëåäîâàòåëüíî ïî

ëåììå ïîñëå øåñòîé îïåðàöèè ïîëó÷èòñÿ èñõîäíûé ÷åòûðåõóãîëüíèê.

5. Ëåììà. Åñëè â êîìïàíèè n ìóæ÷èí è n æåíùèí êàæäûé ñèìïàòèçèðóåò õîòÿ áû n/2 ïðåäñòàâèòåëÿì
ïðîòèâîïîëîæíîãî ïîëà, òî èõ ìîæíî ïåðåæåíèòü ñîãëàñíî ñèìïàòèÿì.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû. Áóäåì æåíèòü, ïîêà ýòî âîçìîæíî. Ïóñòü ìû îáðàçîâàëè k < n ñ÷àñòëèâûõ ïàð, à

áîëüøå íå âûõîäèò. Ðàññìîòðèì õîëîñòîãî þíîøó Âàñèëèÿ è íåçàìóæíþþ äåâóøêó Ìàðèþ. Îíè ñèìïàòèçèðó-

þò òîëüêî çàìóæíèì æåíùèíàì è æåíàòûì ìóæ÷èíàì ñîîòâåòñòâåííî (èíà÷å áû ìîæíî áûëî äîáàâèòü ïàðó),

ïðè÷åì êàæäûé áîëåå ÷åì ïîëîâèíå. Òîãäà íàéäåòñÿ ñóïðóæåñêàÿ ïàðà, ñêàæåì Ãåííàäèé è Åëåíà, òàêàÿ, ÷òî

Âàñèëèé ñèìïàòèçèðóåò Åëåíå, à Ìàðèÿ � Ãåííàäèþ. Èçâèíèìñÿ ïåðåä Ãåííàäèåì è Åëåíîé è îáðàçóåì äâà íîâûõ

áðàêà. Òàê ìû óâåëè÷èì êîëè÷åñòâî ñóïðóæåñêèõ ïàð. Ïðîäîëæàÿ, ïåðåæåíèì âñåõ.

Ïðèìåíèì ëåììó ê ïðåäñòàâèòåëÿì äâóõ ìàðñèàíñêèõ ïîëîâ. Íàçîâåì ïîëó÷åííûå ïàðû æåíùèíàìè, à ïðåä-

ñòàâèòåëåé òðåòüåãî ïîëà ìóæ÷èíàìè. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ìóæ÷èíà ñèìïàòèçèðóåò æåíùèíå, åñëè îí ñèìïàòè-

çèðóåò îáîèì îáðàçóþùèì åå ìàðñèàíàì. Çàìåòèì, ÷òî óñëîâèå ëåììû ñíîâà âûïîëíÿåòñÿ, òàê ÷òî äîñòàòî÷íî

åå ïðèìåíèòü åùå ðàç.

6. Îòâåò: Ìîæíî. Ðàññìîòðèì ïÿòûå ñòåïåíè ÷èñåë îò 1 äî 2010 ïî ìîäóëþ 2011. Çàìåòèì âî-ïåðâûõ, ÷òî

êàæäîå çíà÷åíèå a ïÿòîé ñòåïåíè âñòðå÷àåòñÿ íå áîëåå 5 ðàç, ïîòîìó ÷òî óðàâíåíèå x5 − a = 0 èìååò ïî ìîäóëþ
2011 íå áîëåå ïÿòè êîðíåé. Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî ðàçëè÷íûõ ïÿòûõ ñòåïåíåé õîòÿ áû 402. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

êàæäàÿ òàêàÿ ïÿòàÿ ñòåïåíü a = b5 óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ a402 = b2010 = 1 (âñå ðàâåíñòâà è óðàâíåíèÿ äàëåå

� ïî ìîäóëþ 2011). Çíà÷èò, ïÿòûõ ñòåïåíåé, êàê êîðíåé óðàâíåíèÿ x402 − 1 = 0, íå áîëåå 402. Ñëåäîâàòåëüíî, èõ
ðîâíî 402 è êàæäàÿ ïÿòàÿ ñòåïåíü a èìååò ïÿòü êîðíåé ïÿòîé ñòåïåíè ïî ìîäóëþ 2011, êàêîâûå êîðíè ñóòü êîðíè

óðàâíåíèÿ x5− a = 0, òàê ÷òî ïî òåîðåìå Âèåòà èõ ñóììà ðàâíà íóëþ. Èòàê, ðàçáèåíèå íà ïÿòåðêè ñ îäèíàêîâûì
çíà÷åíèåì ïÿòîé ñòåïåíè � èñêîìîå.



7. Îòâåò: f(x) = 0 èëè f(x) =
√
x. Çàìåòèì, ÷òî åñëè z > y òî ñóùåñòâóåò òàêîå ïîëîæèòåëüíîå x òàêîå, ÷òî

x2+y+xf(4y) = z ýòî ñëåäóåò èç ìîíîòîííîñòè ëåâîé ÷àñòè ïî ðàâåíñòâà ïî ïåðåìåííîé x ïðè íåîòðèöàòåëüíîì

x. Òîãäà f(z) = f(y) + f(x2) òàêèì îáðàçîì ôóíêöèÿ f íå óáûâàåò.

Ïåðåïèøåì ðàâåíñòâî â äðóãîì âèäå f(x) + f(y) = f(x+ y +
√
xf(4y)) (?)

Ïóñòü f(x0) = 0 ïîäñòàâèì x = y = x0 â (?): 0 = f(x0) + f(x0) = f(x0 + x0 + x0f(4x0)) > f(2x0), îòêóäà èç

íåîòðèöàòåëüíîñòè f(2x0) îíî ðàâíî 0. Òàêèì îáðàçîì f(2lx0) = 0 äëÿ ëþáîãî l, îòêóäà èç ìîíîòîííîñòè ñëåäóåò
÷òî f(x) ≡ 0. Òàêèì îáðàçîì ôóíêöèÿ ëèáî òîæäåñòâåííûé 0, ëèáî ñòðîãî ìîíîòîííà.

Èç ðàâåíñòâà (?) ñëåäóåò, ÷òî f(x+y+
√
xf(4y)) = f(x+y) = f(y+x+

√
yf(4x)), îòêóäà èç ñòðîãîé ìîíîòîííîñòè

ïîëó÷àåì, ÷òî
√
xf(4y) =

√
yf(4x) è f(x) = c

√
x. Åñëè ïîäñòàâèòü ýòî â èñõîäíîå ðàâåíñòâî ëåãêî âèäåòü, ÷òî

òîãäà c = 1 èëè 0, ÷òî äàåò îòâåò.

8. Ïóñòü S = a+ b+ c, x = a/S, y = b/S è z = y/S. Òîãäà íàøå íåðàâåíñòâî èìååò âèä:

S3(x2y + y2z + z2x+ 15xyz) + 3S > 11S2(xy + yz + zx)

Ïîäåëèì íà S2 è áóäåì äîêàçûâàòü òàêèå äâà íåðàâåíñòâà:

S(x2y + y2z + z2x+ 15xyz) +
3

S
> (x2y + y2z + z2x+ 15xyz) + 3 > 11(xy + yz + zx)

Ñíà÷àëà äîêàæåì ïåðâîå. Ïóñòü T = x2y + y2z + z2x+ 15xyz, íàì íàäî äîêàçàòü, ÷òî ST + 3
S > T + 3(ýòî âåðíî

òàê êàê T < 3 è S 6 1).
Òåïåðü íàäî äîêàçàòü âòîðîå. Ñäåëàåì íåðàâåíñòâî îäíîðîäíûì:

(x2y + y2z + z2x+ 15xyz) + 3(x+ y + z)3 > 11(xy + yz + zx)(x+ y + z)

Ñîêðàòèì ïîäîáíûå ñëàãàåìûå è ïîëó÷èì 3(x3+y3+z3) > (x2y+y2z+z2x)+2(xy2+yz2+zx2), à ýòî íåðàâåíñòâî
ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâà x3 + 2y3 = x3 + y3 + y3 > 3xy2 è àíàëîãè÷íûõ åìó.

9. Îòâåò: îòêðûòàÿ äóãà AB îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC; ëèáî, åñëè òî÷êè A, B, C ëåæàò íà

îäíîé ïðÿìîé, ïîäìíîæåñòâî òîé æå ïðÿìîé: åñëè C ëåæèò ìåæäó A è B, òî äîïîëíåíèå äî ïðÿìîé îòðåçêà AB,
èíà÷å èíòåðâàë AB.

Èññëåäóåì ÷åòâåðêó ABCD íà öåïëÿåìîñòü. Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî åñëè òî÷êè A, B, C, D íå ëåæàò â

îäíîé ïëîñêîñòè, òî îêðóæíîñòè ω1, ω2 ìîæíî âûáðàòü â ïàðàëëåëüíûõ ïëîñêîñòÿõ è îíè íå áóäóò çàöåïëåíû.

Åñëè îíè ëåæàò â îäíîé ïëîñêîñòè (ñêàæåì, ãîðèçîíòàëüíîé) è îòðåçêè AB, CD íå èìåþò îáùèõ òî÷åê. Ðàññìîò-

ðèì âåðòèêàëüíûå (ïåðïåíäèêóëÿðíûå ãîðèçîíòàëüíîé) ïëîñêîñòè ÷åðåç ïðÿìûå AB è CD. Ðàñïîëîæèì â íèõ

îêðóæíîñòè, ω1 ïî÷òè ïîëíîñòüþ íèæå ãîðèçîíòàëè, ω2 ïî÷òè ïîëíîñòüþ âûøå. Îíè íå áóäóò çàöåïëåíû. Åñëè,

íàïðèìåð, îòðåçîê AB � ÷àñòü îòðåçêà CD, òî ëåãêî ïîñòðîèòü íåïåðåñåêàþùèåñÿ îêðóæíîñòè ω1, ω2 äàæå íà

ïëîñêîñòè. Åñëè A,B,C,D ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé â ïîðÿäêå, íàïðèìåð, ACBD, òî ÿñíî, ÷òî òàêàÿ ÷åòâåðêà öåï-

ëÿþùàÿ. Ïóñòü òî÷êè ABCD íå ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé, è îòðåçêè AB è CD ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå O (âîçìîæíî,

íàïðèìåð, ÷òî O = C). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òî÷êè A, B, C, D íå ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè. Òîãäà íå óìàëÿÿ

îáùíîñòè ∠ADB+∠ACB > π. Ðàññìîòðèì îïèñàííóþ îêðóæíîñòü ω òðåóãîëüíèêà ABD, òî÷êà C ëåæèò âíóòðè

íåå. Ñãîìîòåòèðóåì ω îòíîñèòåëüíî D òàê, ÷òîáû îíà ïðîøëà ÷åðåç C. Ýòî áóäåò îêðóæíîñòü ω2, à îêðóæíîñòü

ω1 � íåìíîãî ñäâèíóòàÿ òàê, ÷òîáû òî÷êà D ëåæàëà âíóòðè, ω. Íàêîíåö, äîêàæåì, ÷òî åñëè AB è CD � ïåðåñåêà-

þùèåñÿ õîðäû îäíîé îêðóæíîñòè, òî ÷åòâåðêà ABCD � öåïëÿþùàÿ. Ðàññìîòðèì îêðóæíîñòè ω1 è ω2. Åñëè îíè

ëåæàò â ïëîñêîñòè ABCD, òî, êàê ëåãêî âèäåòü èç ðàññìîòðåíèÿ ýòèõ îêðóæíîñòåé è îêðóæíîñòè ABCD, ïåðåñå-

êàþòñÿ. Ïóñòü ïëîñêîñòè îêðóæíîñòåé ω1 è ω2 ïåðåñåêàþòñÿ ïî ïðÿìîé ` 3 O. Åñëè îêðóæíîñòü ω1 ïåðåñåêàåò ` â
òî÷êàõ P1, Q1, à ω2 � â P2, Q2, òî ïî òåîðåìå î ñòåïåíè òî÷êè èìååì OP1 ·OQ1 = OA ·OB = OC ·OD = OP2 ·OQ2,

îòêóäà îòðåçêè P1Q1 è P2Q2 �çàöåïëåíû� íà ïðÿìîé `, ÷òî è îçíà÷àåò çàöåïëåííîñòü îêðóæíîñòåé ω1, ω2.

10. Îòâåò: 1032−1
4 . Ðàçðåæåì íàø êâàäðàò 103×103 íà 4 ïðÿìîóãîëüíèêà 49×54

è öåíòðàëüíûé êâàäðàò 5 × 5. Ïðÿìîóãîëüíèê 3 × 8 ìîæíî ðàçðåçàòü íà L�
òåòðàìèíî, òîãäà 40 × 54 è 9 × 54 ìîæíî, à çíà÷èò è 49 × 54 ìîæíî ðàçðåçàòü.

À êâàäðàò 5× 5 ìîæíî áåç îäíîé êëåòêè ðàçðåçàòü.

Ðåøåíèÿ Ìëàäøåé Ëèãè.

1. Îòâåò: Êîñòÿ îøèáàåòñÿ. Âîçüìåì êàêîå-ëèáî ÷èñëî ñ áîëüøèìè öèôðàìè, äåëÿùååñÿ íà 143, íàïðèìåð,

858858 . . . 858. Åñëè äëÿ íåãî ïðèçíàê äåëèìîñòè âåðåí, òî ïî ýòîìó ïðèçíàêó ÷èñëî, ïîëó÷àþùååñÿ èç ðàññìàò-

ðèâàåìîãî ïåðåñòàíîâêîé äâóõ ïîñëåäíèõ öèôð, òîæå äåëèòñÿ íà 143. Íî ýòî, î÷åâèäíî, íåâåðíî, ïîòîìó ÷òî

ðàçíîñòü ýòèõ ÷èñåë ðàâíà 27 è íà 143 íå äåëèòñÿ.



2. Îòâåò: ìîæíî. Äàííîå â óñëîâèè ìíîæåñòâî îáîçíà÷èì ÷åðåç S. Çàïèøåì âñå ÷èñëà èç íàøåãî ìíîæåñòâà

S â òðîè÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ. Ïîñêîëüêó 37 = 2187 > 2011, âñå ÷èñëà èç S áóäóò íå áîëåå ÷åì ñåìèçíà÷íûå.

Ðàññìîòðèì 21 ìíîæåñòâî:

Ak = {m ∈ S : k-ÿ öèôðà â çàïèñè m ðàâíà 0} ,
Bk = {m ∈ S : k-ÿ öèôðà â çàïèñè m ðàâíà 1} ,
Ck = {m ∈ S : k-ÿ öèôðà â çàïèñè m ðàâíà 2} , k = 1, . . . , 7.

Åñëè äâà ÷èñëà ðàçëè÷àþòñÿ â `-ì ðàçðÿäå, äëÿ íèõ âñåãäà ìîæíî âûáðàòü äâà ïîäõîäÿùèõ ðàçëè÷àþùèõ ìíî-

æåñòâà èç A`, B`, C`.

3. Ñì. ðåøåíèå çàäà÷è 3 ñòàðøåé ëèãè.

4. Ðàññìîòðèì ÷åòâåðòü öåíòðàëüíîé ÷àñòè � ÷åòûðåõóãîëüíèê CDFE.
Îáîçíà÷èì åãî ïëîùàäü ÷åðåç 2S, òîãäà S � ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà CDE.
Ïîäñ÷èòàåì äëèíû îòðåçêîâ íà êàðòèíêå:

AD = 1
2 ;

BH =
√
3
2 � âûñîòà ïðàâèëüíîãî òðåóãîëüíèêà;

AB = 1−BH = 1−
√
3
2 ;

AC = AP · tg 30◦ =
√
3
6 � èç òðåóãîëüíèêà APC.

Òîãäà

BC

CD
=

AC −AB

AD −AC
=

√
3
6 − (1−

√
3
2 )

1
2 −

√
3
6

=
4
√
3− 6

3−
√
3
.

A

B

C

F

E

D
G

H

P

Òðåóãîëüíèêè CDE è BCE èìåþò îáùóþ âûñîòó, ñëåäîâàòåëüíî, SBCE = BC
CDS,

SBDF = 2S + SBCE =

(
2 +

4
√
3− 6

3−
√
3

)
S =

2
√
3

3−
√
3
S.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

SBDF =
1

2
FD ·BD =

1

2
· CD ·BD =

1

2

(
1

2
−

√
3

6

)
·

(√
3

2
− 1

2

)
=

2
√
3− 3

12
.

Ïîëó÷àåì óðàâíåíèå 2
√
3

3−
√
3
S = 2

√
3−3
12 , îòêóäà S = 2

√
3−3
12 · 3−

√
3

2
√
3

= 9−5
√
3

24 . Èòîãî: èñêîìàÿ ïëîùàäü ðàâíà 8S =

3− 5
3

√
3.

5. Áóäåì ðåøàòü çàäà÷ó íà ÿçûêå îðèåíòèðîâàííûõ ãðàôîâ. Ïóñòü îäíî èç èìåþùèõñÿ óæå ðåáåð âåäåò èç A
è B. Ðàññìîòðèì âñå îðèåíòèðîâàííûå ïóòè â îñòàâøåìñÿ ãðàôå èäóùèå èç B â A. Èõ 18!, òàê êàê ìîæíî ïðîñòî
ïîñëåäîâàòåëüíî âûáèðàòü ñëåäóþùóþ âåðøèíó. Òåïåðü ðàññìîòðèì ëþáîå äðóãîå ðåáðî è ïîñìîòðèì, ñêîëüêî

èç èìåþùèõñÿ ïóòåé îíî �ïîðòèò�. Ïóñòü ýòî ðåáðî CD (C èëè D ìîãóò ñîâïàäàòü ñ A èëè B). �Ñòÿíåì� ýòî
ðåáðîâ â âåðøèíó, è â ïîëó÷èâøåìñÿ ãðàôå áóäåò ðîâíî 17! îðèåíòèðîâàííûõ ïóòåé èç B â A. Îäíà èç âåðøèí
â ðàññìàòðèâàåìîì ïóòè � ýòî ðåáðî CD, êîòîðîå ëèáî âñòðàèâàåòñÿ â èìåþùèé ïóòü ëèáî îäíèì, ëèáî äâóìÿ

ñïîñîáàìè, íî ïðè ýòîì îêàçûâàåòñÿ íàïðàâëåííûì �íå â òó ñòîðîíó� íå áîëåå îäíîãî ðàçà. Òàêèì îáðàçîì, êàæäîå

ðåáðî ïîðòèò íå áîëåå 17! ïóòåé, à 17 îñòàâøèõñÿ ðåáåð èñïîðòÿò íå áîëåå 17 · 17! ïóòåé, ÷òî ìåíüøå 18!. Çíà÷èò
íàéäåòñÿ íå èñïîð÷åííûé ïóòü, äîïîëíèì åãî ðåáðàìè, ÷òîáû âìåñòå ñ ðåáðîì AB îáðàçîâàëñÿ öèêë, ïðîõîäÿùèé

ïî âñåì âåðøèíàì. Âîçìîæíî, ïðè ìû äîáàâèëè ìåíüøå 19 ðåáåð, òîãäà îñòàâøèåñÿ ðåáðà äîáàâèì êàê óãîäíî,

÷òî, î÷åâèäíî, âîçìîæíî. Òàêèì îáðàçîì áóäåò ïîëó÷åí ñâÿçíûé ãðàô.

6. Îòâåò: 60 êì. Ïóñòü 2x � ðàññòîÿíèå îò A äî B. Ïðèðàâíÿåì îòíîøåíèÿ ñêîðîñòåé ïåðâîãî òóðèñòà è

âòîðîãî â äâà óêàçàííûé ìîìåíòà. Òàê êàê îòíîøåíèå ñêîðîñòåé ðàâíî îòíîøåíèå ïðîéäåííûõ â ýòîò ìîìåíò

ïóòåé, ìû èìååì: x
2x−40 = 2x−15

x . Îòñþäà èìååì óðàâíåíèå x2 = (2x − 15)(2x − 40) = 4x2 − 110x + 600, òî åñòü

3x2 − 110x+ 600 = 0. Åãî êîðíè � ýòî 20/3 è 30, îòêóäà ïóòü îò A äî B � ëèáî 40/3, ëèáî 60. Ïåðâûé âàðèàíò

íå âîçìîæåí, òàê êàê 40/3 < 40. Îòñþäà îòâåò: 60 êì.

7. Îòâåò: n = 1 èëè n = 2. Çàìåòèì, ÷òî a1 = n, òàê êàê âñå ÷èñëà äåëÿòñÿ íà 1, è ÷òî âñå ak 6 n. Ñîñòàâèì
òàáëèöó n × n, ãäå íà ïåðåñå÷åíèè k-îé ñòðî÷êè è m-ãî ñòîëáöà ïîñòàâèì 1, åñëè am äåëèòñÿ íà k, è 0 � â

ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Çàìåòèì, ÷òî ÷èñëî åäèíèö â k-îé ñòðî÷êå, ýòî è åñòü ak, îòêóäà ÿñíî, ÷òî ñóììà âñåõ ÷èñëå

â òàáëèöå ðàâíà ñóììå a1 + a2 + . . . + an. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â êàæäîì ñòîëáöå ñòîèò êîëè÷åñòâî íàòóðàëüíûõ

äåëèòåëåé ak, ÷òî ìåíüøå, ÷åì ak, åñëè ak > 3. Çíà÷èò, åñëè ñðåäè ÷èñåë ak åñòü ÷èñëî, áîëüøåå 2, òî ñóììà âñåõ
÷èñåë â òàáëèöå ìåíüøå, ÷åì ñóììà a1+a2+ . . .+an, ÷òî íåâîçìîæíî. Çíà÷èò, âñå ak � ýòî 1 èëè 2, îòêóäà a1 = 1
è a1 = 2, òî åñòü n = 1 èëè 2. Ïðèìåðàìè ÿâëÿþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè 1 è 2, 1.



8. Çàìåòèì, ÷òî ïî íåðàâåíñòâó î ñðåäíèõ 3 = ab + bc + ac > 3
3
√
a2b2c2, îòêóäà abc 6 1. Òîãäà èìååì:

1 + a2(b+ c) = 1 + a(ab+ ac) = 1 + a(3− bc) = 3a+ (1− abc) > 3a. Îòñþäà 1
1+a2(b+c)

6 1
3a . Ñêëàäûâàÿ òðè òàêèõ

íåðàâåíñòâà, èìååì

1

1 + a2(b+ c)
+

1

1 + b2(a+ c)
+

1

1 + c2(a+ b)
6 1

3a
+

1

3b
+

1

3c
=

ab+ bc+ ac

3abc
=

1

abc
,

÷òî è òðåáîâàëîñü.


