
Äâàäöàòü Âòîðîé Ðîññèéñêèé Ôåñòèâàëü þíûõ ìàòåìàòèêîâ

Âòîðîé òóð. Ðåøåíèÿ Ñòàðøåé Ëèãè.

1. Îòâåò: 52. Ïðîíóìåðóåì âñå êàðòû. Ïåòÿ êàæäûì õîäîì, åñëè âîçìîæíî, áóäåò ïåðåâîðà÷èâàòü äâå ÷åòíûå

êàðòû, ÷òîá îíè ñòàëè ðóáàøêîé ââåðõ. Çàìåòèì, ÷òî êîãäà òî Ïåòÿ íå ñìîæåò òàê ïîõîäèòü, òàê êàê îí êàæäûé

ðàç ðóáàøêîé ââåðõ äåëàåò äâå êàðòû, à Âàñÿ êàæäûé õîä, ïåðåâîðà÷èâàåò îäíó ÷åòíóþ êàðòó. Ðàññìîòðèì ýòîò

õîä, ó íàñ çíà÷èò ëèáî 50 ëèáî 49 ÷åòíûõ êàðò ðóáàøêîé ââåðõ, òîãäà Ïåòÿ ïåðåâåðíåò êàðòû òàê, ÷òîáû ñòàëè

âñå ÷åòíûå ðóáàøêîé ââåðõ è õîòÿ áû îäíà íå÷åòíîå. Çíà÷èò ðóáàøêîé ââåðõ 51 êàðòà òî÷íî åñòü, íî íå òðóäíî

çàìåòèòü, ÷òî èõ âñåãäà ÷åòíîå ÷èñëî, òîãäà åñòü 52 êàðòû. Äîêàæåì, ÷òî Âàñÿ ìîæåò íå äàòü áîëüøå ïîëó÷èòü.

Åñëè ïåðåä õîäîì Âàñè êàðò ðóáàøêîé ââåðõ áîëüøå 50, òî åñòü êàêèå-òî äâå ðÿäîì, è èõ Âàñÿ ïåðåâåðíåò, òîãäà

òàêèìè îïåðàöèÿìè, åñëè ñíà÷àëà äåëàòü, ïîñëå õîäà Âàñè áóäåò íå áîëåå 50 ðóáàøêîé ââåðõ, à òîãäà ïîñëå õîäà

Ïåòè ìàêñèìóì 52.

2. Ïóñòü ïëîñêîñòü ðàçäåëèëà ìíîæåñòâî âåðøèí îñíîâàíèÿ íà ãðóïïû ïî a è b øòóê, ãäå a > b. Òîãäà ýòà

ïëîñêîñòü ïåðåñåêàåò ìàêñèìóì 2b ðåáåð îñíîâàíèÿ è ìàêñèìóì a ðåáåð èäóùèõ èç âåðøèíû. Òîãäà êîëè÷åñòâî

ðåáåð, êîòîðîå îíà ïåðåñåêàåò íå ïðåâîñõîäèò a+ 2b, ÷òî íå áîëüøå 150. Ïðèìåð ñòðîèòñÿ èç îöåíêè.

Îòâåò: 150 ðåáåð.

3. Ïî íåðàâåíñòâó î ñðåäíèõ ìû èìååì a3+2 = a3+1+1 > 3
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4. Ïóñòü f = (a, b) íàéäåì òàêèå c è d, ÷òî bc−ad = f (ýòî ëèíåéíîé ïðåäñòàâëåíèå ÍÎÄ, êîòîðîå ñóùåñòâóåò).

Äîêàæåì, ÷òî ïðè òàêèõ c è d ÷èñëà an+ b è cn+ d âçàèìíî ïðîñòû.

Ðàññìîòðèì ðàçíîñòü b
f (an + c) − a

f (bn + d) = bc−ad
f = 1, îòêóäà ïîëó÷àåì, ÷òî ÷èñëà an + c è bn + d íå ìîãóò

èìåòü îáùèõ äåëèòåëåé.

5. Èç óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî ëó÷è AB è DC ïåðåñåêàþòñÿ (îáîçíà÷èì òî÷êó èõ ïåðåñå÷åíèÿ ÷åðåç E). Òàêæå
ëó÷è BC è AD ïåðåñåêàþòñÿ (îáîçíà÷èì òî÷êó èõ ïåðåñå÷åíèÿ ÷åðåç F ). Çàìåòèì, ÷òî òîãäà òðåóãîëüíèê BKC
ðàâåí òðåóãîëüíèêó BEC, à òðåóãîëüíèê CLD ðàâåí òðåóãîëüíèêó CFD. Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî ïðÿìûå EC è

FC � áèññåêòðèñû òðåóãîëüíèêà AEF . Çíà÷èò è AC áèññåêòðèñà óãëà BAD.

6. Ïóñòü òî÷êà Q íà ëó÷å AD òàêîâà, ÷òî AQ = 2R. Îáîçíà÷èì òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ IaQ è AB ÷åðåç

P . Çàìåòèì, ÷òî AL = 2R ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî L = Q, èëè, ÷òî òîæå ñàìîå, K = P . À ýòî óæå ðàâíîñèëüíî

òîìó, ÷òî APIa = 90◦ + 3γ/4.
Ïóñòü H è U � îñíîâàíèÿ ïåðïåíäèêóëÿðîâ èç òî÷êè Ia íà ïðÿìûå AC è AQ ñîîòâåòñòâåííî. Òàê êàê Ia

öåíòð âíåâïèñàííîé îêðóæíîñòè, òî AH = p, à çíà÷èò AI2a = p2 + r2a. Òîãäà AU = ra + ha è UI2a = AI2a − AU2 =
p2 + r2a − (ra + ha)

2. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî UQ = |AU −AQ| = |ra + ha − 2R|.

QI2a = UI2a + UQ2 = p2 + r2a − (ra + ha)
2 + (ra + ha − 2R)2 = r2a + p2 + 4R2 − 4R(ra + ha)

Èç ôîðìóëû Ãåðîíà, à òàêæå ôîðìóë S = (p− a)ra, 4RS = abc, 2S = aha ñëåäóåò, ÷òî r2a + p2 = 4Rra + 2Rha,
à çíà÷èò QI2a = 2R(2R− ha).

Òàê êàê QI2a = QD · QA = 2R(2R − ha), òî òðåóãîëüíèêè QIaD è QAIa ïîäîáíû, è ñëåäîâàòåëüíî ∠QIaD =
∠QAIa.

Èìååì ∠IaAD = ∠IaAB − ∠IaBD = α/2− (90◦ − β) = β−γ
2 .

Ñëåäîâàòåëüíî ∠QIaD = β−γ
2 . ∠QIaA = ∠QIaD + ∠AIaD = (α − β)/2 + ∠AIaD. Ñ÷èòàÿ óãëû, ïîëó÷àåì,

÷òî óòâåðæäåíèå, ÷òî DI áèññåêòðèñà óãëà AIaB ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî ∠AIaD = γ/4, à ýòî òîæå ñàìîå, ÷òî è
∠APIa = 90◦ + 3γ/4.

7. Ïîâåðíåì êàðòèíêó íà 45◦:



×òîáû ïîñòðîèòü òàêóþ ëîìàíóþ, ìû ñíà÷àëà ïðîâîäèì èç òî÷êè (0, 0) ãîðèçîíòàëüíûé îòðåçîê. Äàëåå ó íàñ
âûáîð èç òðåõ âåðøèí, ëåæàùèõ íà îäíîé âåðòèêàëè, ÷òîáû ïðîâåñòè âåðòèêàëüíîå çâåíî. Ïîòîì ìû (îäíîçíà÷íî)

ïðîâîäèì åùå ãîðèçîíòàëüíûé îòðåçîê. Äëÿ ñëåäóþùåãî âåðòèêàëüíîãî îòðåçêà ìû èìååì âûáîð èç 5 âåðøèí è

ò.ä.

Îòâåò: êîëè÷åñòâî ëîìàíûõ ðàâíî (2n− 1)!! = 1 · 3 · . . . · (2n− 1) = (2n−1)!
2n−1(n−1)!

.

8. Ïîñòàâèì íà ìåñòî íîìåð 2011 ÷èñëî 0, íà ìåñòî íîìåð 1 ïîñòàâèì ÷èñëî x, à íà ìåñòî íîìåð 2 ïîñòàâèì

÷èñëî 2. Íà âñå îñòàëüíûå ìåñòà îò 3 äî 2010 ïîñòàâèì ÷èñëà îò 3 äî 2010. Äîêàæåì, ÷òî ìû ñìîæåì ïîäîáðàòü

òàêîå öåëîå x ÷òîáû âûïîëíÿëîñü óñëîâèå çàäà÷è. Çàïèøåì óñëîâèå íà ðàâåíñòâî ñóììû è ñóììû ïîïàðíûõ

ïðîèçâåäåíèé:

0 · x+ x · 2 + 2 · 3 + 3 · 4 + . . .+ 2009 · 2010 + 2010 · 0 = x+ 2 + 3 + 4 + . . .+ 2010

òî åñòü x = 2+3+4+ . . .+2010− 2 · 3− 3 · 4− . . . 2009 · 2010, î÷åâèäíî, ÷òî ýòî öåëîå îòðèöàòåëüíîå ÷èñëî. Òàêèì
îáðàçîì âñå ïîñòàâëåííûå ÷èñëà ðàçëè÷íû è óäîâëåòâîðÿþò íóæíîìó ðàâåíñòâó.

9. Äîêàæåì, ÷òî ÷åðåç ðåáðî uv ïðîõîäèò ÷åòíîå ÷èñëî ãàìèëüòîíîâûõ öèêëîâ. Ðàññìîòðèì íîâûé ãðàô G,
â êîòîðîì âåðøèíû ñîîòâåòñòâóþò ãàìèëüòîíîâûì ïóòÿì èñõîäíîãî ãðàôà, íà÷èíàþùèõñÿ âåðøèíîé u è ðåáðîì

uv. Åñëè π = uv . . . tx � òàêîé ïóòü, è xp � ðåáðî, âåäóùåå èç x íå â u è íå â t, òî ìîæíî ïîñòðîèòü äðóãîé

ãàìèëüòîíîâ ïóòü, ñîäåðæàùèé ðåáðî xp è íå ñîäåðæàùèé ïîäõîäÿùåãî ðåáðà pw èç ïåðâîãî ïóòè (à â îñòàëüíîì

ñîäåðæàùèì òå æå ðåáðà, ÷òî π). Âîò òàêèå äâà ïóòè, ïîëó÷àþùèåñÿ äðóã èç äðóãà îïèñàííîé çàìåíîé, è ñîåäèíèì
ðåáðîì â ãðàôå G. Êàêîâà ñòåïåíü ïóòè π â ýòîì ãðàôå? Îíà ðàâíà êîëè÷åñòâó ðåáåð èñõîäíîãî ãðàôà, âåäóùèõ

èç x íå â u è íå â t. Òî åñòü ÷åòíà, åñëè x è u íå ñìåæíû è íå÷åòíà, åñëè ñìåæíû. Íî òîãäà ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî

âåðøèí íå÷åòíîé ñòåïåíè â G ðîâíî ñòîëüêî æå, ñêîëüêî ãàìèëüòîíîâûõ öèêëîâ â èñõîäíîì ãðàôå, ñîäåðæàùèõ

uv. Îòêóäà è âûòåêàåò òðåáóåìîå.

10. Íàì ïîíàäîáèòñÿ èçâåñòíàÿ ëåììà: åñëè ìíîãî÷ëåí g(x) ñòåïåíè íå âûøå k ïðèíèìàåò öåëûå çíà÷åíèÿ â

k + 1 ïîñëåäîâàòåëüíîé öåëîé òî÷êå, òî îí ïðèíèìàåò öåëûå çíà÷åíèÿ âî âñåõ öåëûõ òî÷êàõ. Ëåììà äîêàçûâà-

åòñÿ èíäóêöèåé ïî k: áàçà k = 0 î÷åâèäíà, äëÿ ïåðåõîäà äîñòàòî÷íî ïðèìåíèòü èíäóêöèîííîå ïðåäïîëîæåíèå ê

ìíîãî÷ëåíó g(x+ 1)− g(x) è k − 1 âìåñòî k.
Ïðèìåíÿÿ ëåììó ê ìíîãî÷ëåíó h(x) = (f(x)− f(0))/x è k = n− 1 (ïî óñëîâèþ h(x) öåëîå äëÿ x = 1, 2, . . . , n)

ïîëó÷àåì, ÷òî h(x) öåëîå ïðè âñåõ öåëûõ x.
Ðåøàåì çàäà÷ó èíäóêöèåé ïî n. Áàçà n = 1 ïîíÿòíà. Ïåðåõîä îò n − 1 ê n. Ðàññìîòðèì íîâûé ìíîãî÷ëåí

f1(x) = f(x + 1) − f(x). Îí èìååò ñòåïåíü n − 1 è, êàê ëåãêî âèäåòü, óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ äëÿ n − 1 âìåñòî

n. Ïîëîæèì P (x, y) = (f(x) − f(y))/(x − y). Èíäóêöèîííîå ïðåäïîëîæåíèå äëÿ ìíîãî÷ëåíà f1 ãîâîðèò íàì, ÷òî
P (a+ 1, b+ 1)− P (a, b) öåëîå äëÿ ðàçëè÷íûõ öåëûõ a, b. Îòñþäà ïî èíäóêöèè ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî âñå âûðàæåíèÿ

P (a+ k, b+ k) ñ öåëûìè k ïîïàðíî ñðàâíèìû ïî ìîäóëþ 1 (òî åñòü èõ ðàçíîñòè öåëûå). Ñðåäè òàêèõ âûðàæåíèé

åñòü è P (a− b, 0) = h(a− b), êîòîðîå, êàê ìû çíàåì, öåëîå. Çíà÷èò, è P (a, b) öåëîå, ÷òî è òðåáîâàëîñü.

Ðåøåíèÿ Ìëàäøåé Ëèãè.

1. Ñì. ðåøåíèå çàäà÷è 1 ñòàðøåé ëèãè.

2. 97 äèàãîíàëåé 100-óãîëüíèêà ðàçáèâàåò åãî íà 98 òðåóãîëüíèêîâ. Â êàæäîì èç òðåóãîëüíèêîâ åñòü íåïåðå-

ñå÷åííàÿ ñòîðîíà, îäíàêî, íåêîòîðûå òàêèå ñòîðîíû ìîãóò �îáñëóæèâàòü� äâà òðåóãîëüíèêà. Çíà÷èò âñåãî íåïå-

ðåñå÷åííûõ îòðåçêîâ íå ìåíüøå, ÷åì 98/2 = 49, ïåðåñå÷åííûõ, ñòàëî áûòü, íå áîëüøå, ÷åì 100 + 97 − 49 = 148.
Òàêîå âîçìîæíî, åñëè ïðÿìàÿ ïåðåñåêàåò âñå ñòîðîíû n-óãîëüíèêà (òàêîé ïðèìåð õîðîøî èçâåñòåí), à òðèàíãóëÿ-
öèÿ óñòðîåíà òàê, ÷òî ëþáîìó òðåóãîëüíèêó ðàçáèåíèÿ ïðèíàäëåæèò õîòü îäíà ñòîðîíà 100-óãîëüíèêà. Ìîæíî

âèäåòü, ÷òî ýòîãî óäàåòñÿ äîáèòüñÿ.

3. Çàìåòèì, ÷òî a2−b2

c = a+b
c · (a − b) > 2(a − b). Òàê æå çàìåòèì, ÷òî c2−b2

a = c+b
a · (c − b) > 2(c − b) (çäåñü

âàæíî îòìåòèòü, ÷òî c − b 6 0). Íàêîíåö, èìååì a2−c2

b = a+c
b · (a − c) > a − c. Ñêëàäûâàÿ ýòè òðè íåðàâåíñòâà,

ïîëó÷àåì òðåáóåìîå.

4. Ñì. ðåøåíèå çàäà÷è 4 ñòàðøåé ëèãè.

5. Ñì. ðåøåíèå çàäà÷è 5 ñòàðøåé ëèãè.

6. Ïóñòü ñåðåäèííûé ïåðïåíäèêóëÿð ê OH ïåðåñåê ñòîðîíó AB â òî÷êåX è ñòîðîíó BC â òî÷êå Y . ÎòðàçèìH
ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî ñòîðîíû AB è ïîëó÷èì òî÷êó HC , ëåæàùóþ, êàê èçâåñòíî, íà îïèñàííîé îêðóæíîñòè.

Òîãäà ÿñíî, ÷òî 2OX = OX + XH = OX + XHC > R. Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì, ÷òî 2OY > R. Òàêèì îáðàçîì

2OX + 2OY > R+R = 2R, îòêóäà ñëåäóåò òðåáóåìîå.

7. Ñì. ðåøåíèå çàäà÷è 7 ñòàðøåé ëèãè.

8. Ñì. ðåøåíèå çàäà÷è 8 ñòàðøåé ëèãè.


