
Äâàäöàòü Òðåòèé �îññèéñêèé Ôåñòèâàëü þíûõ ìàòåìàòèêîâ�åëåíäæèê, 10.10.2012Ìëàäøàÿ ëèãà. ×åòâåðòûé òóð.1. Òðè ïàðàáîëû y = ax2 − bx− c, y = bx2 − cx− a, y = cx2 − ax− b ïðîõîäÿò÷åðåç îäíó òî÷êó. Äîêàæèòå, ÷òî a = b = c.2. �àññìîòðèì êâàäðàò 1099 × 1099 êëåòîê. Â êàæäîì èç 11002 óçëîâ ýòîãîêâàäðàòà ñèäèò æóê. Ìîãóò ëè âñå ýòè æóêè ïåðåïîëçòè â äðóãîå ìåñòî (íåîáÿçàòåëüíî â óçëû) òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:À) åñëè ðàññòîÿíèå ìåæäó æóêàìè áûëî íå ìåíåå 100, òî ïîñëå ïåðåïîëçàíèÿîíî óìåíüøèòñÿ õîòÿ áû âäâîå; è Á) åñëè ðàññòîÿíèå ìåæäó æóêàìè áûëî íåáîëåå 10, òî ïîñëå ïåðåïîëçàíèÿ îíî óâåëè÷èòñÿ õîòÿ áû âäâîå?3. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ÷èñëà îò 1 äî 2n ðàçáèòü íà ïàðû òàê, ÷òîáûíè äëÿ êàêèõ äâóõ ïàð (k, ℓ) è (k + 1,m) íå áûëî áû k < m < ℓ?4. Íà ðèñóíêå ïîêàçàíà ñõåìà óëèö ãîðîäà (ñåìèóãîëüíèê ïðàâèëüíûé). Çàêàæäûé ïîâîðîò ìàøèíû íà óãîë α◦ âûïèñûâàåòñÿ øòðà� íà α ðóáëåé. Êàêîáúåõàòü âåñü ãîðîä, ñòàðòîâàâ â ñåðåäèíå îäíîé èç ñòîðîí,ïîáûâàâ ðîâíî ïî îäíîìó ðàçó íà êàæäîì îòðåçêå êàæäîéèç óëèö, è âåðíóòüñÿ â èñõîäíóþ òî÷êó, íàáðàâ ïî äîðîãåøòðà�îâ íà êàê ìîæíî ìåíüøóþ ñóììó?5. Íàéäèòå âñå òàêèå �óíêöèè f : R → R, ÷òî

f(x+ y) = f(x)f(y)f(xy) ïðè âñåõ x, y ∈ R.6. Â ðàâíîáåäðåííîì òðåóãîëüíèêå ABC íà îñíîâàíèè AC âûáðàíà òî÷êà P .Òî÷êè X è Y íà ñòîðîíàõ AB è BC ñîîòâåòñòâåííî òàêîâû, ÷òî PX ‖ BC,
PY ‖ AB. Òî÷êà K � ñåðåäèíà äóãè AC (íå ñîäåðæàùåé òî÷êó B) îïèñàííîéîêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC. Äîêàæèòå, ÷òî KP ⊥ XY .7. Ïî íàòóðàëüíîìó ÷èñëó anan−1 . . . a0 ïîñòðîèëè ìíîãî÷ëåí

f(x) = anx
n + an−1x

n−1 + . . .+ a1x+ a0 ,êîòîðûé, êàê îêàçàëîñü, ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ìíîãî-÷ëåíîâ ñ öåëûìè êîý��èöèåíòàìè: f(x) = g1(x)g2(x). Äîêàæèòå, ÷òî ìíîãî÷ëåí
g1(x) + g2(x) íå äåëèòñÿ íà x2 + x− 1.8. �ðà� G, ñîäåðæàùèé 100 âåðøèí, óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâó: åñëè âûáðàòü âíåì 4 ðàçëè÷íûå âåðøèíû A,B,C,D òàêèå, ÷òî A ñìåæíà ñ B, B ñìåæíà ñ
C è C ñìåæíà ñ D, òî ñðåäè ýòèõ ÷åòûðåõ âåðøèí åùå êàêèå-òî äâå ñìåæíû.Äîêàæèòå, ÷òî â ãðà�å G íàéäóòñÿ òàêèå äâå âåðøèíû X è Y , ÷òî êàæäàÿ èçîñòàëüíûõ 98 âåðøèí ëèáî ñìåæíà è ñ X , è ñ Y , ëèáî íå ñìåæíà íè ñ X , íè ñ Y .9. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî íå÷åòíîãî k íàéäåòñÿ íàòóðàëüíîå n, òàêîå ÷òî
nn + k äåëèòñÿ íà 22012.10. Ïóñòü S � îïèñàííàÿ îêðóæíîñòü ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà ABC(AB = BC). Îêðóæíîñòü S1 êàñàåòñÿ ìåíüøåé äóãè AB îêðóæíîñòè S â òî÷êå
P è ñòîðîíû AB. Îêðóæíîñòü S2 êàñàåòñÿ ìåíüøåé äóãè BC îêðóæíîñòè Sâ òî÷êå Q è ñòîðîíû BC. Ïóñòü ïðÿìàÿ m � òàêàÿ âíåøíÿÿ êàñàòåëüíàÿ êîêðóæíîñòÿì S1 è S2, ÷òî èõ öåíòðû è òî÷êà B ëåæàò ïî ðàçíûå ñòîðîíû îòïðÿìîé m. Ïðÿìàÿ m ïåðåñåêàåò îòðåçêè AB è BC â òî÷êàõ X è Y ñîîòâåò-ñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìûå PXè QY ïåðåñåêàþòñÿ íà áèññåêòðèñå óãëà B.
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