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ПРЕДИСЛОВИЕ
До настоящего времени в школьном курсе математики и других естественных наук господствовала только одна идея - о существовании однозначных связей между явлениями и событиями. Эти связи представлены в форме законов физики, химии, математики. Но окружающий нас мир полон случайностей. Это землетрясения, ураганы, подъемы и спады экономического развития, войны, болезни, случайные встречи и т. д.
Поэтому возникает необходимость формирования у школьников современного мировоззрения, для которого одинаково важны представления и о жестких связях, и о случайном. Без знания понятий и методов теории вероятностей и статистики невозможна организация эффективного конкурентоспособного производства, внедрения новых лекарств и методов лечения в медицине, обеспечение страховой защиты граждан от непредвиденных обстоятельств, проведение обоснованной социальной политики.
При изучении статистики и теории вероятностей обогащаются представления о современной картине мира и методах его исследования, формируется понимание роли статистики как источника социально значимой информации и закладываются основы вероятностного мышления.
Предлагаемый курс «В мире закономерных случайностей» дает возможность учащимся, занимающимся в классах различного профиля, получить представления о статистических закономерностях в реальном мире и о различных способах их изучения, об особенностях выводов и прогнозов, носящих вероятностный характер.
Познавательный материал курса будет способствовать формированию функциональной грамотности - умению воспринимать и анализировать информацию, представленную в различных формах, понимать вероятностный характер многих реальных зависимостей, производить простейшие вероятностные расчеты.
Особенностью курса является возможность использовать компьютер в качестве универсального средства, позволяющего в считанные секунды провести миллионы случайных экспериментов и получить достаточно точные статистические оценки вероятности.
К курсу прилагаются программы, используя которые, учащиеся могут контролировать решение задачи из курса комбинаторики и статистики, проводить виртуальные эксперименты.
Курс рассчитан на 34 учебных часа. Итогом курса является выполнение учениками проектных работ и их защита.
Цели курса:
-развитие вероятностного мышления;
-воспитание понимания значимости математики для научно-технического прогресса.
Задачи:
—развивать представления о вероятностно-статистических закономерностях в окружающем мире; -развивать логическое мышление;
-совершенствовать интеллектуальные и речевые умения путем обогащения математического языка.
Основные требования к уровню подготовки учащихся:
В результате изучения курса учащиеся должны:
-понимать вероятностный характер различных процессов окружающего мира;
-уметь вычислять вероятность случайного события, пользуясь различными способами ее определения;
-анализировать реальные числовые данные, представленные в виде таблиц, диаграмм, графиков.
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Содержание программы 
Тема 1. Наглядное представление информации (2 ч)
Использование табличного процессора для представления статистических данных и построения диаграмм. Виды диаграмм. Результаты обучения:
· уметь читать готовые диаграммы, извлекая из них нужную информацию;
· строить по имеющимся статистическим данным таблицы и диаграммы заданного типа;
· самостоятельно выбирать наиболее подходящий для представления указанных данных тип диаграммы.
· использовать табличный процессор для наглядного представления информации.

Тема 2. Описательная статистика (3 ч)
Среднее арифметическое, медиана, мода, размах числового
ряда.
Результаты обучения:
-	знать характеристики числового ряда;
· вычислять моду, медиану, среднее арифметическое, размах числового ряда;
· уметь использовать характеристики для описания числовых рядов.
· 
2
Тема 3. Комбинаторика (1ч)
Перестановки, сочетания, размещения. Результаты обучения:
· знать формулы комбинаторики;
· уметь использовать формулы комбинаторики для решения
задач.

Тема 4. Математическое описание случайных событий (12 ч)
Случайные опыты. Элементарные события. Статистическая вероятность. Классическое определение вероятности. Противоположные события. Диаграммы Эйлера. Несовместные события. Противоположные события. Правило сложения вероятностей. Умножение вероятностей. Геометрическая вероятность. Независимые повторные испытания. Формула Бернулли.
Результаты обучения:
· иметь представление об элементарном событии, равновозможных, благоприятствующих, противоположных, несовместных и независимых событиях;
· вычислять вероятность элементарного события в опыте с равновозможными событиями;
· уметь использовать диаграммы Эйлера для графической иллюстрации взаимосвязей между различными событиями;
· знать классическое, статистическое, геометрическое определения вероятности;
· знать и уметь использовать правила сложения и умножения вероятностей;
-	знать формулу Бернулли, уметь применять ее при решении задач.
Тема 5. Случайные величины (6 ч)
Примеры случайной величины, распределение вероятностей случайной величины. Числовые характеристики случайных величин: математическое ожидание, дисперсия.
Результаты обучения:
-	уметь приводить примеры случайных величин;
· выделять на интуитивном уровне из множества различных величин дискретные;
· понимать, что такое распределение случайной величины, уметь составлять таблицы распределения случайных величин;
· знать определение математического ожидания конечной случайной величины;
· уметь вычислять математическое ожидание случайной величины;
· знать свойства математического ожидания и уметь использовать их при решении простых задач;
· знать, что важным свойством распределения случайной величины является рассеивание случайной величины;
· уметь вычислять дисперсию и стандартное отклонение случайной величины.
Тема 6. Случайные величины в статистике (3 ч)
Выборочный метод. Закон больших чисел. Результаты обучения:
· познакомить учащихся с понятием генеральной совокупности;
· рассмотреть методы ее представления;
· познакомить учащихся с законом больших чисел, рассмотреть примеры его применения.
                                                              Тема 7. Разработка проектов (5 ч)
Самостоятельная работа учащихся и консультация учителя. Результаты обучения:
-	развивать умение исследовать, проектировать ситуацию.
                                       Тема 8. Защита проектов (1ч) Результаты обучения:
-	уметь представлять результаты своего труда.
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Тема 1
                                                 НАГЛЯДНОЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЕ ИНФОРМАЦИИ 
                                                                  Занятия 1-3
Цели: научить учащихся построению по имеющимся статистическим данным таблиц и диаграмм заданного типа; использовать табличный процессор для наглядного представления информации; читать готовые диаграммы, извлекая из них нужную информацию.
Методы обучения: беседа, выполнение практических работ на компьютере, демонстрация на компьютере, решение задач.
Форма контроля: проверка выполненных на компьютере упражнений, самостоятельно решенных задач.
Ход занятия
Объяснение нового материала.
На экран проецируется изображение окна табличного процессора. В ходе объяснения учитель выполняет описываемые в лекции действия на компьютере.
Лекция-демонстрация.
«Статистика знает всё», - утверждали Ильф и Петров в своем знаменитом романе «Двенадцать стульев» и продолжали: «Известно, сколько какой пищи съедает в год средний гражданин республики... Известно, сколько в стране охотников, балерин, станков, велосипедов, памятников, маяков и швейных машинок... Как много жизни, полной пыла, страстей и мысли, глядит на нас со статистических таблиц!..» Это ироническое описание дает довольно точное представление о статистике (от лат. status - состояние) - науке, изучающей, обрабатывающей и анализирующей количественные данные о самых
разнообразных массовых явлениях в жизни. Экономическая статистика изучает изменение цен, спроса и предложения на товары, прогнозирует рост и падение производства и потребления. Медицинская статистика изучает эффективность различных лекарств и методов лечения, вероятность возникновения некоторого заболевания в зависимости от возраста, пола, наследственности, условий жизни, вредных привычек, прогнозирует распространение эпидемий. Демографическая статистика изучает рождаемость, численность населения, его состав (возрастной, национальный, профессиональный). А есть еще статистика финансовая, налоговая, биологическая, метеорологическая...
Статистика имеет многовековую историю. Уже в древнем мире вели статистический учет населения. Однако произвольные толкования статистических данных, отсутствие строгой научной базы статистических прогнозов позволили в конце ХГХ века английскому премьер-министру Б. Дизраэли не без основания заметить: «Есть три вида лжи: просто ложь, наглая ложь и статистика». В XX веке появилась математическая статистика - наука, основанная на законах теории вероятностей. Соединение накопленных к этому времени практических методов обработки данных с математическим аппаратом теории вероятностей превратило эти две отрасли человеческого знания в мощный инструмент для исследования законов природы и общества.
Статистические данные. Так называют данные (чаще всего -числовые), полученные в результате различных наблюдений, опросов, экспериментов.
Статистических данных всегда нужно много. Чтобы не «утонуть» в этом море цифр, их представляют в удобном для человека виде. Наиболее простой и употребительной формой такого представления является таблица.
Любой из нас, открывая книгу или газету, включая телевизор или попадая на вокзал, постоянно сталкивается с табличной формой представления информации: расписание уроков, расписание движения поездов, таблица умножения, таблицы спортивных чемпионатов, программа телепередач и т. д.
Появившиеся во второй половине прошлого века электронно-вычислительные машины многократно расширили возможности, связанные с обработкой статистических данных. Но настоящую революцию в автоматизации статистических исследований произвел персональный компьютер, появившийся с 80-х годов XX века на рабочем столе каждого статистика. Сегодня существуют десятки и даже сотни специализированных программ, предназначенных для обработки и анализа статистических данных. Упомянем здесь лишь наиболее популярные среди специалистов: SPSS, Statistica, STADIA, ЭВРИСТА и др. Использование таких пакетов полностью избавляет исследователя от рутинного счета и позволяет сосредоточиться на творческих вопросах: постановке задачи, выборе наиболее оптимальных методов ее решения, интерпретации результатов.
Однако использование любого из этих пакетов в школе, безусловно, вызовет массу трудностей. Придется потратить значительные усилия на освоение интерфейса, специальных терминов и т. д., чтобы использовать потом меньше 1 % всех возможностей пакета.
К счастью, есть еще одна разновидность программ, удачно сочетающих простоту использования с огромными вычислительными возможностями. Речь идет об электронных таблицах. Появившись почти одновременно с персональными компьютерами, эти замечательные программы завоевали огромную популярность среди экономистов, финансистов, социологов и других специалистов, которые, не будучи профессионалами в области статистических исследований, тем не менее вынуждены по долгу службы заниматься в той или иной форме анализом статистической информации.
На уроках информатики вы наверняка знакомились с электронной таблицей MS Excel, которая есть сейчас на любом персональном компьютере, работающем в Windows.
Принцип работы электронной таблицы очень прост. Как и "Зычная «бумажная» таблица, она состоит из строк и столбцов, на пересечении которых образуются ячейки. В ячейках можно \ранить данные - числа, строки, даты. Каждая ячейка имеет индивидуальный адрес, состоящий из буквы (столбец) и числа (строка).
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Вот такая умная таблица! Если же какой-то адрес в формуле корректировать не нужно, то необходимо записать его в так называемом абсолютном представлении, поставив специальный знак «$» перед буквой и числом, например: $В$3. Это адрес той же ячейки ВЗ, но при копировании формулы с таким адресом он корректироваться не будет.
Теперь несложно сообразить, какими действиями можно заполнить столбец «На руки»: сначала вводим в ячейку D2 формулу = В2 -С2, а затем протягиваем ее на весь столбец.
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	ФИО
	Оклад
	Налог
	На руки

	 2
	Иванов
	3200
	416
	2784

	   
	Петров
	5600
	728
	4872

	4
	Сидоров
	4200
	546
	3654

	5
	Николаев
	3800
	494
	3306

	1 6
	Итого
	
	
	

	и < ► и \Зарплата/
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Кроме обычных арифметических операции В формулах могут использоваться самые разные математические (и В том числе статистические) функции. Для вызова библиотеки функции достаточно при вводе формулы нажать на кнопку- «Вставка функции». Функция суммирования настолько часто используется В таблицах, что для нее сделана отдельная кнопка со знаком суммирования 1 Именно с ее помощью заполнена последняя, итоговая строка нашей таблицы:

	
	аблица 1
	
	
	

	1
	А
	В
	С
	D

	2
	Иванов
	3200
	416
	2784

	3
	Петров
	5600
	728
	4872

	4
	Сидоров
	4200
	546
	3654

	5
	Николаев
	3800
	494
	3306

	6
	Итого
	16800
	2184
	14616

	
	► и \Зарплата/
	
	


Итак, мы убедились, что таблицы позволяют представить статистическую информацию в более удобной для восприятия форме. Еще более удобным для человека способом представления информации является графический.
Кроме замечательных вычислительных «способностей», современные электронные таблицы обладают не менее замечательными - графическими.
А для начала вспомним, что такое диаграммы, их разновидности и параметры.
Диаграмма - это чертеж, на котором численные данные представлены с помощью геометрических объектов (точек, линий, фигур различной формы и различных цветов) и вспомогательных элементов (осей координат, условных обозначений, заголовков и т. п.). В зависимости от типа используемых геометрических объектов диаграммы делятся на точечные, линейные, плоскостные и пространственные (объемные). Плоскостные и пространственные диаграммы могут составляться из объектов различной формы и бывают, например, столбиковыми, круговыми, фигурными и т. д. На рисунке представлена объемная столбиковая диаграмма.


 (
□ Ручки 
В 
Карандаши □ Пеналы
2003
2004
2005
)

Сравнение и сопоставление геометрических объектов на диаграммах может происходить по различным измерениям: по площади фигуры или ее высоте, по местонахождению точек, по их густоте, по интенсивности цвета и т. д. Кроме того, данные могут быть представлены в прямоугольной или полярной системе координат.




При построении диаграмм двухмерная таблица преобразуется в двухмерное графическое представление. Чаще всего одним из элементов диаграммы являются оси (кроме случая круговых диаграмм). На вертикальной оси (Y) откладываются числовые значения (столбцы/строки), для которых строится график. На горизонтальной оси (X) - категории. Для увеличения наглядности диаграмм оси X и Y могут иметь наименование (заголовки осей).
Каждое значение числа из диапазона, по которому строится диаграмма, преобразуется в информационную точку (в столбиковой диаграмме это столбец, в круговой - сегмент круга).
Диаграмме можно также присвоить заголовок, который отражает ее содержание и назначение.
При построении диаграммы очень важно выбрать такой способ изображения статистических данных, который может представить их наиболее наглядно. Для этого необходимо подобрать наиболее подходящий тип диаграммы и ее параметры, обратить внимание на ее размер (он должен соответствовать назначению) и общую композицию рисунка.
[image: ]
Наиболее наглядными и поэтому часто используемыми являются следующие виды диаграмм: столбчатая, линейная, круговая (секторная).
                                             Столбчатая диаграмма используется для наглядного сравнения данных либо для представления изменения данных за определенный промежуток времени.
Принцип построения такой диаграммы состоит в изображении статистических показателей в виде поставленных по вертикали прямоугольников - столбиков. Каждый столбик изображает величину отдельного уровня исследуемого статистического ряда. Таким образом, сравнение статистических показателей возможно потому, что все сравниваемые показатели выражены в одной единице измерения.








Правила построения столбчатых диаграмм допускают одновременное расположение на одной горизонтальной оси изображений нескольких показателей.
Разновидностями столбчатых диаграмм являются полосовые диаграммы. Их отличие состоит в том, что масштабная шкала расположена по горизонтали и она определяет величину полос по длине.










Столбчатые и полосовые диаграммы как прием графического изображения статистических данных, по существу, взаимозаменяемы, то есть рассматриваемые статистические показатели равно могут быть представлены как столбиками, так и полосами. В обоих случаях для изображения величины явления используется одно измерение каждого прямоугольника - высота столбика или длина полосы. Поэтому и сфера применения этих двух диаграмм в основном одинакова.

Достаточно распространенным способом графического изображения структуры статистических совокупностей является круговая диаграмма, так как идея целого очень наглядно выражается кругом, который представляет всю совокупность.

                                                                            
 (
Возраст
 
сотрудников
 10%
35%
)










Относительная величина каждого значения изображается в виде сектора круга, площадь которого соответствует вкладу этого значения в сумму значений. Этот вид графиков удобно использовать, когда нужно показать долю каждой величины в общем объеме.
Для этого строятся круги, пропорциональные объему изучаемого признака, а затем секторами выделяются его отдельные части.
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Для изображения и вынесения суждений о развитии явления во времени строятся диаграммы динамики, при этом используются столбчатые, круговые, полосовые, радиальные и другие диаграммы. Выбор вида диаграмм зависит в основном от особенностей исходных данных, цели исследования. Например, если имеется ряд динамики с несколькими уровнями во времени (1914, 1949, 1980, 1985, 1996, 2000, 2005 гг.), то часто для наглядности используют столбчатые или круговые диаграммы. Они зрительно впечатляют, хорошо запоминаются, но не подходят для изображения большого числа уровней, так как получаются слишком громоздкими.

                      0 J[image: ]
    2000 2001 2002 2003 2004 2005
                 —•—Экспресс —♦—Стрела	Юность
Когда число уровней в ряду динамики велико, целесообразно применять линейные диаграммы, которые воспроизводят непрерывность процесса развития в виде непрерывной ломаной линии. Кроме того, линейные диаграммы удобно использовать, если целью исследования является изображение общей тенденции и характера развития явления; когда на одном графике необходимо изобразить несколько динамических рядов с целью их сравнения; если наиболее существенным является сопоставление темпов роста, а не уровней.
Для построения линейных графиков применяют систему прямоугольных координат. Обычно по оси абсцисс откладывается время (годы, месяцы и т. д.), а по оси ординат - размеры изображаемых явлений или процессов. На оси ординат наносят масштабы.
Нередко на одном линейном графике приводится несколько кривых, которые дают сравнительную характеристику динамики различных показателей или одного и того же показателя.
Однако на одном графике не следует помещать более трех-четырех кривых, так как большое их количество неизбежно осложняет чертеж и линейная диаграмма теряет наглядность.
Еще один интересный тип диаграмм позволяет наглядно показать наличие (или отсутствие) связи между двумя различными величинами. Пусть, например, имеются данные о площади и стоимости квартир, полученные из газетных объявлений:

	Площадь, кв. м
	0
	6
	8,8
	4,2
	4
	4,6
	5
	9
	7,4
	6,6

	Цена, тыс. долл. США
	4
	2
	7
	2
	9
	0
	6
	8
	4
	8



Чтобы убедиться, что между этими величинами есть самая непосредственная связь, можно нанести их на так называемую диаграмму рассеивания, или точечную диаграмму.
50
10       20        30        40 Площадь, кв. м
Из диаграммы видно, что с увеличением площади цена на квартиры увеличивается. В то же время жесткой зависимости между площадью и ценой нет, поскольку существуют и другие факторы, влияющие на формирование цены. На диаграмме хорошо видны точки, в которых площадь увеличилась, а цена уменьшилась.
Методы математической статистики позволяют найти количественную меру зависимости цены квартиры от площади и даже выписать примерное уравнение связи между ними:
у = 0,692х; + 3,8523. 
Построение диаграмм и графиков в MS Excel.
	
	40

	ША
	35

	л С
	30

	с о
	25

	ч
	

	6
	20

	л
	

	F
	15

	га
	

	X
Q
	10

	3
	5


Для построения диаграммы или графика в Excel предназначена иконка с изображением нескольких цветных столбиков. Нажа
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тие на нее запускает «мастер диаграмм», предлагающий определить тип диаграммы, отображаемые данные, надписи и т. п. Многие из параметров диаграммы компьютер устанавливает по умолчанию. Впоследствии эти параметры можно отредактировать по своему усмотрению.
Перед запуском «мастера диаграмм» рекомендуется выделить диапазон ячеек, содержащих отображаемые данные. Это поможет избежать ручного ввода этих диапазонов. Следует, однако, обратить внимание, что компьютер по-разному интерпретирует столбцы (строки) выделенных данных для диаграмм различного типа. Нужно всегда внимательно проверять правильность отображения данных.
Для построения диаграммы нужно последовательно пройти 4 шага:
1) Выбрать тип диаграммы.
да. Щелчок левой кнопкой мыши на цветном квадрате справа от соответствующего поля запускает мастер, дающий возможность определить диапазон данных с помощью мыши. Следует задать имя для каждого ряда (вместо «ряд 1», ... , используемых по умолчанию). Именно под этим именем ряды перечисляются в легенде (подписи рядов), обычно расположенной справа от диаграммы. Для некоторых типов диаграмм, отличных от графика или точечной диаграммы, на той же вкладке «ряд» задаются подписи категорий.
Ряд
Исходные данные
Диапазон данных
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стер диаграмм (шаг 1 из 4): тип диаграммы	f? ]
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2) Определить исходные данные. Сначала указывается (обычно просто подтверждается), что данные расположены в столбцах либо в строках. Затем определяются (либо просто подтверждаются) сами диапазоны отображаемых данных. Они указываются в полях «Значения X», «Значения Y» для каждого ря-
3) Задать текст заголовков и некоторые другие параметры оформления диаграммы. Можно задать «подписи данных», указывающих значения в каждой точке.
... Пмписидашыи
Заголовки	Оси
Название диаграммы: Зарплата
i Ось X (категории): 	'
сотрудники 1 Ось Y (значен.*):
|      РУб.
Mac rep диаграмм (шаг 3 из 4): параметры диаграммы
Таблица данных
Линии сетки	Легенда

«X,	
■яо
ОХ
Egg


:«rp7H.nrt

Отмена   | |  < Назад   || Далее > "] |   Готово

4) Определить, будет ли диаграмма расположена на том же листе, где отображаемые данные, или для нее будет создан отдельный лист. Первый вариант используется в случае сравнительно небольшого объема данных, в этом случае удобно просматривать, а также распечатывать данные вместе с диаграммами. Второй случай используется при анализе сложных диаграмм и графиков.

	Мастер диаграмм (шаг 4 из 4): размещение диаграммы

	Поместить диаграмму на листе:
151
	

	III    0 отдельном:
	Анаграмма 1

	Ьи-1
	

	HiLB 0 имеющемся:
	ЩШШШИШШЯШШЯШ v

	
	

	Отмена
	< Назад                 Готово



Для последующего редактирования диаграммы нужно выделить один из ее элементов - область построения, ось, ряд данных, легенда и т. п. - щелчком правой кнопки мыши. Затем выбирается пункт контекстного меню «формат», после чего соответствующему элементу задаются новые свойства. Важные частные случаи - изменение шкалы осей, цвета и вида заливки столбцов, типа соединяющих линий, отображения вертикальной или горизонтальной сетки. При необходимости можно вернуться к каждому из исходных четырех шагов, щелкнув правой кнопкой мышки на свободном поле диаграммы и выбрав соответствующий пункт контекстного меню.
Решение задач.
1. В таблице приведен возраст женихов и невест, зарегистрировавших свой брак в прошлом месяце в одном из ЗАГСов города N. Постройте по этим данным диаграмму рассеивания. Видна ли на ней связь между этими величинами? Если да, попробуйте подобрать подходящее линейное уравнение, которое описывает эту зависимость. Попытайтесь придать содержательный смысл его коэффициентам.

	Возраст
	2
	0
	8
	8
	9
	8
	3
	3
	9
	4
	9
	7
	3
	9
	8
	7
	2
	5
	4
	6
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	Возраст
	3
	8
	0
	5
	8
	0
	2
	0
	8
	3
	4
	7
	0
	8
	2
	1
	3
	8
	7
	4

	невесты
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	


2. Перенесите страничку из своего классного журнала в электронную таблицу MS Excel. Посчитайте средний балл для каждого ученика и средний балл за каждый день. Отразите полученные результаты на диаграммах.
3. Используя набор данных «Территория и население по континентам» (Приложение 1), составить таблицу и выяснить минимальную и максимальную плотность населения в 1970 и 1989 году, суммарную площадь всех континентов, построить круговую диаграмму, отражающую распределение территории по континентам, построить столбчатую диаграмму, отражающую плотность населения по континентам в 1989 г.
4. Используя набор данных «Важнейшие проливы» (Приложение 2), составить таблицу и выяснить минимальную ширину проливов, максимальную глубину проливов и среднюю длину проливов, построить столбчатую диаграмму, отражающую соотношение длин важнейших проливов.

□ до 30
 ■31-40
□41-50 □старше 50
5.  (
Возраст сотрудников 10 %
35%
)Используя сведения об изменении температуры за последний месяц, выясните, в какие дни термометр показывал самую высокую и самую низкую температуру, найдите среднюю температуру за месяц, постройте линейную диаграмму, отражающую изменение температуры в данный промежуток времени.
6. На диаграмме показано распределение сотрудников отдела по стажу работы:


Представьте использованные данные в виде таблицы. Домашнее задание: проведите в своем классе социологическое мини-исследование учащихся вашего класса.
Вот возможные варианты:
I.	Каково количество детей в семьях учеников?
II.	Сколько времени каждый из вас тратит на выполнение
домашнего задания?
III.	Какова   двигательная   активность   учащихся   вашего
класса?
IV.	Сколько времени вы тратите на дорогу в школу?
V.	Сколько денег вам требуется на карманные расходы?


Тема 2
ОПИСАТЕЛЬНАЯ СТАТИСТИКА
 Занятия 1-3
Цели: повторить и обобщить материал по теме «Описательная статистика» за курс основной школы; научить вычислять моду,
медиану, среднее арифметическое, размах числового ряда; сформировать умение использовать характеристики для описания числовых рядов; закрепить умение решать задачи на нахождение описательных характеристик числового ряда.
Методы обучения: беседа, объяснение, письменные упражнения, задачи для выполнения на компьютере.
Ход занятия
                                  Повторение и обобщение материала, изученного в курсе основной школы:
1. Средние величины.
Средней величиной называют показатель, который характеризует обобщенное значение признака или группы признаков в исследуемой совокупности.
Средние величины используются на этапе обработки и обобщения полученных первичных статистических данных. Потребность определения средних величин связана с тем, что у различных единиц исследуемых совокупностей индивидуальные значения одного и того же признака, как правило, неодинаковы.
Средним арифметическим нескольких чисел называется число, равное отношению суммы этих чисел к их количеству.
_    _ х{ +х2 + ... + xN
х -	n	'
В статистике эту величину называют еще средним значением или выборочным средним. В большинстве реальных исследований именно среднее арифметическое несет наиболее важную информацию об изучаемом явлении. Достаточно вспомнить выражения «средний балл», «средняя зарплата», «средний доход», хорошо знакомые и понятные большинству людей, далеких от математики.
Пример 1. Пусть ученик получил в течение первой учебной четверти следующие отметки по алгебре: 5, 2, 4, 5, 5, 4, 4, 5, 5, 5.
Найдем его средний балл, то есть среднее арифметическое всех членов ряда:




Модой числового ряда называют число, которое встречается в этом ряду наиболее часто.
Для нашего примера мода равна 5.
Именно эта величина, скорее всего, будет главным ориентиром для учителя при выставлении итоговой оценки.
В отличие от среднего арифметического, которое можно вычислить для любого числового ряда, моды у ряда может вообще не быть. Например, пусть тот же ученик получил по русскому языку следующие отметки: 4, 2, 3, 5.
Каждая отметка встречается в этом ряду только один раз, и среди них нет числа, встречающегося чаще других. Значит, у этого ряда нет моды. Иногда используют в этой связи другую терминологию: ряд, имеющий единственную моду, называют унимодальным, а ряд, у которого моды нет (или, если угодно, мод несколько) - полимодальным.
Еще одной важной средней характеристикой числового ряда является его медиана - число ряда, которое делит его ровно пополам.
Медианой числового ряда называют число этого ряда (или полусумму двух его чисел), слева и справа от которого на числовой прямой лежит одинаковое количество членов ряда.
Чтобы найти медиану числового ряда, нужно его сначала упорядочить - составить ранжированный ряд. В нашем примере с оценками он выглядит так: 2, 4, 4, 4, 5, 5, 5, 5, 5, 5.
Если ряд содержит нечетное число членов, то нужно взять число, которое находится ровно посредине. Если ряд содержит четное число членов (как в нашем примере), то нужно взять два средних числа и найти их полусумму:





2. Особенности средних величин.
Далеко не всегда имеет смысл вычислять все три характеристики, т. к. во многих ситуациях какая-то из характеристик может не иметь никакого содержательного смысла.
Пример 2. Гвозди в магазине продают на вес. Чтобы оценить, сколько гвоздей содержится в одном килограмме, дядя Вася решил найти массу одного гвоздя. Для повышения точности измерений он взвесил на лабораторных весах несколько разных гвоздей и получил следующий ряд чисел (масса гвоздей в граммах): 4,47; 4,44; 4,64; 4,32; 4,45; 4,32; 4,54; 4,58.
Какую из характеристик - среднее арифметическое, моду или медиану этого ряда - ему следует взять в качестве оценки веса одного гвоздя? Найдем все три характеристики:
х = 4,47, Мо = 4,32; Me = 4,46.
Самой подходящей характеристикой по смыслу задачи является среднее арифметическое. Несильно отличается от него и медиана, которая тоже вполне пригодна для оценки средней массы. А вот мода здесь вряд ли подойдет, поскольку все значения полученного ряда разные, и совпадение двух чисел 4,32 вряд ли отражает какую-то существенную закономерность в изготовлении гвоздей.
Таким образом, при формальном существовании всех трех характеристик разумно использовать можно только две из них. Какую именно - все равно, поскольку они в данном случае очень близки друг к другу.
А вот пример, в котором, наоборот, мода содержит больше полезной информации.
Пример 3. Перед нами ранжированный ряд, представляющий данные о времени дорожно-транспортных происшествий на улицах Москвы в течение одних суток (в виде ч : мин):
0:15, 0:55, 1:20, 3:20, 4:10, 6:10, 6:30, 7:15, 7:45, 8:40, 9:05, 9:20, 9:40, 10:15, 10:15, 11:30, 12:10, 12:15, 13:10, 13:50, 14:10, 14:20, 14:25, 15:20, 15:20, 15:45, 16:20, 16:25, 17:05, 17:30, 17:30, 17:45, 17:55, 18:05, 18:15, 18:45, 18:50, 19:45, 19:55, 20:30, 20:40, 21:30,21:45,22:10, 22:35.
Как и для любого ряда, в данном случае мы можем найти среднее арифметическое - оно равно 13:33. Однако вряд ли имеет какой-то смысл утверждение типа «аварии на улицах Москвы происходят в среднем в 13 часов 33 минуты». В то же время, если сгруппировать данные этого ряда в интервалы, можно найти такой временной интервал, когда происходит наибольшее количество ДТП (такую характеристику называют интервальной модой). Получив такую характеристику, соответствующие службы должны серьезно проанализировать, почему именно в этот временной интервал происходит наибольшее количество происшествий, и попытаться устранить их причины.
И, наконец, пример, где удобнее пользоваться медианой.
Пример 4. На школьной спартакиаде проводится несколько квалификационных забегов на 100 метров, по результатам которых в финал выходит ровно половина от числа всех участников. Перед вами результаты всех спортсменов. Какой результат позволяет пройти в финал?
15,5; 16,8; 21,8; 18,4; 16,2; 32,3; 19,9; 15,5; 14,7; 19,8; 20,5; 15,4.
Здесь для ответа на вопрос нужно вычислить медиану: Me = 17,6. Спортсменов, которые имеют результат выше найденного, будет как раз половина от числа всех участников. А вот результат выше среднего арифметическою, которое равно здесь х = 18,9, еще не позволяет рассчитывать на выход в финал: в списке есть спортсмен с результатом 18,4, который не попадает в финал. Мода этого ряда равна Мо = 15,5 и дает слишком завышенную оценку для «среднего результата».
3. Свойства средних величин.
Посмотрим теперь более внимательно на некоторые интересные свойства среднего арифметического, моды и медианы, вытекающие из их определения.
19.8 19.9   20.5
Среднее арифметическое числового ряда является его наиболее естественным «центром». Если нарисовать все члены ряда на
числовой прямой, то среднее арифметическое будет ценз ром их масс. Точнее, представим себе, что в каждой из точек х,, х2	х„ на числовой оси находятся грузы одинаковой массы. Если теперь «подвесить» числовую ось в точке х, то вся система будет находиться в равновесии. Вот так, например, это будет выглядеть для числового ряда из последнего примера 4:






14.7   15,4 15.5    16,2    16,8	18,4
Моду есть смысл вычислять, если наблюдаемая величина имеет не очень много различных значений, а значит, числовой ряд включает большое число совпадающих чисел.
Особенностью моды является еще и то, что ее можно использовать не только в числовых рядах. Если, например, опросить большую группу учеников, какой школьный предмет им нравится больше всего, то модой этого ряда ответов окажется тот предмет, который будут называть чаще остальных. Это одна из причин, по которой мода широко используется при изучении спроса и проведении других социологических исследований. Например, при решении вопросов, в пачки какого веса фасовать масло, какие открывать авиарейсы и т. п., предварительно изучается спрос и выявляется мода - наиболее часто встречающийся заказ. И даже выборы президента, с точки зрения статистики, не более чем определение моды.
Достоинством медианы является ее большая по сравнению со средним арифметическим «устойчивость к ошибкам». Представим себе, что в таблицу результатов из примера 4 вкралась досадная оплошность: при записи одного из чисел мы пропустили десятичную запятую и вместо 21,8 написали 218. Тогда среднее арифметическое результатов возрастет с 18,9 секунд до 35,25 секунд, а медиана будет по-прежнему 17,6 секунд!
4.	Вычисление средних по таблице частот.
Мы вспомнили определение трех числовых характеристик, которые можно вычислить для произвольного числового ряда. Однако в статистике результаты наблюдений удобно представлять не в виде последовательности чисел, а в виде таблицы частот.
Первый столбец частотной таблицы содержит различные значения наблюдаемой величины, упорядоченные по возрастанию, второй столбец - сколько раз это значение повторилось в выборке, то есть его абсолютную частоту. Таблица станет еще более информативной, если добавить к ней третий столбец, показывающий, какую долю эти значения составляют от всей выборки, то есть их относительную частоту.
Вернемся к примеру, с которого начиналась это занятие: ученик получил в течение года следующие отметки по алгебре:
5,	2, 4, 5, 5, 4, 4, 5, 5, 5.

 (
Отметка
Абсолютная частота
Относительная частота
2
1
0,1
4
3
0,3
5
6
0,6
ИТОГО
10
1
Представим эти данные в виде таблицы частот:
)Как в этом случае найти среднее арифметическое, моду и медиану?
Мы уже знаем, что для вычисления среднего арифметического надо сложить все числа ряда и разделить полученную сумму на их количество, - получится 4,4.
Но если мы знаем, сколько раз повторяется в выборке каждое значение (то есть знаем его абсолютную частоту), вместо многократного сложения одного и того же числа можно умножить его на абсолютную частоту. Отсюда получается формула для среднего арифметического, использующая абсолютные частоты значений ряда:













Разделим теперь каждое слагаемое в этой формуле на знаменатель - получим формулу для среднего арифметического с помощью относительных частот:
2-0,1 +4 0,3+ 5 0,6 = 4,4.
Особенно ощутим выигрыш от использования приведенных формул, когда чисел в выборке много и они многократно повторяются.
Запишем найденные формулы в общем виде. Пусть а1, а2, .... ак- все различные значения, встречавшиеся в выборке; n1,n2, ...,пк - их абсолютные частоты; f1, f2, ..    fk ~ их относительные частоты. Тогда среднее арифметическое выборки может быть найдено по любой из двух формул:
-,               или * = а, •/, +а2-/2+ ... +at-/4
      __а1-п1+а2-п2+... + ак-пк   	
X =■
п, +п2 + ... + пк
Что касается моды и медианы, то их вычисление по таблице частот происходит еще проще.
Для вычисления моды нужно найти максимальное значение в столбце абсолютных или относительных частот и выбрать соответствующее ему значение числового ряда. В нашем случае максимальная частота равна 6, значит, модой выборки будет 5. Если максимальных частот в таблице несколько, то выборка не имеет моды (будет полимодальной).
Для вычисления медианы нужно найти первое значение накопленной частоты, превосходящее 0,5, и выбрать соответствующее ему значение числового ряда. В нашем случае накопленная частота впервые превосходит 0,5 только в последней строке таблицы, значит, медианой выборки будет 5.
5. Размах числового ряда.
В предыдущих пунктах мы вспомнили числовые характеристики, позволяющие оценить поведение числового ряда «в среднем». 11онятно, что это далеко не всегда дает полное представление о поведении изучаемой величины. Например, на планете Меркурий средняя к-мпература +15°. Исходя из этого статистического показателя, можно подумать, что на Меркурии умеренный климат, удобный для жизни людей. Однако на самом деле это не так. Температура на Меркурии колеблется от -150° до +350°.
Значит, чтобы получить представление о поведении число-10ГО ряда, помимо средних характеристик надо знать характеристики разброса, или рассеяния, показывающие, насколько значения ряда различаются между собой, как сильно они разбросаны, рассеяны вокруг средних. Простейшей такой характеристикой явля-I ГСЯ размах.
Размах - это разность наибольшего и наименьшего значений ряда данных.
Для температуры на Меркурии, например, размах равен 350° -I 150°) = 500°. Конечно, такого перепада температур человек выдержать не может.


Пример 5. В течение суток отмечали каждые два часа температуру воздуха в городе:

	Время, час
	0
	2
	4
	6
	8
	10
	12
	14
	16
	18
	20
	22

	Температура, °С
	3
	4
	4
	6
	9
	11
	11
	11
	9
	6
	4
	5


Размах ряда, равный 11-3 = 8, характеризует колебание температуры воздуха в течение этих суток.
Решение задач и упражнений.
1. Напишите эссе на тему «Роль средних характеристик как источников информации».
2. Напишите эссе на тему «Роль группировки как источника информации».
3. На стадионе «Локомотив» была зафиксирована следующая посещаемость первых четырех футбольных матчей: 24000, 18000, 22000, 24000. Какова была средняя посещаемость этих матчей? Сколько зрителей должно посетить следующий матч, чтобы средняя посещаемость выросла?
Решение:
х = 24000 +18000 + 22000 + 2400 =    22000
                    4


Средняя посещаемость вырастет, если на следующий матч придет больше 22000 зрителей.
4.	Президент компании получает зарплату 100 000 руб., четверо его заместителей получают по 20 000 руб., а 20 служащих компании - по 10 000 руб. Найдите все средние характеристики (среднее арифметическое, моду, медиану) зарплат в компании. Какую из этих характеристик выгоднее использовать президенту в рекламных целях?
Решение:
;_ 100000 + 4-20000 + 20-10000 ,,15200-
1 + 4+20 
Мо = 10000; Me = 10000.
5.	Президенту компании в рекламных целях выгоднее использовать среднее арифметическое. Каждое число исходного чи-
елового ряда увеличили на 10. Что произойдет с его средним арифметическим? модой? медианой?
6. Все числа исходного числового ряда увеличили в два раза. Что произойдет с его средним арифметическим? модой? медианой?
7. Найдите для числового ряда 1, 2, 3, 4, х все возможные значения х, при которых:
а)	среднее арифметическое ряда равняется 3;
б)	мода равняется 3;
в)	медиана равняется 3.
8.	Группу из восьмиклассников опросили, какое количество времени они тратят на приготовление домашних заданий. Их ответы представлены на гистограмме.

0,4 т——— ™—	"
0,35 -■ -	I	1- -------
0,3 ■•
0,25	I			г  " -  •
0.2 •■ - - -	....
0.15		" " - "
0.1 ■-		- - - -
0.05 ■
0 1	1	1	1	1	
1	2	3	4	5
Время, ч


Найдите по этим данным среднее арифметическое, моду и медиану для времени, которое восьмиклассники тратят на приготовление домашнего задания.
9.	Каждое число исходного числового ряда увеличили на 10.
Что произойдет с его размахом? Все числа исходного числового ря-
да увеличили в два раза. Что произойдет с его размахом?
10.	Числовой ряд содержит 10 единиц и некоторое число х:
1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1,*.
Найдите для этого ряда все известные вам числовые характеристики: среднее арифметическое, моду, медиану, размах. Какие из них зависят от х? Нарисуйте графики этих зависимостей.
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Размах ряда, равный 11-3 = 8, характеризует колебание температуры воздуха в течение этих суток.
Решение задач и упражнений.
1. Напишите эссе на тему «Роль средних характеристик как источников информации».
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Средняя посещаемость вырастет, если на следующий матч придет больше 22000 зрителей.
4.	Президент компании получает зарплату 100 000 руб.,
четверо его заместителей получают по 20 000 руб., а 20 служа-
щих компании - по 10 000 руб. Найдите все средние характери-
стики (среднее арифметическое, моду, медиану) зарплат в компа-
нии. Какую из этих характеристик выгоднее использовать
президенту в рекламных целях?
15200;
Решение:
- _ 100000 + 4 • 20000 + 20 • 10000 1 + 4 + 20
Мо = 10000; Me = 10000.
5. Президенту компании в рекламных целях выгоднее использовать среднее арифметическое. Каждое число исходного чиелового ряда увеличили на 10. Что произойдет с его средним арифметическим? модой? медианой?
6. Все числа исходного числового ряда увеличили в два раза. Что произойдет с его средним арифметическим? модой? медианой?
7. Найдите для числового ряда 1, 2, 3, 4, х все возможные значения х, при которых:
а)	среднее арифметическое ряда равняется 3;
б)	мода равняется 3;
в)	медиана равняется 3.
8.	Группу из восьмиклассников опросили, какое количество
времени они тратят на приготовление домашних заданий. Их ответы
представлены на гистограмме.

0,4 -Г~"~~~~~'	~~	"""' ' "
0.35		|	■	1- -------
0,3			
0,25	,	 •  •
0,2	■	....
0.15 -----	-
0,1 ■-		....
0.05 ■		
0 I	1	1—■	—I	1	—
1	2	3	4	5
Время, ч

Найдите по этим данным среднее арифметическое, моду и медиану для времени, которое восьмиклассники тратят на приготовление домашнего задания.
9.	Каждое число исходного числового ряда увеличили на 10.
Что произойдет с его размахом? Все числа исходного числового ря-
да увеличили в два раза. Что произойдет с его размахом?
10.	Числовой ряд содержит 10 единиц и некоторое число х:
1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1,лг.
Найдите для этого ряда все известные вам числовые характеристики: среднее арифметическое, моду, медиану, размах. Какие из них зависят отх? Нарисуйте графики этих зависимостей.






1. После урока по теме «Статистика» на доске осталась таблица:

	Вариант
	4
	7
	

	Кратность варианта
	5
	2
	3


И ответ: «Среднее арифметическое = 10».
· Заполните пустое место в таблице.
· Укажите размах и моду полученной выборки.
-	Может ли в ответе для среднего арифметического стоять 15, если все варианты - целые числа?
12. В группе из 25 человек 5 студентов получают повышенную на 50 % стипендию, 10 - повышенную на 25 %. Какая стипендия - мода в группе?
13. Дана динамика эпидемии гриппа в городе за последние 20 месяцев: 34000, 29800, 30000, 32000, 34000, 32100, 38000, 40000, 42000, 20000, 19000, 28000, 19000, 32000, 34000, 40000, 23000, 32000, 32100, 40000. Определите моду, медиану, среднее арифметическое, тенденцию течения эпидемии.
14. Найти наиболее популярный туристический маршрут из четырех реализуемых фирмой, если за неделю последовательно были реализованы следующие маршруты: 1, 3, 3, 2, I, 1, 4, 4, 2, 4, 1, 3,2, 4, 1,4, 4, 3, 1,2, 3,4, 1, 1,3.
15. Как могут измениться размах и мода ряда чисел, если:
а)	дополнить его числом, превосходящим все остальные;
б)	вычеркнуть из него число, меньшее всех остальных;
в)	дополнить его числом, равных наименьшему из чисел.
16. Среднее арифметическое ряда, состоящего из десяти чисел, равно 15. К этому ряду приписали число 37. Чему равно среднее арифметическое?
17. Среднее арифметическое ряда, состоящее из девяти чисел, равно 13. Из ряда вычеркнули число 3. Чему равно среднее арифметическое нового ряда чисел?
18. Известно, что ряд данных состоит из натуральных чисел. Может ли для этого ряда быть дробным числом:
а)	среднее арифметическое;
б)	размах;
в)	мода;
г)	медиана.
19.	Зная, что в упорядоченном ряду содержится m чисел, где
m - нечетное число, укажите номер члена, являющегося медианой,
если m равно:
а)	5;
б)	17;
в)	47;
г)	201.
20.	Для упорядочивания ряда, содержащего m чисел, где m -
четное число, укажите номера двух последовательных членов, ме-
жду которыми заключена медиана, если m равно:
а)	6;
б)	18;
в)	56;
г)	240.
21.	В ряду чисел 3, 8, 15, 30, 24 пропущено одно число.
Найдите его, если:
а)	среднее арифметическое ряда равно 18;
б)	размах ряда равен 40;
в)	мода ряда равна 24.
22.	В таблице частот, характеризующей распределение чле-
нов артели по числу изготовленных изделий, одно число оказалось
стертым:

	Число изделий
	Частота

	12
	1

	13
	3

	14
	-

	15
	6

	16
	2


Восстановите его, зная, что в среднем члены артели изготовили по 14,2 изделия.

Домашняя самостоятельная работа:
1. Используя набор данных «Крупнейшие реки» (Приложение 3), составьте таблицу и выясните самый минимальный расход
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воды в реках, максимальную площадь бассейна и среднюю длину рек, постройте полосовую диаграмму, отражающую соотношение длин крупнейших рек.
2. Изучая профессиональный состав рабочих механического цеха, составили таблицу:

	Профессия
	Число рабочих

	Наладчик
	4

	Револьверщик
	2

	Сверловщик
	1

	Слесарь
	8

	Строгальщик
	3

	Токарь
	12

	Фрезеровщик
	5



Постройте полосовую диаграмму, характеризующую профессиональный состав рабочих этого цеха.
3. В фермерском хозяйстве площади, отведенные под посев зерновых, распределены следующим образом: пшеница - 63 %; овес - 16 %; просо - 12 %; гречиха - 9 %.
Постройте круговую диаграмму, иллюстрирующую распределение площадей, отведенных под зерновые.


Тем а 3
КОМБИНАТОРИКА. ПЕРЕСТАНОВКИ. РАЗМЕЩЕНИЯ. СОЧЕТАНИЯ

Занятие 1
Цель: повторить элементы комбинаторики.
Методы обучения: беседа, объяснение, письменные и устные упражнения.
Форма контроля: проверка самостоятельно решенных задач.
Ход занятия
Беседа.
В науке и практике часто встречаются задачи, решая которые, приходится составлять различные комбинации из конечного числа элементов и подсчитывать число комбинаций. Решать такие задачи помогает комбинаторика - раздел математики, в котором исследуются и решаются задачи выбора элементов из исходного множества и расположения их в некоторой комбинации, составленной по заданным правилам.
Простейшими комбинациями, которые можно составить из элементов конечного множества, являются перестановки.
Задача 1. Сколькими способами можно построить 3 человек в шеренгу?
Решение: а в с, а с в
в ас, в с а
 с а в, с в а.
Рп - число перестановок. Р3 = 3 ■ 2 - 1=6.
Перестановкой из п элементов называется каждое расположение этих элементов в определенном порядке.
Рп = 1-2-3(п - 2)(п - 1)и = п.', где п! называется факториалом числа п. Это произведение первых натуральных п чисел от 1 до п.
Задача 2. В автосервис приехали 5 машин для ремонта. Сколько существует способов выстроить их в очередь на обслуживание?
Решение: Р5 = 5!=5-4-3 -2-1=120.
Задача 3. Сколько различных последовательностей можно составить из букв слова (необязательно осмысленных)? а) учебник; б)автор; в) фонарь.
Решение: Р7 = 7-6-5-4-3-2 - 1 = 5040.
 Р5 = 5 • 4 • 3 • 2 • 1 * 120. 
Р6 = 6 • 5 • 4 ■ 3 • 2 • 1 = 720.

Задача 4. На дверях четырех одинаковых кабинетов надо повесить таблички с фамилиями четырех заместителей директора. Сколькими способами это можно сделать?
Решение: Р4 = 4! = 4 • 3 ■ 2 ■ 1 = 24.
Размещением из п элементов по к (к < п) называется любое множество, состоящее из любых к элементов, взятых в определенном порядке из данных я элементов.
А nk = п(п - 1)( п - 2)."..( п - (к - 1)).
Задача 5. Учащиеся 2 класса изучают 8 предметов. Сколькими способами можно составить расписание на один день, чтобы в нем было 4 различных предмета?
Решение:  At = 8 ■ 7 • 6 • 5 = 1680.
Задача 6. Сколькими способами могут быть распределены первая, вторая и третья премии между 15 участниками конкурса? Решение: Д?5 = 15 • 14 ■ 13 = 2730.
Задача 7. Сколькими способами 6 студентов, сдающих экзамен, могут занять место в аудитории, в которой стоит 20 одноместных столов?
Решение: А% = 20 • 19 ■ 18 - 17   16- 15 = 27 907 200.
Сочетанием из п элементов по к называется любое множество, составленное из к элементов, выбранных из данных п элементов.

Сп     к\(п-к)\
Задача 8. Иван Николаевич купил билет лото «6 из 49». Он должен зачеркнуть 6 номеров из 49. Сколько существует способов это сделать?
Решение:
гб =      49! °49    6!(49-б)!
_ 49-48-47-46-45-44-43-...1 (6-5-4-3-2-1)(43-42-...-1)
= 49-47-46-3-44= 13983816.
Задача 9. В классе 25 учеников. Сколькими способами учитель может выбрать в этом классе для опроса:
а)	5 разных учеников;
б)	6 разных учеников;
25
5!(25-5)!
в)	20 разных учеников.
.5	25!     _
Решение: а) С
25-24-._-6-5-.-l	= 53130.
5-4-3-2-1-20-21-...-6-5-4-3-21
6>С§5=ёет= 177100-


Задания для самостоятельной работы.
1.	Вычислить:
а) 2!'    б)5!'   )_8Т'    )_99Т' Д) Тз!2!'    } 93!'
2.	Найти:
,3      „2
4 ' C5' C7' L^5' 1^9 ' ^8
A- a]' aI> aI> A-


Тема 4
МАТЕМАТИЧЕСКОЕ ОПИСАНИЕ СЛУЧАЙНЫХ СОБЫТИЙ

Занятие 1
СЛУЧАЙНЫЕ ОПЫТЫ. ЭЛЕМЕНТАРНЫЕ СОБЫТИЯ
Цели: ввести понятия: случайный опыт (эксперимент), элементарное событие; привести примеры задач на определение случайного опыта, на подсчет количества элементарных событий в том или ином опыте.
Метод обучения: объяснение, устные упражнения, письменные упражнения.
Форма контроля: проверка самостоятельно решенных задач.

Ход занятия Объяснение нового материала.
Как известно, в повседневной жизни, в практической и научной деятельности мы наблюдаем различные явления, которые называем событиями.
Событие, которое может произойти, а может и не произойти, называют случайным событием.
Например, при стрельбе по мишени попадание или промах -случайные события.
Случайное событие может осуществиться только при определенных условиях. Если нет таких условий, то нет и события. Например, «орел» появляется только при бросании монеты.
Те условия и действия, при которых может осуществиться случайное событие, принято называть случайным опытом, или экспериментом. В теории вероятностей принято считать случайными все события, связанные со случайным экспериментом, в том числе: невозможные, которые никогда не могут произойти; достоверные, которые происходят при каждом эксперименте.
Каждый эксперимент имеет свой исход, то есть значение наблюдаемого признака, непосредственно полученное по окончании эксперимента. Каждый эксперимент заканчивается одним и только одним исходом.
Событие, наблюдаемое в эксперименте, - появление исхода, обладающего заранее указанным свойством. Таким свойством могут обладать несколько исходов, значит, одно и то же событие может появиться при разных исходах эксперимента, а при других исходах событие не появится. Если в данном эксперименте определено несколько событий, то два и более из них могут появиться одновременно, если исход эксперимента обладает сразу несколькими свойствами, соответствующими разным событиям.
Необходимо четко различать понятия исход эксперимента и событие.
Пример 1. Бросание игральной кости.
Исход эксперимента: номер верхней грани кубика; возможно 6 разных исходов. События:
А - выпало четное число очков (исходы 2, 4, 6);
В - выпало число очков, кратное 3 (исходы 3, 6); С - выпало более 4 очков (исходы 5, 6).
Если бросили кубик и выпало, например, 1, то не наступило ни одно из указанных событий; если выпало 6, то наступили все три события одновременно.
Таким образом, в результате опыта могут произойти различные случайные события. Событие А состоит из трех более простых событий, события В и С - из двух.
События, которые нельзя разделить на более простые, называют элементарными событиями.
В каждом опыте можно выделить такие элементарные события, из которых состоят все остальные события. В результате опыта обязательно наступает только одно элементарное событие (исход).
Пример 2.
1) Бросание одной игральной кости - 6 элементарных событий (исходов).
2) Бросание двух игральных кубиков.
Элементарным событием в данном случае является пара чисел. Количество элементарных событий: 6 ■ 6 = 36. Устные упражнения:
1. Вызовут ли вас завтра к доске - случайное событие?
2. Может ли машина, стоящая в гараже, попасть в аварию?

3. В классе 25 учащихся. Учитель вызывает одного. Сколько различных элементарных событий в этом опыте?
4. Определить вид события (невозможное, достоверное, случайное) в данном эксперименте: из списка журнала 8 класса выбран один ученик:

1) это мальчик;
2) выбранному ученику 14 лет;
3) выбранному ученику 14 месяцев;
4) этому ученику больше двух лет. Решение задач.
1. Сколько элементарных событий при четырех бросаниях монеты?
Решение: одно бросание сопровождается двумя исходами,
значит, при четырех бросаниях количество исходов 2 4 = 16. Ответ: 16.

17
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а
)[image: ][image: ]2.	Сколько элементарных событий при 10 бросаниях монеты?
Ответ: 1024.
3.	Игральную кость бросают трижды. Сколько элементарных
событий в эксперименте?
Решение: одно бросание - 6 исходов, всего исходов 63 = 216. Ответ: 216.
4.	Игральную кость бросают трижды. Найти число элементарных событий, при которых в сумме выпало:
а) 2 очка; б) 3 очка; в) 4 очка. Решение:
а)	событие невозможное;
б)	при каждом бросании кости на верхней грани должно выпадать одно очко. Это единственный способ набрать в сумме 3 очка, значит, событие одно;
в)	необходимые для условия задачи исходы:   112
1 2 1
2 1 1
Всего три элементарных события. Ответ: а) 0; б) 1; в) 3.
5.	Игральный кубик бросают три раза. Найти число элементарных событий, при которых в сумме выпало более: а) 17 очков;
б) 16 очков; в) 15 очков.
Ответ: а) 1;б)4;в) 10.
6.	Красная Шапочка идет от домика мамы до домика бабушки.
Схема дорожек на рисунках. Например, один из возможных путей
а - х. Сколько всего возможно путей в каждом случае?
z
Ответ: а) 12; б) 8.

Задачи для самостоятельного решения:
1.	Для каждого из описанных событий определите, каким оно является: невозможным, достоверным или случайным. Бросают две игральные кости:
1) на первой кости выпало 3 очка, а на второй - 5 очков;
2) сумма выпавших на двух костях очков равна 1;
3) сумма выпавших на двух костях очков равна 13;
4) на обеих костях выпало по 3 очка;
5) сумма очков на двух костях меньше 15.
Ответ: 1) случайное; 2) невозможное; 3) невозможное; 4)случайное; 5) достоверное.
2.	Охарактеризуйте событие, о котором идет речь, как достоверное, невозможное или случайное. Оцените его словами «стопроцентная вероятность», «нулевая вероятность», «маловероятно», «достаточно вероятно»:
а) день рождения моего друга - число меньшее, чем 32;
6)	на уроке математики ученики делали физические упражнения;
в)	на уроке математики ученики решали математические задачи;
г)	сборная России по футболу станет чемпионом мира в 2007 году;
д)	сборная России по хоккею станет чемпионом мира в 2007 году;
е)	из интервала (1, 2) наугад взяли какое-то число, оно оказалось натуральным;
ж)	из отрезка (1, 2) наугад взяли какое-то число, оно оказалось натуральным;
з)	из отрезка (1, 2) наугад взяли какое-то число, оно оказалось смешанным;
и)	вверх подкинули монету, и она упала на землю «орлом»;
к) вверх подкинули монету, и она упала на землю, встав на ребро.

Домашняя самостоятельная работа по теме «Элементарные события».
1. Бросают игральную кость. Перечислите элементарные события, благоприятствующие событию «выпало нечетное число очков».
2. Нарисуйте в тетради таблицу элементарных событий при бросании двух игральных костей. Выделите в этой таблице цветными карандашами элементарные события, благоприятствующие событиям:
а)	на обеих костях выпало число очков меньшее, чем 3;
б)	сумма очков на двух костях равна 7;
в)	произведение выпавших очков равно 12.
3.	В случайном опыте всего три элементарных события: а, Ъи с. Вероятности элементарных событий а и b соответственно равны 0,4 и 0,1. Найдите вероятность события, которому:
а)	благоприятствует событие с;
б)	благоприятствуют элементарные события а и с.
4.	В шахматной коробке лежит 5 черных и 6 белых пешек. Игрок, не глядя, вынимает одну пешку. Найдите вероятность того, что пешка окажется белой.	<

Занятие 2
СТАТИСТИЧЕСКАЯ ВЕРОЯТНОСТЬ

Цель: познакомить с понятием статистической вероятности.
Методы обучения: эксперимент, беседа-объяснение, решение задач.
Ход занятия
Сообщение учителя.
Событие называется случайным, если нельзя утверждать, что это событие при данных обстоятельствах неизменно произойдет.
Вероятность случайного события - это числовая мера его правдоподобности. Отношение числа тех опытов, в которых событие С произошло, к общему числу проведенных опытов называется частотой случайного события С в этой серии экспериментов.
Пусть п - общее число испытаний, т - число испытаний, при которых произошло событие А, то есть т - частота события A, Torn
гда	относительная частота.
п
Относительной частотой случайного события в серии испытаний называется отношение числа испытаний, в которых это событие наступило, к числу испытаний.
Проведение виртуального эксперимента.
1. Запустить приложение «Бросаем кубики».
2. Укажите число в окне «Количество серий в опыте».

3. Для создания эксперимента нажмите кнопку «Выполнить».
4. Посмотрите, как распределилось количество выпадений событий 1, 2, ... 6 в опыте.
5.	Постепенно увеличивайте число серий в опыте.
6. Сделайте вывод о том, как изменяется относительная частота случайного события.
7. Чему равна сумма относительных частот всех возможных событий?
Подобный эксперимент можно провести с использованием приложения «Бросаем монетки».
Вывод. Значение частоты зависит от конкретной серии опыта и от их количества. С увеличением числа опытов относительная частота случайного события постепенно стабилизируется и приближается к вполне определенному числу, которое и следует считать его вероятностью случайного события. Такое определение называют статистическим определением вероятности.
Таким образом, вероятность - это предельное значение частоты в бесконечной серии экспериментов.

Свойства относительных частот и соответствующие свойства вероятностей (как их предельных значений)
Свойство 1.
Сумма относительных частот всех возможных исходов равна 1 для любой серии экспериментов. Свойство 2.
Относительная частота случайного события равна сумме относительных частот входящих в него исходов.


Занятие 3
КЛАССИЧЕСКОЕ ОПРЕДЕЛЕНИЕ ВЕРОЯТНОСТИ
Цель: познакомить с классическим определением вероятности. Методы обучения: лекция, объяснение, решение задач.
Ход занятия Изучение нового материала.
Элементарные события, шансы которых одинаковы, называются равновозможными. То есть для них характерно то, что ни одно из них не является объективно более возможным, чем другое.
В дальнейшем мы будем рассматривать опыты, в которых элементарные события равновозможны.
Проводя на прошлом занятии эксперимент, мы поняли, что при бросании игрального кубика (если он имеет правильную форму и сделан из однородного материала) шансы выпадения на его верхней грани любого числа очков от 1 до 6 одинаковы.
Говорят, что существует 6 равновозможных исходов этого испытания: выпадение очков 1, 2, 3, 4, 5 и 6.
Рассмотрим событие В, которое означает выпадение числа очков, кратного 3. Это событие происходит лишь при двух исходных испытаниях: когда выпало 3 очка и когда выпало 6. Эти исходы называют благоприятными исходами для события В. При бросании кубика из 6 равновозможных исходов благоприятными для события В являются лишь два исхода. Отношение числа благоприятных исходов к числу всех равновозможных исходов равно ^. Это отношение называют вероятностью события В и пишут:
Вероятностью события называется отношение числа благоприятных для него исходов к числу всех равновозможных исходов. Это определение называют классическим определением вероятности.
Р(А) =       - формула Лапласа, или формула классической п вероятности, где тА - благоприятные исходы события А, п - равневозможные исходы.
С помощью формулы Лапласа можно решать задачи на нахождение вероятности события.
Общая схема решения задач на классическую вероятность
1) установить, что количество возможных исходов конечно;
2) убедиться, что все исходы равновозможны либо их равновозможность можно принять как приемлемое допущение;
3) найти общее число возможных исходов п;
4) определить события, вероятность которых нужно найти; (А);
5) подсчитать т^ - количество исходов, благоприятствующих событию Л;
6) найти вероятность события по классической формуле:
Р(Л)=Ш. п
Решение задач.
При решении задач рекомендуется использовать приложения «Число сочетаний», «Число размещений» и «Число перестановок», которые позволяют облегчить нахождение числа сочетаний, размещений, перестановок.
1. В группе 5 человек: Андрей, Борис, Виктор, Григорий и Дмитрий. Случайным порядком выбирают командира и заместителя. Какова вероятность того, что руководителем окажутся Андрей и Борис?
Решение. Пусть А - событие.
Число исходов при выборе командира С\, все исходы равно-возможны;
Число исходов при выборе его заместителя - С\, то есть возможностей 5 • 4 = 20.
Но благоприятных исхода только 2: когда Андрей - командир, а Борис - заместитель, и когда Борис - командир, а Андрей -заместитель. Вероятность события А:


Ответ:
2.	Из 16 собранных велосипедов 4 оказались с дефектами. Какова вероятность того, что 2 выбранных наугад будут без дефектов?
Решение:
Пусть А - событие, при котором 2 выбранных велосипеда окажутся без дефектов. Любой выбор 2 велосипедов из 16 является
равновозможным исходом. Значит, общее число п = С\ь- Исходом благоприятным для события А является т = 16 - 4 = 12.

СЬ     1-2     1-2     20
*- 16
Ответ: 0,55.
3.	Таня забыла последнюю цифру номера телефона знакомой девочки и набрала ее наугад. Какова вероятность того, что Таня попала к своей знакомой?
Решение:
На последнем месте в номере телефона может стоять одна из цифр 0, 1,2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, то есть п = 10. Из п = 10 только одна
цифра верна, поэтому т = 1. Выпадение любой цифры равноверо-т     1
ятно, поэтому Р(А) = — = —.
п     10
Ответ: j^.
4.	В денежно-вещевой лотереи на 100 000 билетов разыгрывается 1200 вещевых и 800 денежных выигрышей. Какова вероятность:
1) вещевого выигрыша?
2) денежного выигрыша?
3) какого-либо выигрыша? Решение:
Приобретение любого билета равновозможно. Введем событие А - «на билет выпал вещевой выигрыш»; В - «на билет выпал денежный выигрыш»; С — «на билет выпал какой-либо выигрыш».
р(Л) = тл_ 1200 =0012
F(A)   п ~ юоооо ~и'Ш2'
ад=^ = _800_ = 0,008. 1 '    п     100000
mc = mA + mJL = J000_ =
и	п        ЮОООО
Ответ: 0,012; 0,008; 0,02.
5.	В мешке содержится жетон с номером от 1 до 50 включительно. Какова вероятно того, что извлеченный наугад из мешка жетон содержит только одну цифру 3?
Решение.
Общее количество жетонов в мешке п = 50.
Извлечение каждого жетона считаем равновозможным. Рассмотрим событие А - «извлеченный жетон содержит только одну цифру 3».
Количество благоприятствующих исходов находим непосредственно подсчетом вариантов: числа с одной цифрой 3 - это 3, 13, 23, 30-32, 34-39, 43. Всего щА = 13.

п     50
1 3
Ответ:
6.	Для экзамена подготовили билеты с номером от 1 до 25.Какова вероятность того, что взятый наугад учеником билетимеет:
1) однозначный номер?
2) двузначный номер?
 Решение: Общее количество билетов п = 25; извлечеие каждого из них считаем равновозможным.
Рассмотрим событие А - «взятый билет имеет однозначный номер»; В - «взятый билет имеет двузначный номер». Количество благоприятствующих исходов: тл = 9 (одна цифра от 1 до 9); тв = 16 (первая цифра 1 или 2, вторая цифра от 0 до 9 после единицы; от 0 до 5 после 2, всего 10 + 6 = 16).

п     25
Р(В)= ^ = 1|. п     25
Ответ:
7.	В коробке находится 12 шаров, среди которых п белых, а остальные цветные. Вероятность того, что вынутый наугад шар окажется белым, равна ^. Сколько белых шаров в коробке?
Решение.
Событие А - «что вынутый наугад шар окажется белым». Р(А)= — - по условию.Но по формуле классической вероятности Р(А) = — = —;

6и = 12; п = 2.
Ответ: п = 2.
8.	Вы находитесь в круглом зале с 10 дверьми, из которых какие-то 4 заперты. Вы случайным образом выбираете 3 двери.Найти вероятность того, что:
а) вы не сможете выйти из зала;
б)	вы можете выйти из зала, но вернуться в зал уже не сможете;
в)	вы можете выйти через одну дверь, а вернуться через другую;
г)	хотя бы через одну дверь вы сможете выйти из зала.
Решение:
Исходы - все возможные наборы по 3 двери из имеющихся; порядок дверей в наборе значения не имеет. Общее число исходов:
п = Сиз= 120 - все исходы равновозможны. Найдем вероятность событий:
а)	А - «вы не сможете выйти из зала», это означает, что все выбранные двери закрыты.
тА = с1 = С14 = 4-ПА)~  п    120   30"
б)	В - «вы можете выйти из зала, но вернуться в зал уже не сможете», это означает, что одна выбранная дверь не заперта, а две другие - заперты.
тв = С16с1 = 6-6 = 36.
Р(В)=^ = ^ = ^. п     120    10
в)	С - «вы можете выйти через одну, а вернуться через другую», это означает, что либо все 3 выбранных двери не заперты,либо 2 не заперты, а одна заперта.
mc = ci + cM = 20 + 15-4 = 80.
Pir\ - тс - 80 - 2 (W~ п "120" 3"
г)	D - «хотя бы через одну дверь вы сможете выйти из зала»,это означает, что заперта либо 1, либо 2, либо 3 двери из 3 выбранных.
MD = п-тА = 120 - 4 = 116, так как D и А противоположны:
Р(П)= т° = Л6 = 29 '  '    п    120   30'
Ответ- -i.. А.. 2. 29 итвет- 30' 10' 3' 30'
Обобщение. Итог.
Беседа.
1) Когда мы можем использовать формулу классической вероятности?
2) Назовите общую схему решения задач на классическую вероятность.
Задачи для самостоятельного решения.
1.	Дважды бросают симметричную монету. Найти вероятность того, что оба раза выпала одна сторона.
Ответ: Уг.
2.	Бросают 2 игральные кости: желтую и зеленую. Вычислите вероятность события:
а)	«сумма очков на обеих костях равна 7»;
б)	«сумма очков на обеих костях равна 11»;
в)	«на желтой кости выпало больше очков, чем на зеленой»;
г)	« числа очков на костях различаются не больше, чем на 2»;
д)	«произведение очков на обеих костях равно 10»;
е)	«сумма очков на обеих костях делится на 3».
Ответ: а) 1/6; б) 1/18; в) 2/15; г) 2/3; д) 1/18; е) 1/3.
3.	При игре в «Морской бой» после первого вашего выстрела противник сообщил, что вы подбили какой-то корабль (но не потопили его). Какова вероятность того, что вы попали:
а)	в 4-палубный корабль;
б)	в 3-палубный корабль;
в)	в 2-палубный корабль?
Ответ: а) 0,25; б) 0,375; в) 0,375.
4.	В городе N 5 улиц. При этом две из них идут параллельно друг другу с севера на юг, а остальные - параллельно с запада на восток. Любые две улицы разных направлений пересекаются. Утром два постовых случайным образом встали на два разных перекрестка. Найдите вероятность того, что они стоят на одной улице.
Ответ: 1/6.
5.	Одно время на улицах и вокзалах профессиональные игроки предлагали прохожим испытать удачу в простой игре. Зажав в кулаке обычный носовой платок так, что наружу высовывались только четыре уголка, игрок просил прохожего взять два любые конца и потянуть за них. Если прохожий вытаскивал два соседних угла, то он проигрывал. Если прохожий вытаскивал два противоположных угла, то он выигрывал. Найдите вероятность выигрыша прохожего и вероятность выигрыша игрока.
Ответ: вероятность выигрыша прохожего 1/3, а игрока-2/3.
6.	В коробке лежат 24 одинаковые авторучки. Из них
13 красных, 5 - зеленых, остальные - синие. Продавец наудачу
достает одну авторучку. Найдите вероятность событий:
а)	«извлеченная ручка красная»;
б)	«извлеченная ручка не зеленая»;
в)	«извлеченная ручка либо синяя, либо зеленая»;
г)	«извлеченная ручка либо красная, либо синяя».
Ответ: а) 13/24; б) 19/24; в) 11/24; г) 19/24.
7.	Миша покупает альбом, блокнот и тетрадь. Продавец достает товары в произвольном порядке. Найдите вероятностьтого, что продавец:
а)	сначала достанет блокнот;
б)	достанет альбом в последнюю очередь;
в)	сначала достанет тетрадь, а в последнюю очередь
блокнот;
г)	достанет альбом раньше, чем тетрадь.
Ответ: а) 1/3; б) 1/3; в) 1/6; г) Уг.
8. На клавиатуре компьютера 105 клавиш. Найдите вероятность того, что обезьяна, нажав случайным образом, напечатает букву «А».
9. На день рождения к Паше пришли две Маши и два Саши. Все пятеро расселись за круглым столом. Найдите вероятность того, что Паша сидит между двумя тезками.
10.	Надя складывала в коробочку только двухрублевые монеты. Однажды Ира взяла из коробочки несколько монет, заменив их монетами по одному рублю так, что общая денежная сумма осталась прежней. После замены вероятность наудачу вытащить двухрублевую монету оказалась в 3 раза больше, чем вероятность вытащить рублевую. Какую часть двухрублевых монет взяла Ира?
Ответ: 1/7.
Занятие 4
БЛАГОПРИЯТСТВУЮЩИЕ СОБЫТИЯ. ВЕРОЯТНОСТИ СОБЫТИЙ

Цели: ввести понятие «благоприятствующие события», объяснить правило нахождения вероятности события, дать определение равновероятных событий.

Метод обучения: объяснение, письменные упражнения.

Форма контроля: проверка самостоятельно решенных задач.
Ход занятия	1
Объяснение нового материала.
В ходе опыта могут возникать более сложные случайные события: например, «выпало четное число очков» при бросании игральной кости. У таких событий тоже есть вероятности.
Будем обозначать события А, В, С, ... .
Элементарные события, при которых наступает событие А, называются элементарными событиями, благоприятствующими событию А.
Два различных события могут произойти одновременно. Это не относится к элементарным событиям. Элементарное событие всегда наступает только одно.
Примеры.
1. Андрей, Борис и Владимир встают в очередь. Всего возможных событий 6: АБВ, АВБ, БВА, БАВ, ВАБ, ВБА. Рассмотрим событие «В стоит первым». Это события ВАБ, ВБА. Значит, данному событию благоприятствуют 2 элементарных события.
2. В ящике 4 детали: две исправные: а, в; две бракованные: с, d. Из ящика наугад извлекают по одной детали, пока не обнаружат все бракованные. Выпишите все элементарные события такого опыта, благоприятствующие событию:
а)	«извлечена ровно одна исправная деталь»;
б)	«извлечено ровно две детали»;
в)	«извлечено ровно три детали»;
г)	«извлечено больше двух деталей»;
д)	«первая извлеченная деталь исправная»;
е) «предпоследняя извлеченная деталь - бракованная».
3.	2 раза бросают кость. Сколько элементарных событий
благоприятствует тому, что произведение выпавших очков равно:
а) 2; б) 1;в) 12; г) 36; д) 10; е) 11; ж) 8; з) 4; и) 9? Ответ: а) 1; б) 1;в)4; г) 1; д) 2; е) 0; ж) 2; з) 1; и) 1.
4.	В классе 5 учащихся, среди которых учится Петя. Учитель
в течение урока вызывает двух человек. Сколько элементарных событий благоприятствует событию «Петю вызвали к доске»?
Ответ: 8.
Вероятность события равна сумме вероятностей элементарных событий, благоприятствующих этому событию. Р(А) = Р(а) + Р(в) + Р(с) + P(d).
Число элементарных событий может быть различным. Вероятности всех элементарных событий неотрицательны и в сумме равны 1. Значит, вероятность любого события А также неотрицательна и не превосходит 1:
Если Р(А) = 0, то событие называется невозможным.
Если Р(А) = 1, то событие называется достоверным (ему благоприятствуют все элементарные события).
События, которые имеют одинаковые вероятности, называются равновероятными.
В частности, равновозможные элементарные события являются равновероятными.
Решение задач.
1.	В некотором опыте возможно 3 элементарных события: а,
в, с. Вероятность того, что наступит либо а, либо в, равна 0,4. Вероятность того, что наступит либо а, либо с, равна 0,7. Найти вероятность каждого из элементарных событий.
Ответ: Р(а) = 0,1; Р(в) = 0,3; Р(с) = 0,6.
2.	Иван Иванович отправился охотиться на медведей и зайцев и оценивает свои перспективы следующим образом: 1 шанс из 4, что попадется только заяц; 1 из 10, что подстрелит медведя;1 из 40 - будет и медведь, и заяц. Найдите вероятность того, что не видать Ивану Ивановичу в качестве охотничьего трофея:
а)	ни одного зайца;
б)	ни одного медведя;
в)	ни медведя, ни зайца.
Ответ: а) 29/40; б) 7/8; в) 5/8.
3.	Витя забыл две последние цифры номера телефона приятеля и набрал их наугад. С какой вероятностью этот звонок попадет к приятелю?
Ответ: 1/100.
4.	Для новогодней лотереи отпечатали 1500 билетов, из которых 120 выигрышных. Какова вероятность того, что купленный билет окажется выигрышным?
Ответ: 0,08.

Занятие 5 ПРОТИВОПОЛОЖНЫЕ СОБЫТИЯ. ДИАГРАММЫ ЭЙЛЕРА
Цели: дать понятие противоположного события, определить сумму вероятностей взаимно противоположных событий, объяснить, как с помощью диаграмм Эйлера можно изображать связи между событиями.
Метод обучения: объяснение, письменные упражнения.
Ход занятия Объяснение нового материала.
- Рассмотрим какое-либо событие А. Как и всякому событию, ему благоприятствуют некоторые элементарные события. Рассмотрим теперь все прочие элементарные события этого опыта, то есть те, которые не благоприятствуют событию А. Соберем эти элементарные события вместе. Так мы получим новое событие. Это событие называется событием, противоположным событию Л.
Событием, противоположным событию А, называется событие, которому благоприятствуют все элементарные события, не благоприятствующие событию А.
Событие, противоположное событию/!, обозначают А . Если событие В противоположно событию А, то есть В - А , то А = В . Поэтому события А и А называются взаимно противоположными или дополнениями друг друга.
Пример.
Событие А: «при бросании игральной кости выпало 5 или 6 очков».
Событие А : «при бросании игральной кости выпало 1, 2, 3 или 4 очка».
Взаимно противоположные события одновременно произойти не могут, но какое-либо из них происходит обязательно. Поэтому
Р(А) + Р(А) = 1.
Сумма вероятностей взаимно противоположных событий равна 1.
Следовательно,
Р(А)=1-Р(А)иР(А)= 1-Р(А).
Значит, для вычисления Р(А) достаточно знать Р( А ).
Пример. Какова вероятность того, что при бросании двух игральных костей на них выпадет разное (неодинаковое) число очков?
Решение: обозначим описанное событие А. Тогда А : «на обеих костях выпало одинаковое число очков».
Событию А благоприятствуют шесть элементарных событий:
(1,1); (2,2); (3,3); (4,4); (5,5); (6,6).
Вероятность каждого из них 1/36, следовательно,
Р(А) = 6/36 = 1/6.
Значит, Р(А) = 1 - Р( А ) = 1 - 1/6 = 5/6.
Соотношения и связи между событиями можно изобразить с помощью схематических рисунков. Такие рисунки называют диаграммами Эйлера.
Пусть прямоугольник изображает все элементарные события. Событие А изображаем в виде круга внутри прямоугольника. Тогда
оставшаяся часть - событие А .
[image: ]
Если нужно изобразить несколько событий, то рисуют несколько фигур - по одной для каждого события. При этом фигуры могут располагаться по-разному, показывая, как связаны между собой данные события.
Решение задач.
1.	Докажите, что события А и В не могут быть противопо-
ложными, если:
.а) ад = 0,7; Р(В) = 0,44;
б) ад = 0,3; ад = 0,7.
Обязательно ли Л и В взаимно противоположные?
2.	Могут ли быть противоположными события С и Д, если:
а)	ад = 0,12;   ад = 0,78;
б)	ад = 0,14; ад = 0,86;
в)ад= _?-,ад= _^_>гдеа>о, «>0;
а + в	а + в
г)	ад = 0,5 + п Р(Д) = 0,5 - п, где -0,5 <и<0,5;
д)	ад = 0,8 + т, Р(Д) = 0,8 - т, где -0,2<w<0,2;
2       2
е)Р(С)=-^^,Р(Д)=-™-,гдеа>0,в>0.
(а + в)2	(а + в)2
3.	Из класса выбирают двух учеников. Опишите словами со-
бытие В , если событие В состоит в том, что:
а)	оба выбранных ученика - мальчики;
б)	выбранные ученики одного пола.
4.	В люстре 5 новых лампочек. Событие А состоит в том, что
в течение года:
а)	перегорит хотя бы одна из них;
б)	перегорят ровно две лампочки;
в)	перегорит более трех;
 (
Для каждого из этих событий опишите словами событие 
А .
5.
Дана диаграмма Эйлера.
Выделите на ней событие 
Д, 
которое состоит в том, что:
а)
событие 
А 
наступило, а 
В - 
нет;
б)
событие 
В 
наступило, а 
А 
- нет;
)г)	перегорит меньше четырех.
в)	наступило событие А ;
г)	наступило событие В .
5.	Назовите событие, для которого противоположным является такое событие:
а)	на контрольной работе больше половины класса получили
пятерки;
б)	все семь пулек в тире у меня не попали в цель;
в)	в нашем классе все умные и красивые;
г)	в кошельке у меня есть или пять рублей одной монеткой,
или пять долларов одной бумажкой.
6.	Назовите событие, противоположное указанному в данном испытании:
1) при бросании монеты выпала «решка»;
2) при бросании игральной кости выпало 5 очков;

3) при бросании игральной кости выпало четное число очков;
4) Алеша вытащил выигрышный билет в розыгрыше лотереи;
5) после раскручивания стрелки рулетки, разделенной на четыре равных сектора, она остановилась на секторе 4;
6) из ящика, в котором лежат 2 белых и 3 черных шара, случайным образом вынут белый шар.


Занятие 6
ОБЪЕДИНЕНИЕ И ПЕРЕСЕЧЕНИЕ СОБЫТИЙ
Цели: дать определения объединения и пересечения событий, несовместных событий и их вероятности.

Метод обучения: объяснение, решение задач.
Ход занятия
Объяснение нового материала. Объединение событий.
Пусть Aw В - два события, относящиеся к одному случайному опыту. Рассмотрим те элементарные события, которые благоприятствуют событию А, и те, которые благоприятствуют событию В. Все вместе эти элементарные события благоприятствуют новому событию. Это событие называется объединением событий А и В. Обозначают: AkjB.
Событие A^JB наступает, если наступает хотя бы одно из событий А или В, то есть это означает, что наступает либо А, либо В, либо А и В вместе.
Пример. Продавщица выбирает два костюма, для того чтобы поместить их в витрине магазина. В ассортименте есть черные (Ч) и синие (С) костюмы. Элементарные события этого случайного опыта представляют собой пары костюмов, которые мы можем условно обозначить парами букв, указывающих цвета выбранных костюмов: ЧС, ЧЧ, СС, СЧ.
Событие А состоит в том, что первый костюм черного цвета. Этому событию благоприятствуют элементарные события ЧС иЧЧ.
Событие В наступает, если второй костюм черного цвета; ему благоприятствуют элементарные события СЧ и ЧЧ.
Объединению событий AkjB в этом случае благоприятствуют элементарные события, благоприятствующие хотя бы одному из двух событий А и В, то есть элементарные события ЧС, ЧЧ и СЧ.
Событие AkjB состоит в том, что хотя бы один из костюмов черного цвета. Формулировка объединения двух событий часто включает в себя слова «хотя бы».
На диаграмме Эйлера показаны события А, В и их объединение.

	/ А
	

	
	[aub\ В          ]


Упражнения для закрепления материала.
1.	Событию А благоприятствуют 6 элементарных событий, а событию В - 8. Из этих 8 элементарных событий 4 благоприятствуют сразу двум событиям. Нарисуйте диаграмму Эйлера и ответьте на вопросы:
а)	Сколько элементарных событий благоприятствует событию А, но не благоприятствует событию 5?
б)	Сколько элементарных событий благоприятствует событию В, но не благоприятствует событию А!
в)	Сколько элементарных событий благоприятствует событию A\JB1
2.	На диаграмме Эйлера изображены события А и В. Нарисуйте диаграмму в тетради и укажите на ней событие С, которое
состоит в том, что:
а)	событие А наступило, а В - нет;
б)	событие В наступило, а. А - нет;
в)	наступило хотя бы одно из событий А и 5;
г)	не наступило ни одно из событий Aw В;
д)	наступили оба события.
Какое из событий пунктов а) - д) является событием A^JBIКакое из событий пунктов а)- д) является событием AkjBI
3.	На диаграмме Эйлера изображены события А и В. В кругах, изображающих эти события, написано число благоприятствующих каждому событию элементарных событий. Всего в опыте
60 различных элементарных событий.
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Точно так же, добавив круги, можно изобразить объединение трех, четырех и более событий.
а)	Сколько элементарных событий благоприятствует событию В ?
б)	Сколько элементарных событий благоприятствует событию А ?
в)	Сколько элементарных событий благоприятствует событию AkjBI
г)	Сколько элементарных событий благоприятствует событию AuBl
Ответ: а) 28; 6)43; в) 11; г) 60.
4. На диаграмме Эйлера показаны события А, В и С. Нарисуйте диаграммы, изображающие события:
а) А и В; б)ЛиС; в) AUВ ; г)Л uЈ иС;
д)	А и В иС;е)Ли ЯиС;ж) ЛивиС;з) lufiuC.
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Пересечение событий.
Возьмем два события - А и В. Предположим, что есть элементарные события, благоприятствующие и А, и В. Взяв все элементарные события, мы получили новое событие. Его называют пересечением событий А и В. Обозначают: АслВ .
Событие это наступает, если наступают оба события - А иВ.
Если события А и В не имеют общих благоприятствующих элементарных событий, то они не могут наступить одновременно в ходе одного и того же опыта. Такие события называют несовместными, а их пересечение - пустым множеством. Оно обозначается символом 0.
Можно записать АслВ = 0.
Вероятность пересечения несовместных событий равна 0.
Пример: события «8 Марта приходится на пятницу» и «8 Марта приходится на субботу» являются несовместными в одном и том же году.
Упражнения для закрепления материала.
1. Из класса случайным образом последовательно выбирают двух учеников. Событие Д - «первый выбранный ученик - девочка». Событие С - «второй выбранный ученик - девочка». Опишите словами объединение и пересечение этих событий.
2. В ходе некоторого опыта событию А благоприятствует 6 элементарных событий, событию В - 8 элементарных событий. При этом два элементарных события благоприятствуют событию АглВ. Сколько элементарных событий благоприятствует событию:
а)	«событие А наступает, а В - нет»;
б)	«событие В наступает, а А - нет»?
Нарисуйте диаграмму Эйлера, на которой в каждой из образовавшихся фигур укажите число элементарных событий, благоприятствующих соответствующему событию. Пользуясь рисунком, ответьте на вопрос: сколько элементарных событий благоприятствует событию A\J В1
Ответ: а) 4; б) 6.
3.	В ходе некоторого опыта событию А благоприятствует
6 элементарных событий, событию 5-8. 10 элементарных событий
благоприятствует событию AVJB. Сколько элементарных событий
благоприятствует событию:
а)	«событие А наступает, а В - нет»;
б)	«событие В наступает, а А - нет».
Нарисуйте диаграмму Эйлера, на которой в каждой из образовавшихся фигур укажите число элементарных событий, благоприятствующих соответствующему событию. Пользуясь рисунком, ответьте на вопрос: сколько элементарных событий благоприятствует событию АглВ!
О т в е т: а) 2; б) 4.
4.	Изобразите на диаграмме Эйлера событие:
а) Ап5;б) ~Ап~В;в) АпВ; г) АПВ .
5.	Изобразите на диаграмме Эйлера событие:
а) АглВглС; б) АпВпС; в) АпВпС; г) АпВглС, д) Ли(БпС);е) Ап(ВиС);ж) Аи(ВпС).

Занятие 7 НЕСОВМЕСТНЫЕ СОБЫТИЯ. ПРАВИЛО СЛОЖЕНИЯ ВЕРОЯТНОСТЕЙ
Цель: объяснить правило сложения вероятностей для несовместных событий.
Ход занятия Объяснение нового материала.
Известно, что если события А и В не имеют общих благоприятствующих элементарных событий, то они не могут наступить одновременно в ходе одного и того же опыта. Такие события мы назвали несовместными. Напомним, что в этом случае говорят, что вероятность одновременного наступления событий А и В равна 0, и пишут Р(А ПВ) = 0.
Важным свойством несовместных событий является то, что для них справедливо правило сложения вероятностей.
Вероятность объединения несовместных событий равна сумме их вероятностей:
P(A(JB) = P(A) + Р(В).
Несовместные события изображаются на диаграмме Эйлера с помощью двух непересекающихся фигур. Пример.
Игральную кость бросают дважды. Событие А состоит в том, что в первый раз выпало больше очков, чем во второй. Событие В состоит в том, что во второй раз выпало больше очков, чем в первый.
Решение:
 (
1
1
1;2
1;3
1;4
1;5
1;6
2
1
2; 2
2;3
2; 4
2; 5
2; 6
3
1
3;2
3;3
3;4
3;5
3;6
4
1
4; 2
4;3
4; 4
4; 5
4; 6
5
1
5; 2
5;3
5; 4
5; 5
5; 6
6
1
6; 2
6; 3
6; 4
6; 5
6; 6
64
)Выделим в таблице элементарные события, благоприятствующие каждому из этих событий.
События А и В несовместны. Р(А) = Р(В) = 15/36*5/12,
Тогда вероятность события A\JВ равна 5/12 + 5/12 = 5/6. Решение задач.
1.	События А и В несовместны. Найдите вероятность их объ-
единения, если:
а)	ад = 0,2, ад = 0,4;
б)	РМ) = 0,5,= 0,2;
в)ад= l-а, Р(В)=1-Ь, где 0 <а <1.0<Ь<1; г) Р(А)= a2 + ab + в2, Р(В) = ab, где 0<а + b< 1. Ответ: а) 0,6; б) 0,7; в) 2 - а - Ъ\ г) (а + Ь)2.
2.	Для украшения елки принесли коробку, в которой находятся 10 красных, 7 зеленых, 5 синих и 8 золотых шаров. Из коробки наугад вынимают один шар. Какова вероятность того, что он окажется:
а) красным; б) золотым; в) красным или золотым? Ответ: а) 1/3; б) 4/15; в) 3/5.
3.	Многократные испытания показали, что для некоторого стрелка вероятность выбить при стрельбе 10 очков равна 0,1, а вероятность выбить 9 очков равна 0,3. Чему равна для этого стрелка вероятность выбить не менее 9 очков?
Ответ: 0,4.

Домашняя самостоятельная работа.
1.	В случайном эксперименте 17 элементарных событий. Событию А благоприятствуют 8 из них. Сколько элементарных событий благоприятствует событию А ? Найдите вероятность события А , если вероятность события А равна 0,32.
2. Бросают игральную кость. Событие А - выпало четное число очков. Событие В состоит в том, что выпало число очков, большее 3. Выпишите все элементарные события, благоприятствующие событию Ad В . Найдите P{A\J В).
3. Бросают две игральные кости. Событие А - на первой кости выпало меньше 3 очков. Событие В - на второй кости выпало больше 4 очков. Выпишите элементарные события, благоприятствующие событию АглВ . Опишите словами это событие и найдите его вероятность.

4. События А и В несовместны. Найдите вероятность их объединения, если Р(А) х 0,3, Р(В) = 0,5.


Занятие 8
ФОРМУЛА СЛОЖЕНИЯ ВЕРОЯТНОСТЕЙ
Цель: объяснить формулу сложения вероятностей для любых событий.

Метод обучения: объяснение, решение задач.
Ход занятия Объяснение нового материала.
Если события А и В не являются несовместными, то есть могут оба наступить в результате опыта, то к ним нельзя применить формулу Р(А KJB) = P(A) + Р(В).
Пример. Бросают две игральные кости. Событие А - «на первой кости выпало меньше 3 очков». Событие В - «на второй кости меньше 3 очков».
Событию А благоприятствуют 12 элементарных событий. Событию В тоже благоприятствуют 12 элементарных событий. Событию A U В благоприятствуют 20 элементарных событий. Поэтому Р(А) = 12/36, Р(В) = 12/36, Р(АиВ) = 20/36, то есть P(A\JB) ФР(А) + Р(В).
Получается, что формулу Р(А и В) = Р(А) + Р(В) для этих событий применять нельзя. Как быть?
Воспользуемся диаграммой Эйлера и изобразим два события А и В, у которых есть общие благоприятствующие элементарные события. Такие события не являются несовместными.

	А
	
	В

	\      С
	\Аглв)
	д      )


Рассмотрим такие события: событие С - «наступило А, но не наступило 5» и событие Д - «наступило В, но не наступило А». На диаграмме видно, что события Си АглВ несовместны, так как соответствующие фигуры не имеют общих точек. Вместе эти события образуют событие А. Поэтому по правилу сложения вероятностей для несовместных событий находим:
Р(А) = Р(С) + Р(АглВ).
Точно так же получаем Р(В) = Р(Д) + Р(АслВ).
Сложив эти равенства почленно, получим:
Р(А) + Р(В) = Р(С) + Р(Д) + Р(АпВ) + Р(АглВ).
События С, Д и АслВ несовместны и образуют событие AkjB. Получаем формулу:
Р(А ) + Р(В) = Р(АиВ) + Р(АглВ), откуда
Р(АиВ) = Р(А) + Р(В)-Р(АглВ).
Выведенная формула справедлива для любых событий.
Вероятность объединения двух событий равна сумме их вероятностей минус вероятность пересечения.
Решение задач.
1.	Вычислите Р(А U В), если:
а)Р(А) = 0,8, Р(В) = 0,6, Д АглВ) = 0,4; б) Р(А) = 0,5, Р(В) = 0,6, Р(АглВ) = 0,3. Ответ: а) 1; б) 0,8.
2.	Вычислите вероятность пересечения событий АаВ, если:
а)	Р(А) = 0,8, Р(В) = 0,6, Р(А иВ) = 0,9;
б)	Р(А) = 0,5, Р(В) = 0,6, Р(А и В) = 0,8.
Ответ: а) 0,5; 6)0,3.
3. Известно, что Р(А) = 0,4, Р(В) = 0,8 и Р( An В ) = 0,2. Докажите, что событие A\JB является достоверным.
4. Вероятность того, что по дороге из школы домой вы встретите черную кошку, равна 0,1. Вероятность того, что по дороге из школы вы встретите злую собаку, равна 0,4. Вероятность того, что вам встретятся и черная кошка, и злая собака, равна 0,04.
а)	Найдите вероятность того, что вам встретится хотя бы одно из этих животных...
б)	Найдите вероятность того, что вы не встретите ни черную
кошку, ни злую собаку.
Ответ: а) 0,46; б) 0,54.
5. Вероятность того, что вас вызовут завтра к доске на первом уроке, равна 0,1. Вероятность того, что завтра вас вызовут к доске на втором уроке, равна 0,3. Вероятность того, что вас вызовут завтра и на первом, и на втором уроках, равна 0,03. Найдите вероятность того, что вас завтра:
а)	вызовут хотя бы на одном из двух первых уроков;
б)	не вызовут ни на одном из двух первых уроков.
Ответ: а) 0,37; б) 0,63.



Занятие 9 УМНОЖЕНИЕ ВЕРОЯТНОСТЕЙ

Цель: познакомить с формулой умножение вероятностей.

Методы обучения: лекция, эксперимент, решение упражнений.
Ход занятия Объяснение нового материала.
Два события называются независимыми, если вероятность одного из них не зависит от появления или непоявления другого.
Пример: бросают два кубика. Рассмотрим события:
А - «на первом кубике выпадет шестерка»;
В - «на втором кубике выпадет шестерка».
Пусть известно, что событие А произошло. Что можно сказать о событии В1 Его шансы вообще никак не изменились. Результат эксперимента с первым кубиком не может повлиять на результат эксперимента со вторым. В этом случае можно считать события А и В независимыми.
Бросание двух кубиков с подсчетом вероятности случайного события.
Пусть событие:
А - «на первом кубике выпадет двойка»; В - «на втором кубике выпадет двойка».
Вывод. Мы видим, что А и В - независимые события.
Р(А) = — и Р(В) = —, то есть вероятности Р(А) и Р(В) не зависят
6	6
друг от друга.
Пусть событие С означает совместное наступление двух независимых событий А и В. Например, в одном ящике находится 15 деталей, из которых 2 нестандартных, а в другом - 20 деталей, из которых 3 - нестандартные. Из каждого ящика наугад вынимают по одной детали. Какова вероятность того, что обе детали окажутся нестандартными?
Рассмотрим события:
А - «из первого ящика вынимают нестандартную деталь»; В - «из второго ящика вынимают нестандартную деталь». Для события А благоприятным является 2 исхода из 15, а для В-3 исхода из 20.


Очевидно, что оба события являются независимыми. Рассмотрим событие, состоящее в совместном проявлении события А и В. Обозначим его С.
Общее число равновозможных исходов испытаний, в которых событие С наступает или не наступает, равно 15-20.
Действительно, каждому из 15 извлечений из первого ящика соответствует 20 возможностей извлечения деталей из второго ящика. Благоприятными для события С являются те исходы, при которых обе вынутые детали являются нестандартными. Каждому из 2 возможных извлечений нестандартной детали из первого соответствует 3 возможных извлечения нестандартной детали из второго ящика, то есть число исходов, благоприятных для события С, равно 2 • 3.
Значит, Р(С) = ~~=^     .то есть Р(С) = Р(А)Р(В).
Вообще, если событие С означает совместное наступление 2 независимых событий А и В, то вероятность события С равна произведению вероятностей события А и В.
Проверим это с помощью виртуального эксперимента.
Проведение виртуального эксперимента.
1. Запустите приложение «Вероятность событий».
2. Укажите число серий в опыте.
3.	Укажите, какие события должны выполняться одновре-
менно (например, событие А = 2, событие В = 4).
4.	Нажмите на кнопку «Выполнить».
5. Посмотрите, как распределились события выпадения 1, 2, 3, 4, 5 и б при бросании кубиков 1 и 2.
6. Ответьте на вопрос: «Существует ли связь между относительной частотой, с которой одновременно происходят события А и В, и произведением относительных частот событий А и 5?»

7. Постепенно увеличьте количество серий в опыте.
8. Сделайте вывод.
Вывод. С увеличением числа серий в опыте произведение относительных частот наступления событий А и В стремится к относительной частоте одновременного наступления событий А и В.
Решение задач.
1. В непрозрачном пакете лежат 9 жетонов с номерами 1, 2, 9. Из пакета наугад вынимают 1 жетон, записывают его номер и жетон возвращают в пакет. Затем опять вынимают жетон и записывают его номер. Какова вероятность того, что оба раза будут вынуты жетоны, номера которых являются простыми числами?
Решение:
Пусть событие:
А - «вынут жетон, номер которого является простым числом»;
В - «вынут во второй раз жетон, номер которого является простым числом».
Тогда Р(А) = ^ и Р(В) = так как из чисел 1, 2, 9 четыре числа являются простыми.
Рассмотрим событие С - «оба раза вынуты жетоны, номера которых являются простыми числами».
А и В независимы, так как на повторное извлечение жетона не влияет то, какой жетон был вынут первый раз (извлеченный в первый раз жетон был возвращен в пакет).
Р(С) =Р(А)Р(В), то есть Р(С) = | • | = Ц * 0,2-Ответ: 0,2.
2.	Найти вероятность совместного появления герба при од-
ном бросании двух монет.
Решение: Пусть событие:
А - «появление герба 1 монеты; Р(А) = 0,5»;
В - «появление герба 2 монеты; Р(В) =0,5»;
А и В - «независимые, поэтому Р(АВ) = Р(А)Р(В) = 0,25».
Ответ: 0,25.
3.	Каждый из двух охотников попадает в цель с вероятностью 0,4. Они одновременно выстрелили в одного и того же вальдшнепа. С какой вероятностью вальдшнеп уцелеет?
Решение:
Чтобы вальдшнеп уцелел, должны одновременно произойти 2 события:
А - «первый охотник промахнулся», Р(А) = 1 - 0,4 = 0,6. В - «второй охотник промахнулся», Р(В)= 1 - 0,4 = 0,6. Поскольку охотники стреляют независимо друг от друга, воспользуемся формулой:
Р(АВ) = Р(А)Р(В) = 0,6-0,6 = 0,36. Ответ: 0,36.
4.	Вероятность остановки за смену одного станка, работающего в цехе, равна 0,15, а другого 0,16. Какова вероятность того,что оба станка за смену остановятся?
Решение:
А - «первый станок остановился», В - «второй станок остановился», С - «оба станка остановились». А и В независимы. Р(С) = Р(А) -Р(В). Р(С) = 0,15 -0,16 = 0,024. Ответ: 0,024.
 Обобщение, итог:
- Какие события называют независимыми?
Занятие 10 ГЕОМЕТРИЧЕСКАЯ ВЕРОЯТНОСТЬ
Цели: познакомить учащихся с понятием геометрическая вероятность, научить применять геометрическую вероятность при решении задач.

Методы обучения: лекция, объяснение, письменное решение упражнений.
Ход занятия
Лекция.
Вероятность - это мера возможности появления случайного события. Вероятность можно сравнить с длиной, площадью и объемом. Например, каждая плоская фигура имеет определенную пространственную протяженность. Но одна фигура более протяженная, другая менее. Мерой пространственной . протяженности является площадь. Чем менее протяженна фигура, тем меньше её площадь и наоборот. Из курса геометрии мы знаем, как измерить длину, площадь или объём, как найти их численные значения.
Теория вероятности дает нам способы «измерения», нахождения численного значения вероятностей появления различных событий.
Если опыт, в котором появляется событие А, имеет конечное число п равновозможных исходов, то вероятность событий А равна т
Р(А) = —, где т - количество исходов, при которых событие А п
появляется. Это классическое определение вероятности применимо в тех случаях, когда п конечно и все исходы равновозможны. Если хотя бы одно из этих условий не выполняется, то формулу классической вероятности применять нельзя, результат будет неправильным. Если количество возможных исходов опыта бесконечно важно, а все исходы по-прежнему равновозможны, то численное значение вероятности можно найти по формуле геометрической
/	iS*	v
вероятности Р(А) = ■—, или Р(А) = —f,   Р(А) = —, в зависимо-
/	S	v
сти от того, где лежат точки, соответствующие исходам эксперимента на линии, на плоскости или в трехмерном пространстве.
Для применения формулы геометрической вероятности необходимо, чтобы все возможные исходы эксперимента были сосредоточены в конечной области длиной /, площадью S или объемом v, а возможность «выбора» каждой точки из этой области была бы одинаковой для всех точек.
Выбор точки из фигуры на плоскости.
Пример 1. Рассмотрим мыслимый опыт: точку наудачу бросают на квадрат, сторона которого равна 1. Какова вероятность события, которое состоит в том, что расстояние от этой точки до
ближайшей стороны квадрата не больше, чем    ?
Рассмотрим более общие условия опыта. Точку наугад бросают на фигуру F плоскости. Какова вероятность того, что точка попадает в некоторую фигуру G , которая содержится в фигуре F?
Бросить точку наудачу означает:
[image: ]


1)	брошенная точка может попасть в любую часть фигуры F;
2)	вероятность того, что точка попадет в некоторую фигу-
ру SF внутри F, прямо пропорциональна площади фигуры G.
Пусть SF и SG - площади фигур F и G. Вероятность события А - «точка X принадлежит фигуре G, которая содержится в фигуре F» - равна Р(А) = —.
Sf
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Заметим, что площадь фигуры G не больше, чем площадь фигуры F, поэтому Р(А)<\.
Вернемся к нашему примеру. Фигура F в этом примере -квадрат со стороной 1, поэтому SF=1.
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Точка равноудалена от границы квадрата не более чем на —,
если она попала в заштрихованную на рисунке фигуру G, напоминающую рамку фотографии. Чтобы найти SG, нужно из площади квадрата F вычесть площадь внутреннего квадрата АВСД.
Сторона квадрата АВСД равна —.

Поэтому Бавсд =	=~, следовательно, SG = 1 - -^- = -|;
поэтому вероятность того, что точка попал в фигуру G, равна


Пример 2. Из Д ABC случайным образом выбирается точка X. Найти вероятность того, что она принадлежит треугольнику, вершинами которого являются середины сторон треугольника.










В

Решение.
Средние линии разбивают А ABC на 4 равных малых треугольника, площадь каждого из которых обозначим Q. Тогда площадь А ABC в 4 раза больше SA Авс = 4Q. Интересующее нас событие D состоит в том, что точка X принадлежит малому треугольнику MNK.
P(D)= Smnk - Q - 1 Sabc    4Q   4' Выбор точки из отрезка и дуги окружности.
Рассмотрим мысленный эксперимент, который состоит в случайном выборе одной точки X из некоторого отрезка MN. Это можно понимать так, будто точку X случайным образом «бросают» на отрезок. Элементарным событием в этом опыте может стать выбор любой точки отрезка.
Пусть отрезок CD содержится в отрезке MN. Нас интересует событие А, состоящее в том, что выбранная точка X принадлежит отрезку CD.
М	С     X      D	N

Метод вычислений этой вероятности тот же, что для фигур на плоскости: вероятность пропорциональна длине отрезка CD. Следовательно, вероятность события А - «точка X принадлежит
CD
отрезку CD, содержащемуся в отрезке MN» - равна Р(А) =	.
MN
Это число неотрицательно и не превосходит 1, как и полагается для вероятности случайного события.
Пример 1. Внутри отрезка MN случайным образом выбирается точка X. Найти вероятность того, что точка X ближе к N, чем кМ.
Решение:
Пусть О - середина отрезка MN.
М	N
точка С лежит на полуокружности DA, не содержащей точку В.
/
Длина полуокружности равна —. Р(Е)=

Выбор точки из числового отрезка.
Геометрическую вероятность можно применить к числовым промежуткам. Предположим, что случайным образом выбирается число х, т < X < п.
Этот опыт можно заменить опытом, в котором из отрезка [т, п] на числовой прямой выбирается точка с координатой х.
X
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О        X
Обозначим указанные события через А. Это событие наступит только тогда, когда X лежит внутри отрезка ON. ON
Р(А)=	=0,5.
MN
Пример 2. На окружности даны точки А и В, причем эти точки не являются диаметрально противоположными. На этой окружности случайным образом выбирается точка С. Найдите вероятность того, что отрезок ВС пересекает диаметр окружности, проходящей через точку А.
m	a	on

Рассмотрим событие, состоящее в том, что точка с координатой х выбрана из отрезка [а, Ь], содержащегося в отрезке [гп, п]. Это событие обозначим (а < х < Ь). Его вероятность равна отношению длины отрезков [а, Ь] и [т, п].
Ъ - а
Р(а < х < Ь) =	.
п-т
Пример 1. Найти вероятность того, что точка, случайно вы-
1 . 1'
L3 ' 2 J
бранная из отрезка [0,1], принадлежит отрезку Решение.
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Решение.
Пусть длина окружности равна <?. Интересующее нас событие Е - «отрезок ВС пересекает диаметр DA» - наступает, только если
1      6
 (
I_I 
2   3 _ 1
)
По формуле Р (j < х < -i-j =
Пример 2. Согласно правилам дорожного движения пешеход может перейти улицу в неустановленном месте, если в пределах видимости нет пешеходных переходов. В городе Миргороде расстояние между пешеходными переходами на улице Солнечной равно 1 км. Пешеход переходит улицу Солнечную где-то между этими 2 переходами. Он может видеть знак не дальше, чем за 100 м от себя. Найдите вероятность того, что пешеход не нарушает правила.
О  0,1

hi—■	»
0.9   1


Решение.
Воспользуемся геометрическим методом. Расположим числовую прямую так, что участок улицы между переходами окажется отрезком [0;1]. Пусть пешеход подходит к улице в некоторой точке с координатой X. Пешеход не нарушает правила, если он находится на расстоянии более чем 0,1 км от каждого перехода, то есть если 0,1 < х < 0,9.
Р (0,1 < х < 0,9) = 0'9~0Д = 0,8.

Обобщение, итог.
Вопросы:
1) Что такое вероятность?
2) Запишите формулы геометрической вероятности.
3) В каких случаях нужно применять геометрическую вероятность?
Решение задач в группах.
1. Дано: АВ = 12 см, AM = 2 см, MN = 4 см. На АВ случайным образом отмечается точка X. Какова вероятность, что точка X попадет на отрезок:
1)АМ;  2) AN; 3) MN; 4) MB; 5) АВ?
А	М	N	В


Решение.
Исходами данного эксперимента являются попадания точки на отрезок АВ; все исходы равновозможны, но количество исходов бесконечно велико. Событиями будут попадания точки-отметки на какой-либо отрезок конечной длины, целиком лежащей на АВ. При этих условиях можно применить формулу геометрической вероятности:
1.	Событие А - «точка X попадет на отрезок АМ»;
\АМ\ = 2 см, |ЛЯ| = 12 см;


2.	Событие В - «точка X попадет на отрезок AN»;
\AN\ = 2 + 4 = 6 (cm);


 (
\AN\
)Занятие 11 ГЕОМЕТРИЧЕСКАЯ ВЕРОЯТНОСТЬ
Цель: закрепить понятие геометрической вероятности, научить решать задачи с применением геометрической вероятности.

Методы  обучения:  беседа,  письменное  решение  задач в группах.
Ход занятия Беседа по вопросам:
1. Дайте геометрическое определение вероятности.
2. Когда это определение применять более предпочтительно, чем классическое и статистическое определение вероятности.
Закрепление изученного материала.
6 _ 1
\АВ\    12   2'
3.	Событие СВ - «точка X попадет на отрезок МВ»;
|М5| = 12-2 = 10 (см);
\МВ\       ,А       С

4.	Событие Е- «точка X попадет на отрезок АВ»;
\АВ\    12
Р(Е)=\	=44 = 1-
\АВ\    12
Ответ: 1) i;   2)\;   3) {; 4)|; 5)1. 6        2        3       6
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2. Внутри квадрата со стороной 10 см выделен круг радиусом 2 см. Случайным образом внутри квадрата отмечается точка. Какова вероятность того, что она попадет в выделенный
круг?
Решение:
Исходами данного события являются все возможные отмечаемые точки, лежащие внутри квадрата со стороной 10 см; все исходы считаются равновозможными, но количество их бесконечно велико. Событиями в таком эксперименте являются попадания отличаемой точки внутрь некоторой фигуры конечной площади, целиком лежащей внутри квадрата. Вероятности таких событий находятся по формуле геометрической вероятности.
Найдем вероятность события А - «точка попадет в круг радиусом 2 см, лежащий внутри квадрата». Площадь круга равна
SKp =7ir2 = 4я"(см2). Площадь квадрата SK„ = а 2 = 100 (см2). v '   SKe    100   25'
Л	71
Ответ: -—. 25
4. Коля и Оля договорились встретиться в парке с 12 до 13 часов. Пришедший ждет другого в течение 30 минут, после чего уходит. Какова вероятность того, что они встретятся, если каждый из них с одинаковой вероятностью может прийти в любой момент времени в течение заданного часа?
Решение:
Обозначим время прихода в парк Коли через X, а Оли - через Y (для удобства будем выражать время в минутах, прошедших после 12 часов). Тогда точка с координатой (X,Y) будет случайной точкой в квадрате на плоскости OXY, изображенной на рисунке.
Каждая точка этого квадрата - это один из возможных исходов нашего эксперимента. Эксперимент завершается встречей, если
выполняется условие |х — у\ < 30.
Множество таких точек закрашено на рисунке:

Y   t
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)3. Чему равна вероятность того, что случайным образом отмеченная на отрезке АВ точка X совпадает с серединой отрезка? Решение:
Если точка отмечается на отрезке АВ длины причем выбор любой точки на АВ равновозможен, то событием в таком эксперименте считают попадание точки в некоторый отрезок CD конечной длины €\, целиком лежащей на АВ.
Вероятность такого события:


Середина АВ - это одна точка, которая не имеет длины (^, = 0), поэтому вероятность попадания в середину отрезка равна
Р(А) =| = 0.
Ответ: 0.
[image: ]

Skb = 602=3600.
Бзакр = Skb — 2Stp
Бз.ф = 3600 - 2( I • 30 • 30) = 3600 - 900 = 2700

р(А)_ 2700 _3 ПА)   3600 "4-
Ответ: —.
4
Обсуждение каждой задачи у доски. Обобщение, итог.
Итак, при решении задач на геометрическую вероятность необходимо точное описание множества возможных исходов. Нужно также помнить, что, несмотря на то что вероятность попасть в любую точку области равна 0, то есть Р(А) = 0, это не означает, что событие Л невозможно в одном или нескольких опытах, - его относительная частота будет стремиться к 0. Таким образом, события нулевой вероятности вполне могут происходить в единичных опытах. Об этом еще в 1933 г. писал А. Н. Колмогоров: «... из Р(А) = 0 не следует еще невозможность события А» (Колмогоров, А. Н. Основные понятия теории вероятностей).


Занятие 12
НЕЗАВИСИМЫЕ ПОВТОРНЫЕ ИСПЫТАНИЯ. ФОРМУЛА Я. БЕРНУЛЛИ
Цели: познакомить учащихся со схемой Бернулли; сформировать умение применять схему при решении задач.
Методы обучения: беседа, письменные упражнения, применение компьютера при решении задач.

Формы контроля:  проверка самостоятельно решенных
задач.

Ход занятия
Рассказ учителя.
Многие задачи в теории вероятностей сводятся к следующей схеме, которая называется схемой Я. Бернулли по имени математика, который первым ее рассмотрел. В некотором опыте нас интересует событие А. Вероятность появления события А равна р, а непоявления события - q = 1 - р. Опыт повторяют п раз независимым образом. Какова вероятность того, что в результате п независимых повторений опыта событие А произойдет ровно т раз, 0 < т < nl Эту вероятность можно найти по формуле Pm,n=Cn тр q
Пример 1. Какова вероятность того, что при десяти бросках игральной кости 3 очка выпадут ровно 2 раза?
Решение.
1        ,       5 Здесь п = 10, m = 2,p= — ,q = 1 -р=— и
6	о

Г2-10"ЧоШ Ы "1-2   6.о 
Пример 2. Вероятность попадания в мишень одним выстрелом – 1/8 . Какова вероятность того, что из 12 выстрелов не будет ни 
одного попадания? 
Решение.
                                             
Имеем: п = 12, т = 0, р = 1/8 q=7/8
                                            
Тогда Р0,,=C12 0(1/8)0(7/8),12=1*1*(7/8)12 =0,20.
Пример 3. В части А Единого государственного экзамена по математике в 2005 году было 10 заданий с выбором ответа. К каждому из них предлагается 4 варианта ответа, из которых только один верный. Если ученик не знает предмет и отвечает наугад, то с вероятностью 1/4 он выберет правильный ответ, а с вероятностью ¾   - ошибется. Для получения положительной оценки за экзамен  необходимо правильно ответить минимум на 6 заданий. Какова вероятность того, что нерадивый ученик сдаст экзамен? 
Решение.
Имеем: п- 10, т = б, р = 1/4  q = 3 /4.
Тогда   
P6.10= C10 6 (1/4)6  (3/4)4 =0.016
Это событие маловероятное. Таким образом, шансов сдать экзамен мало!
Решение задач.
1. Бросаем игральную кость. Какова вероятность того, что, бросив кость 8 раз, мы выбросим шестерку не менее 4, но не более 6 раз?
Решение.
Чтобы решить эту задачу, нужно отдельно найти вероятности того, что шестерка выпала 4,5 или 6 раз, и их сложить:
Р =С8 4р4q4+C5 8+C68р6q2=70*(1/6)4(5/6)4+56 (1/6)5(5/6)3+28 (1/6)6(5/6)2=0.0344
2.	Вероятность события А равна 0,3. Какова вероятность того, что в серии из 6 испытаний событие А наступит хотя бы один раз?
Решение. Вместо события А рассмотрим противоположное событие А - «событие А не наступит ни разу». Вероятность этого события найти несложно, q = 0,7, получаем:
Р(А) =C06p0q6 = 1 • 1 • 0,76 = 0,117649.
Следовательно, Р(А) = 1 -Р(А) = 1-0,117649 = 0,882351.
3.	Олегу задали 10 одинаковых по трудности задач. Вероятность того, что Олег решил задачу, равна 0,75. Найдите вероятность того, что Олег решит: а) все задачи; б) не менее 8 задач;в) не менее 6 задач.
Ответ: а) 0,056; 6)0,526; в) 0,922.
4.	Остап Бендер играет 8 шахматных партий против членов шахматного клуба. Остап играет плохо, поэтому вероятность выигрыша им каждой партии равна 0,01. Найдите вероятность того, что Остап выиграет хотя бы одну партию.
Ответ: 0,077.
5.	Юноша, желающий стать военным летчиком, должен пройти 4 испытания. Вероятность успешного выполнения им заданий первого испытания 0,9, второго - 0,95, третьего - 0,8 и четвертого - 0,85. Какова вероятность того, что: а) юноша успешно пройдет все испытания; б) юноша успешно пройдет два испытания; в) юноша с успехом пройдет не менее двух испытаний?
6. С разных позиций по мишени выпускают 4 выстрела. Вероятность попадания первым выстрелом 0,1, вторым - 0,2, третьим - 0,3 и четвертым - 0,4. Какова вероятность того, что все четыре выстрела - промахи?

Домашняя самостоятельная работа.
1.	Проводится серия из 6 независимых испытаний Бернулли с вероятностью успеха Р = ~ • Найдите вероятность элементарного события, в котором наступает сначала 2 успеха, а затем - 4 неудачи.
2. Сколько элементарных событий с 4 успехами возможно в серии из 10 испытаний Бернулли?
3. Найдите вероятность выбросить ровно 6 орлов, 10 раз бросив монету.
4*. Стрелок стреляет в мишень. Вероятность попадания равна 0,4. Найдите вероятность того, что, сделав 5 выстрелов, стрелок попадет в мишень не менее 2 раз.



Т е м а 5 СЛУЧАЙНЫЕ ВЕЛИЧИНЫ

Занятия 1-2 
РАСПРЕДЕЛЕНИЕ ВЕРОЯТНОСТЕЙ СЛУЧАЙНОЙ ВЕЛИЧИНЫ
Цели: познакомить учащихся с понятиями случайная величина, распределение случайной величины; сформировать умение приводить примеры случайных величин, составлять таблицы распределения для случайных величин.
Методы обучения: беседа, устные и письменные упражнения.
Формы контроля: проверка самостоятельно решенных задач.
Ход занятия
Рассказ учителя.
Случайная величина - это величина, значение которой зависит от случая. В ходе некоторого случайного опыта или наблюдения случайная величина принимает то или иное значение. Рассмотрим следующие примеры.
1. Наблюдая движение городского транспорта, замечаем, что число машин, проезжающих за один час через некоторый перекресток, под влиянием случайных обстоятельств меняется в течение суток.
2. Учет писем, поступающих в некоторое почтовое отделение, показывает, что ежедневное количество писем меняется в результате каких-то случайных причин.
3. Рост наудачу выбранного человека можно рассматривать как случайную величину, измеряя его, например, в сантиметрах.
4. Срок службы телевизора или стиральной машины -случайная величина. Срок службы отсчитывается в днях от момента выпуска или продажи. Свойства этой случайной величины важны, например, при установлении гарантийного периода на новый прибор.
Эти примеры отличаются по конкретному содержанию, но у них есть общие черты.
1) В каждом примере речь идет о величине, которая характеризует некоторое случайное событие.
2) Каждая из этих величин может принимать переменное числовое значение в зависимости от случайного исхода испытания.
Случайная величина возникает как результат случайного опыта. Предположим, что случайная величина X в некотором опыте может принимать несколько значений. Чтобы полностью описать случайную величину X, надо указать, с какими вероятностями она принимает эти значения. Указать вероятность каждого значения можно с помощью таблицы, графика, диаграммы или формулы.
Пример. Игральную кость бросают дважды. Результаты элементарных событий представлены в таблице. По горизонтали указано число очков, выпавшее на первой кости, по вертикали - на второй.

	N. I п \^
	1
	2
	3
	4
	5
	6

	1
	1; 1
	1;2
	1;3
	1;4
	1;5
	1;6

	2
	2; 1
	2; 2
	2; 3
	2; 4
	2; 5
	2; 6

	3
	3; 1
	3;2
	3;3
	3;4
	3;5
	3;6

	4
	, 4; 1
	4; 2
	4:3
	4; 4
	4; 5
	4; 6

	5
	5; 1
	5; 2
	5;3
	5;4
	5; 5
	5; 6

	6
	6; 1
	6; 2
	6;3
	6; 4
	6; 5
	6; 6


Сумма выпавших очков - случайная величина. Возможные значения этой суммы - натуральные числа от 2 до 12. Составим таблицу распределения вероятностей случайной величины.
	Сумма очков
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11
	12

	вероятность
	1/36
	2/36
	3/36
	4/36
	5/36
	6/36
	5/36
	4/36
	3/36
	2/36
	1/36



Эта информация называется законом распределения случайной величины. Закон распределения можно задавать разными способами. Распределение вероятностей можно представить в виде диаграммы. Высота каждого столбца диаграммы равна вероятности того, что случайная величина примет соответствующее значение.
Основное свойство распределения заключается в том, что сумма всех вероятностей равна 1. Объясняется это тем, что сумма вероятностей значений случайной величины равна сумме вероятностей всех элементарных событий эксперимента.
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)Таким образом, случайная величина представляет собой функцию, определенную на множестве всех возможных исходов опыта: областью определения этой функции является множество Q, а значениями — числа (целые или действительные). Для каждого исхода случайная величина имеет вполне определенное (неслучайное) значение. Но поскольку исход опыта заранее неизвестен, то и значение, которое примет эта величина в любом опыте, заранее неизвестно, случайно.
Такие случайные величины, принимающие только отдельные друг от друга значения, которые можно заранее перечислить, называются дискретными случайными величинами.
В природе значения многих случайных величин изменяются непрерывно. Например, время безотказной работы прибора или изделия (телевизора, стиральной машины, автомобиля) может оказаться любым (положительным) числом. Такие случайные величины называются непрерывными. Для непрерывных случайных величин распределение вероятностей между возможными значениями описывают с помощью функций.
Вернемся к формуле Бернулли Pm,n= C мп  pm qп-м 
Пусть случайная величина S - число успехов в серии из п испытаний Бернулли. S может принимать значения от 0 до п. Тогда событие SKn состоит в том, что в результате серии испытаний наступило к успехов. Формула дает распределение случайной величины S. Это так называемое биномиальное распределение вероятностей, или распределение Бернулли.
Пример 1. Таблица распределения Бернулли для п = 16 при р = 05.

	к
	0
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7

	Р
	0
	0
	0,002
	0,009
	0,028
	0,067
	0,122
	0,175

	8
	9
	10
	11
	12
	13
	14
	15
	16

	0,196
	0,175
	0,122
	0,067
	0,028
	0,009
	0,002
	0
	0


 (
0,18
2       3       4       5       6       7       8       9      10      11      12
)Как видно из таблицы, распределение вероятностей симметрично относительно значения 0,196. Это объясняется тем, что вероятности успеха и неудачи одинаковы: р = q = 0,5.

Решение задач.
1. Имеется книжка, в которой 16 страниц. Будем считать, что книга с равными шансами может открыться в любом месте. Составьте таблицу распределения вероятностей для случайной величины «номер наугад открытой левой страницы».
2. В таблице дано распределение вероятностей некоторой случайной величины. Одна из вероятностей неизвестна. Найдите ее.

	Значение
	-4
	-3
	-2
	-1
	0
	1
	2
	3
	4

	Вероятность
	0,05
	0,1
	0,15
	0,18
	
	0,18
	0,15
	0,1
	0,05


3. Случайная величина X принимает все целые значения от 0 до 18 и имеет симметричное распределение Бернулли. Какое из
возможных значений случайной величины X имеет наибольшую вероятность?
4. Проводится серия из 6 независимых испытаний Бернулли с вероятностью р = 0,5. Составьте таблицу распределения случайной величины «число успехов». Изобразите распределение вероятностей с помощью диаграммы. Симметрично ли это распределение?
5. Симметрично ли распределение числа успехов в серии испытаний Бернулли, если вероятность успеха: а) р = 0,2; б) р = 0,7; в) р = 0,5? Сравните наиболее вероятное число успехов с серединой интервала значений в каждом случае.
6. Для серии из 6 испытаний Бернулли с вероятностью успеха р - 0,4 постройте диаграммы распределения случайных величин «число успехов» и «число неудач». Сравните полученные распределения.
Домашняя самостоятельная работа.
1. Случайная величина принимает все четные значения от -2 до 6 с равными вероятностями. Постройте таблицу распределения вероятностей этой случайной величины.
2. Пять человек выстраиваются в очередь случайным образом. Среди этих пятерых в очереди стоит Иван Иванович. Постройте распределение случайной величины «число людей в очереди, стоящих перед Иваном Ивановичем».
3. В таблице дано распределение некоторой случайной величины X. Найдите пропущенную вероятность.

	Значение
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8

	Вероятность
	0,16
	0,2
	0,03
	0,05
	0,12
	0,07
	
	0,24


4*. Случайная величина Z принимает натуральные значения   от 1 до 6 с вероятностями P(Z = к) = k/a. Найдите значение а.
Занятия 3-4 
МАТЕМАТИЧЕСКОЕ ОЖИДАНИЕ СЛУЧАЙНОЙ ВЕЛИЧИНЫ
Цели: ввести понятие математического ожидания; сформировать умения вычислять математическое ожидание случайной величины, использовать свойства математического ожидания.
Методы обучения: рассказ, объяснение, решение задач.
Формы контроля: проверка самостоятельно решенных задач.
Ход занятия
Рассказ учителя.
Решим следующую задачу. Выпущено 100 лотерейных билетов. 40 билетов принесут их владельцам по 100 р., 10 билетов - по 500 р., 5 билетов - по 1000 р. Остальные билеты безвыигрышные. Какой средний выигрыш соответствует одному билету?
Выигрыш является случайной величиной, которая может принять значения 0, 100, 500, 1000 с вероятностями соответственно 0,45, 0,4, 0,1, 0,05. Распределение этой случайной величины можно представить таблицей:

	Выигрыш
	0
	100
	500
	1000

	Вероятность
	0,45
	0,4
	0,1
	0,05
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Если покупатель приобретает все 100 билетов, то: 0 р. он выиграл бы 45 раз, 100 р. он выиграл бы 40 раз, 500 р. он выиграл бы 10 раз, 1000 р. он выиграл бы 5 раз.
Всего  0-45+ 100-40+ 500-10+ 1000-5  рублей. Выигрыш, соответствующий одному билету, в 100 раз меньше, он равен: 0-45+ 100-40 +500-10 +1000-5 _ 100
= 0 • 0,45 +100 • 0,4 + 500 ■ 0,1 +1000 • 0,05=140 (р.).
Сравните построенную сумму с таблицей распределения вероятностей.
- Как строится среднее значение выигрыша?
Для того чтобы лотерея приносила доход своим устроителям, цена билета должна быть больше, чем средний выигрыш. Предположим, что билет будет стоить 150 р. Все билеты будут проданы за 15 ООО р., на выплату выигрышей будет потрачено 14 ООО р., таким образом, доход от лотереи составит 1000 р. Так устроены все лотереи: среднее значение выигрыша на один билет меньше цены этого билета.
Рассмотрим общий случай. Пусть X - случайная величина. Распределение вероятностей случайной величины X задано таблицей:

	Значение
	Xi
	х2
	
	
	х„

	Вероятность
	Pi
	Р2
	Рз
	
	Рп









Математическим ожиданием случайной величины X называют число
М(Х)=х1р1+х2р2 +х3р3 +.....+х„р„.
Математическое ожидание называют также ожидаемым значением случайной величины X, средним значением случайной величины.
Свойства математического ожидания.
1. Если случайная величина может принимать только одно значение а с вероятностью 1, то М{а)= а • 1 = а, то есть математическое ожидание постоянной величины равняется этой величине.
2. Математическое ожидание суммы случайных величин равняется сумме математических ожиданий этих величин:
М(х+у) = М(х) + М(у).
3. Математическое ожидание произведения независимых случайных величин равняется произведению математических ожиданий этих величин: М(ху) = М(х) ■ М{у).
4. Постоянный множитель случайной величины можно вынести перед знаком математического ожидания: М(сх) = сМ(х).
Решение задач.
1. В таблице дано распределение случайной величины X.Найдите математическое ожидание этой величины,
а)	_____
	Значение
	-4
	-3
	-2
	-1
	0
	1
	2
	3
	4

	Вероятность
	0,07
	0,1
	0,13
	0,18
	0,04
	0,14
	0,19
	0,12
	0,03


б)
	Значение
	-4
	-3
	-2
	-1
	0
	1
	2
	3
	4

	Вероятность
	0,02
	0,03
	0,1
	0,15
	0,4
	0,15
	0,1
	0,03
	0,02


2.	Случайная величина А принимает все целые значения от-15 до 15 с равными вероятностями. Найдите ее математическое ожидание.
Ответ: 0.
3. Бросаем симметричную монету один раз. Случайная величина X - «число выпавших орлов». Ясно, что X может принимать только два значения - 0 и 1. Найдите М(Х).
4. По правилам морского боя на поле 10 х 10 клеток размещаются четыре однопалубных корабля (по одной клетке), три двухпалубных, два трехпалубных и один четырехпалубный. Рассмотрим случайную величину X, которая равна числу клеток в подбитом корабле противника в результате первого выстрела. Если первый выстрел не привел к попаданию, то X = 0. Найдите М(Х).
Ответ: 0,5.
5.	Случайная величина X принимает целые значения от -3 до 7 с равными вероятностями. Случайная величина Y принимает целые значения от 1 до 9 также с равными вероятностями. Найдите математическое ожидание случайной величины Z, если:
a)Z = X + Y;   6)Z = X-Y. Ответ: а) 9 ; б)-1.
6.	У охотника 4 патрона. Он стреляет по зайцу, пока не попадет или пока не кончатся патроны. Найдите математическое ожидание количества выстрелов, если вероятность попадания 0,25.
Ответ: 2,734.
7. Проводится лотерея-спринт. Цена одного билета равна 10 р. Выигрыши и их вероятности даны в таблице:

	Выигрыш
	10р.
	50 р.
	100 р.
	1000 р.
	10000 р.
	100000 р.

	Вероятность
	0,1
	0,02
	0,01
	0,001
	0,0001
	0,00001
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Найдите математическое ожидание случайной величины «выигрыш на один билет». Ответ: 5р.
Домашняя самостоятельная работа.
1. Случайная величина принимает все нечетные значения от -3 до 5 с равными вероятностями. Найдите ее математическое ожидание.
2. В таблице дано распределение случайной величины X. Чему равно М(Х)?

	Значение
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8

	Вероятность
	0,16
	0,19
	0,02
	0,06
	0,11
	0,06
	0,15
	0,25
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Занятия 5-6 
РАССЕИВАНИЕ ЗНАЧЕНИЙ. ДИСПЕРСИЯ И СТАНДАРТНОЕ ОТКЛОНЕНИЕ

Цели: ввести понятия дисперсия, стандартное отклонение; сформировать умение вычислять дисперсию случайной величины, использовать свойства дисперсии.
Методы обучения: рассказ, объяснение, решение задач.
Формы  контроля:  проверка самостоятельно  решенных
задач.
Ход занятия
Рассказ учителя.
Вычислим математическое ожидание случайной величины X:
	Значе-
	-10
	-6
	-2
	1
	3
	5
	8
	10

	ния
	
	
	
	
	
	
	
	

	Вероят-
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1

	ность
	16
	8
	4
	16
	4
	16
	8
	16



Здесь М(Х)= 7/8 
А теперь математическое ожидание случайной величины Y:
	Значе-
	-2
	-1
	0
	1
	2
	3
	4
	5

	ния
	
	
	
	
	
	
	
	

	Веро-
	1
	1
	1
	0
	1
	1
	1
	1

	ятность
	4
	4
	16
	
	16
	8
	8
	8



Получаем снова такое же значение M(Y) =7/8
Любопытный результат: распределение случайных величин X и Y разные, а математические ожидания одинаковые. Чем отличаются распределения этих величин, если их математические ожидания равны?
Рассмотрим рисунок
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Значения случайной величины Y при втором распределении компактнее сосредоточены около M(Y), чем при первом около М(Х). Как измерить степень этой сосредоточенности? Можно было измерить средним отклонением случайной величины X от ее математического ожидания М(Х), но такая мера неудобна, так как она может принимать как положительные, так и отрицательные значения.
Для измерения сосредоточенности значений случайной величины обычно применяют математическое ожидание случайной величины (X - М(Х))2. Такое математическое ожидание называют дисперсией случайной величины X и обозначают D(X). Таким образом, D(X) = М(Х - М(Х))2.
У дисперсии также есть недостаток: дисперсия измеряется не в тех единицах, что сама случайная величина. Например, напряжение измеряется в вольтах. Тогда дисперсию придется измерять в квадратных вольтах.
По этой причине вместо дисперсии часто используется мера рассеивания, которая называется средним квадратическим или стандартным отклонением и равна арифметическому квадратному корню из дисперсии, σ = √D(X) .
Свойства дисперсии.
Дисперсия вычисляется по формуле   D(X)=M(X-M(X))2.
D(X)=M(X - М(Х))2=М(Х2- 2Х М(Х) + М2 (X) =  М(Х2) - М(2Х М(Х)) +М( М2 (X)) == М(Х2) - 2М(Х) М(Х)) + М2(Х) == М(Х2) - 2 М2(Х) + М2 (X) = М(Х2) - М2(Х), учитывая, что М(Х), 2М(Х)  и М2 (X) - постоянные числа. Итак, получаем еще одну формулу дисперсии
D(X) = M(X2)-M2(X).
Свойство 1. Дисперсия постоянной величины равна нулю
D(c) = М(с2) - М2(с) = с2 - с2 = 0.
Свойство 2. D(aX) = a2 D(X)
Свойство 3. Дисперсия суммы независимых событий равна сумме их дисперсий  D(X + Y) = D(X) + D(Y).
Пример. Найти дисперсию случайной величины, распределенной по биномиальному закону.
Случайная величина X, распределенная по биномиальному закону, представляет нам число событий А при п независимых испытаниях, когда вероятность появления события А есть р, а непоявления q = 1 - р.
Пусть Xj - число событий А при i-м испытании. х_ может принимать два значения: 1с вероятность р (А произошло) и 0 с вероятность q (А не произошло). Тогда М(х2) = I2 • р + 02 q= р.
По формуле дисперсии находим:
D (х,.) = М (х?) - М2 (х,) = р - р2 = р (1 - р ) = рq .
Поскольку Xj - независимые случайные величины, то D(x) = D(x, +х2+... + хп) = D{xx) + D(x2) + ... + D(xn ) = npq.
Решение задач.
1.	Проводится одно испытание Бернулли с вероятностью успеха 0,5. Случайная величина S - «число успехов». Вычислите D(S).
Ответ: 0,25.
2.	Дано распределение случайной величины X:
а)

	Значения
	-2
	0
	3

	Вероятность
	0,3
	0,5
	0,2

	б)

	Значения
	-2
	2
	3

	Вероятность
	0,3
	0,5
	0,2

	Вычислите дисперсию этой случайной величины.
	

	3. Дано распределение случайной величины Z:
	

	Значения
	-4
	0
	6

	Вероятность
	0,3
	0,5
	0,2


Вычислите дисперсию этой случайной величины. Сравните случайную величину Z со случайной величиной X из задачи 2 а). Сравните дисперсии этих случайных величин.
4. Найдите дисперсию случайной величины, которая с равными вероятностями принимает все целые значения:
а) от 0 до 6;    б) от 1 до 7 .
Ответ: а)4;   6)4.
 5. Выберите правильное утверждение:
а)	чем больше вероятность успеха, тем больше ожидаемое число неудач;
б)	чем больше вероятность успеха, тем меньше ожидаемое число неудач;
в)	ожидаемое число успехов зависит только от числа экспериментов и никак не связано с вероятностью неудачи в каждом опыте.
6. В пруду 2000 окуней и 1000 карасей. Рома ловит рыбу, но каждую пойманную рыбу отпускает снова в пруд. Найдите ожидаемое число карасей, если Рома поймал 30 рыб.
Ответ: 10.
7. По полу рассыпали содержимое коробочки, в которой лежало сто канцелярских кнопок. Сколько следует ожидать «опасных» кнопок, лежащих острием вверх, если вероятность выпадения кнопки острием вверх равна 0,45?
8. По полу рассыпали содержимое коробочки, в которой лежало сто кнопок. Кнопка падает острием вверх с вероятностью 0,36. Найдите дисперсию и стандартное отклонение величины «число кнопок, упавших острием вверх».
Ответ: дисперсия равна 23,04; стандартное отклонение 4,8.
9.	Производится серия выстрелов по мишени. Вероятность попадания равна р = 0,3. Подсчитывается число попаданий S. Найдите дисперсию величины S, если всего произведено: а) 100 выстрелов; б) 1000 выстрелов;  в) 2500 выстрелов.
Ответ:    а) 21;   6)210;   в) 525.

Домашняя самостоятельная работа.
1. Игральную кость бросили 64 раза. Найдите математическое ожидание, дисперсию и стандартное отклонение случайной величины X, равной числу выпадения четного числа очков.
2* Серию испытаний Бернулли проводят дважды. В первый раз вероятность успеха была равна 1/2, а во второй раз вероятность успеха равнялась 1/3А . В обоих случаях случайная величина S - число наступивших успехов. В каком из случаев ожидаемый разброс величины S больше?

Тема 6
СЛУЧАЙНЫЕ ВЕЛИЧИНЫ В СТАТИСТИКЕ

Занятия 1-2 ВЫБОРОЧНЫЙ МЕТОД
Цели: познакомить учащихся с понятием генеральная совокупность и случайная выборка; рассмотреть методы ее представления.
Форма занятия: объяснение, практическая работа.
Ход занятия
Рассказ учителя.
Статистика занимается сбором, систематизацией и анализом данных, полученных в результате многократных наблюдений за однородными случайными явлениями. Эффективной формой представления статистических данных являются таблицы и диаграммы. Здесь мы используем их для представления случайной выборки.
Начнем же мы с обсуждения краеугольного камня всей статистики - выборочного метода.
1. Генеральная совокупность и случайная выборка.
Основным методом статистики является выборочный метод. Суть его состоит в том, что в реальном опыте мы наблюдаем не всю совокупность явлений или объектов, которые хотели бы изучить, а лишь какую-то их часть. Например, для выяснения, какая сумма чисел выпадает на кубиках чаще всего, мы не можем продолжать наш опыт бесконечно долго. Однако с большой уверенностью можно ответить на этот вопрос уже после нескольких сотен опытов.
Вся совокупность явлений или объектов, подлежащих статистическому исследованию, называется генеральной совокупностью.
Элементами генеральной совокупности могут быть неодушевленные предметы, живые люди, природные явления, физические эксперименты и т. д. Однако в каждом конкретном исследовании генеральная совокупность должна быть достаточно однородной - по крайней мере, в отношении тех характеристик, которые мы собираемся изучать. В этом случае каждый элемент генеральной совокупности описывается определенным набором признаков, поведение которых нас и будет интересовать. В простейших ситуациях этот признак всего один.
Пример 1. Генеральная совокупность - население России. Исследуемый признак - возраст жителей.
Пример 2. Генеральная совокупность - бесконечная серия опытов с подбрасыванием двух кубиков. Исследуемый признак -сумма очков на кубиках.
И в том, и в другом примере практически невозможно подвергнуть обследованию всю совокупность явлений или объектов -это или слишком дорого (в первом примере всеобщую перепись населения производят примерно через 10 лет), или вообще невозможно (во втором). Поэтому из всей генеральной совокупности для обследования выбирают небольшое (по сравнению с генеральной совокупностью) конечное множество элементов, которые составляют случайную выборку. Эти элементы изучают, выявляют различные характеристики и закономерности, а затем переносят полученные результаты на всю генеральную совокупность. В этом и состоит суть выборочного метода - по результатам, полученным в выборке, попытаться сделать выводы обо всей генеральной совокупности.
Понятно, что такое обобщение далеко не всегда возможно. Чтобы такие выводы можно было сделать с большей уверенностью, следует тщательно подойти к формированию случайной выборки, сделать ее, как говорят, более репрезентативной, то есть представительной. Поэтому приходится изобретать практичные механизмы получения репрезентативных выборок.
В связи с тем что в статистическом исследовании каждый элемент генеральной совокупности предстает как набор определенных, чаще всего числовых, характеристик, в математической статистике сложился более формальный взгляд на то, что такое случайная выборка. Ведь когда дело доходит до обработки результатов, то от предметов, людей или явлений остаются только ряды чисел. С этой точки зрения выборкой можно считать числовой ряд, полученный в результате статистического наблюдения.
Более точно случайной выборкой объема в математической статистике называется последовательность хь х2, х„, состоящая из независимых, одинаково распределенных случайных величин.
Следуя таком подходу, мы будем часто отождествлять выборку с тем числовым рядом, который был получен в результате выборочного наблюдения. Этот числовой ряд получается, если выписать для каждого элемента выборки определенный числовой признак, который мы собираемся изучать.
Пример. При выборочном исследовании суммы очков, выпадающей на двух игральных кубиках, была получена следующая выборка:
7, 6, 5, 6, 5, 7, 6, 8, 6, 2, 10, 10, 8, 10, 8, 7, 5, 9, 6, 7.
Итак, в дальнейшем результаты всех наших выборочных обследований будут представлять собой обычные числовые ряды. Наша ближайшая цель - придумать наиболее наглядные способы представления содержащейся в них информации.
Объемы числовой информации, получаемой даже в простейших выборочных исследованиях, достаточно велики. Именно это и составляет главную проблему на первом этапе обработки статистических данных.
2.	Таблица частот.
Первый шаг, который может значительно облегчить работу с большими массивами данных, - это упорядочение.
Статистический ряд, в котором все элементы упорядочены по возрастанию, называется ранжированным.
Совершенно очевидно, что такой ряд можно представить более компактно, если указывать только различные значения ряда и количество повторений каждого из этих значений. Соответствующая таблица называется частотной таблицей, или таблицей распределения частот. Эти таблицы вы изучали в начале курса.
3.	Группировка данных.
Итак, таблица частот делает представление статистических данных намного компактнее и информативнее. Из нее сразу видно, какие различные значения присутствовали в выборке, какие из них повторялись чаще, а какие реже. Но всегда ли дело обстоит так хорошо?
Пример 1. В 1 А классе школы было проведено исследование для выяснения того, сколько весит портфель первоклассника. В результате взвешиваний был получен следующий числовой ряд (масса каждого портфеля в кг): 2,1; 2,45; 1,9; 2,6; 3,1; 1,95; 3,4; 4,3; 1,15; 2,7; 2,2; 3,2; 2,4; 2,2; 1,8; 1,5; 2,4; 2,25; 2,6; 1,75.
Если попробовать сделать эти данные более наглядными, представив их в виде частотной таблицы, то мы увидим, что абсолютная частота каждого значения оказалась равной 1 или 2. Это неудивительно, ведь точные совпадения в такой выборке маловероятны, а если измерять массу портфелей еще точнее, то совпадений не будет вовсе. Ясно, что составлять для такой выборки таблицу частот бессмысленно - никакого наглядного представления мы при этом не получим.
В такой ситуации для наглядного представления результатов выборки приходится группировать данные и представлять их в виде интервальной таблицы частот. Весь диапазон значений выборки разбивают на интервалы (чаще всего равные) и подсчитывают частоту попадания в каждый интервал. Интервалов должно быть не очень мало и не очень много - обычно 5-10. Если интервалов будет мало, то от нас ускользнут детали распределения, если много - то мы придем к такой же картине, которая была и без группировки.
Вот как будет выглядеть интервальная таблица частот в нашем примере, если разбить диапазон от 1 до 5 кг на четыре равных интервала:

	Масса портфеля
	от 1 до 2
	от 2 до 3
	от 3 до 4
	от 4 до 5

	Абсолютная частота
	6
	9
	4
	1

	Относительная частота
	0,3
	0,45
	0,2
	0,05


При попадании значения на границу интервалов его относят к какому-то одному из них (например, левому), чтобы не считать дважды. Так, если бы у кого-то из первоклассников портфель весил ровно 3 кг, мы включили бы это значение в интервал от 2 до 3 кг.
4. Полигон и гистограмма.
Еще более наглядным способом представления числовой информации является графический.
Начнем с частотных таблиц, в которых данные не сгруппированы. Для наглядного представления результатов такой выборки в описательной статистике используют так называемый полигон частот - кусочно-линейный график, на котором по горизонтальной оси откладываются различные значения, полученные в выборке, а по вертикальной - их относительная частота. После этого полученные точки соединяются ломаной линией. Отсюда и название - «полигон», что в переводе с греческого означает многоугольник. Такие графики вы строили в начале курса.
Данные интервальной таблицы частот принято представлять уже не полигоном, а гистограммой частот: по горизонтальной оси откладываются интервалы значений, а над каждым интервалом строится столбик, площадь которого равна относительной частоте попадания в данный интервал. Обратите внимание: именно площадь, а не высота. Хотя если интервалы равные, то высоты всех столбиков отличаются от соответствующих частот только постоянным множителем - длиной интервала. Гистограмма частот изображена на рисунке.
[image: ]

Вопросы и задачи:
1.	Опишите генеральную совокупность при проведении выборочных статистических исследований для определения следующих величин:
а)	наиболее популярной марки автомобиля;
б)	рейтинга действующего президента;
в)	годового потребления алкоголя.
2.	Определите, являются ли репрезентативными следующие выборки:
а)	автомобильные аварии в июне, если необходимо составить статистический отчет по авариям в городе за год;
б)	городские жители - при подсчете числа автомобилей на
душу населения в стране;
в)	люди в возрасте от 40 до 50 лет - при выяснении рейтинга
молодежной телепрограммы;
г)	девушки в возрасте от 15 до 25 лет - при выяснении рейтинга молодежной телепрограммы.
3.	В детском обувном магазине за неделю было куплено 750 пар обуви. Кладовщик Калошин проводил статистическое исследование и с этой целью записывал размеры каждой пятой из купленных пар. Эти числа составили следующий ряд данных:
23, 24, 16, 21, 18, 17, 20, 23, 18, 16, 19, 18, 22, 19, 21, 17,
24, 15, 23, 19, 16, 22, 18, 24, 19, 17, 22, 19, 15, 23, 21, 23,

19, 23, 17, 22, 16, 19, 22, 18, 20, 15, 21, 23, 19, 18, 23, 22,
20, 17, 19, 23, 21, 24, 22, 23, 20, 22, 21, 18, 16, 19, 22, 23,
21, 20, 24, 21, 19, 24, 16, 20, 23, 24, 18, 22, 17, 15, 21, 24, 20,

19, 17, 21, 20, 15, 23, 24, 18, 16, 22, 23, 24, 21, 15, 23, 22,
20, 23, 19, 20, 17, 22, 19, 20, 24, 15, 23, 18, 22, 23, 15, 21,
21, 15, 24, 19, 18, 19, 17, 15, 19, 23, 20, 17, 22, 23, 20, 18, 22,
22, 19, 20, 18, 19, 24, 18, 16, 21, 24, 17, 15, 20, 22, 21, 24, 22,
23, 18, 22, 18, 24, 15,21.
а)	Постройте таблицу абсолютных, относительных частот и  нарисуйте полигон относительных частот.
б)	Сколько приблизительно пар обуви 20-го размера продает магазин за год?
4.	Перед вами данные, полученные в результате 100-кратного бросания монеты:
ОООРОРООРРРРРОООРРРООРОРРОРРРОРРОРОРРОРР
ОРООООРООООРРРРОРРРРОРОООРРРРОРРОРОРРРРООООРО
РООРРРРРРООРОРР.
Попробуйте по этим данным заполнить таблицу и нарисовать полигон относительных частот для величины, равной числу бросков до появления первого «орла».
Указание: разбейте всю серию из О и Р на блоки, которые заканчиваются на О:
О О О РО РО О РРРРРО О О РРРО ...
5.	В отделе мужской обуви универмага в течение дня производился учет стоимости проданной обуви. Были получены следующие результаты (в рублях):
1200, 1110, 2300, 890, 320, 1200, 560, 1340, 1400, 1050, 1050, 4700, 3200, 2900, 2100, 2450, 890, 1110, 1200, 1200, 2300, 1050, 1400, 1200, 890, 320, 1320, 890, 1100, 1050.
а)	Представьте эти данные в виде интервальной таблицы абсолютных и относительных частот, разбив диапазон цен от 0 до 5000 рублей на интервалы длиной по 1000 рублей.
б)	Постройте гистограмму относительных частот. Какой интервал цен оказался самым популярным?
в)	Общая стоимость всей проданной за день обуви составила 43 690 рублей (это сумма всех чисел, приведенных в условии задачи). Как можно приближенно получить этот результат по составленной вами интервальной таблице частот? Получите его и сравните с точным значением суммы. Чем объясняется полученная разница?

Занятие 3 ЗАКОН БОЛЬШИХ ЧИСЕЛ
Цели: познакомить учащихся с законом больших чисел; рассмотреть примеры его применения.

Рассказ учителя.
Закон больших чисел - название собирательное. Так называют математические теоремы, которые при разных условиях утверждают, что среднее арифметическое, составленное из большого числа случайных слагаемых, мало отличается от математического ожидания этого среднего арифметического.
В качестве примера закона больших чисел приведем следующее утверждение.
Пусть X], Х2, Хз,….,Х„ - независимые случайные величины, имеющие одинаковое распределение, и пусть а - общее для всех них математическое ожидание.
Тогда при достаточно больших п выполняется равенство
х.+х2+х,+...+хп
	-~а. 
п
Это приближенное равенство тем тонее, чем больше п.
Доказательство этого утверждения основано на свойствах математических ожиданий и дисперсий. Заметим, что одинаково распределенные случайные величины имеют не только общее математическое ожидание, но и общую дисперсию. Обозначим ее через Ь :
D(X,) = D(X2) = D(X3) =... = D(Xn) = b. По свойствам математического ожидания:
M(x1+x2+ ... + x п) =
                               п


_M(x 1) + M(x2) + ... + M(x„) = па/п=а
п	
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Полученное среднее значение является оценкой математиче
ского ожидания случайной величины «диаметр горошины». При этом мы знаем, что чем больше измерений сделано, тем меньше дисперсия среднего арифметического, а значит, тем больше точ
ность наших выводов. Иными словами, закон больших чисел дает нам уверенность в том, что диаметр 7,0025 мм очень близок к среднему диаметру всех горошин этого сорта, выращенных в сход
ных условиях.
Вопросы:
1.
Что такое закон больших чисел?
)D
п[footnoteRef:1] [1:  Как оценивают математическое ожидание случайной величины?
Тема 7 РАЗРАБОТКА ПРОЕКТОВ
Типы проектов: монопредметный, практико-ориенти-рованный.
Форма: урочно-внеурочная.
Цели: развивать умение исследовать, проектировать ситуацию, применять элементы теории вероятностей и статистики в практических ситуациях; воспитывать толерантность; развивать логическую культуру учащихся.] 

_D(Xl) + D(X2) + ... + D(Xn) = nb2 =b
n[footnoteRef:2]	n     n' [2:  Как оценивают математическое ожидание случайной величины?
Тема 7 РАЗРАБОТКА ПРОЕКТОВ
Типы проектов: монопредметный, практико-ориенти-рованный.
Форма: урочно-внеурочная.
Цели: развивать умение исследовать, проектировать ситуацию, применять элементы теории вероятностей и статистики в практических ситуациях; воспитывать толерантность; развивать логическую культуру учащихся.] 

Мы видим, что при больших значениях п дисперсия среднего арифметического, которое тоже является случайной величиной, мала, поэтому эта случайная величина не может сильно отличаться от своего математического ожидания, то есть от а. Чем меньше дисперсия, тем меньше случайный разброс около ожидаемого значения, то есть меньше вероятность большого отклонения от ожидаемого значения. Иными словами, чем больше п, тем меньше значения слу-
„ „	х. +х2 + х, +... + х„
чайной величины	-	 отличаются от а.
п
Закон больших чисел позволяет нам вместо математического ожидания с большой точностью использовать средние значения, полученные в результате измерений и наблюдений.
Нам неизвестно распределение большинства случайных величин, которые встречаются в социологических исследованиях, измерениях, наблюдениях. Поскольку мы не знаем распределение, мы не можем знать и математическое ожидание, то есть ожидаемое, наиболее правдоподобное значение этой случайной величины. Мы не знаем математическое ожидание, но зато можем его оценить.
Если мы произвели достаточно много наблюдений случайной величины, то можем найти среднее арифметическое полученной выборки, то есть среднее выборочное.
Среднее выборочное используется как приближенное значение математического ожидания.
Пример. Мы не знаем точно распределение, которому подчиняется размер горошин. Поэтому мы не знаем ожидаемый размер средней горошины. Но мы можем произвести много измерений и найти среднее арифметическое. Возьмем 1000 горошин какого-то определенного сорта, выращенного в определенных условиях. Измерим диаметр каждой горошины с точностью до 0,25 мм и результаты занесем в таблицу:

	Диаметр горошины, мм
	5,5
	6
	6,5
	7
	7,5
	8
	8,5

	Число горошин
	17
	91
	238
	310
	228
	100
	16



Среднее арифметическое равно
5,5-17 + 6-91 + 6,5• 238 + 7-310 + 7,5-228 + 8-100 + 8,5-16 _
	 (
Учитель
Учащиеся
1
2
1-й этап - погружение
Формулирует:
•
проблему проекта;
•
цели;
•
задачи
Осуществляют:
•
личностное     присвоение проблемы;
•
вживание в ситуацию;
•
принятие,   конкретизацию целей и задач
2-й этап - организация деятельности
Организует    деятельность    -предлагает:
•
организовать группы;
•
распределить амплуа в группах;
•
спланировать  деятельность по решению задач проекта;
•
возможные формы презен
тации
Осуществляют:
•
разбивку на группы;
•
распределение ролей в группе;
•
планирование работы;
•
выбор формы и способа презентации результата
3-й этап - осуществление деятельности
Не участвует:
•
но консультирует;
•
ненавязчиво контролирует;
•
дает новые знания;
•
репетирует презентацию
Работают  активно  и  само
стоятельно:
•
каждый в соответствии со своим амплуа и сообща;
•
консультируются по необ
ходимости;
•
добывают новые знания;
•
подготавливают   проекты результатов
ЭТАПЫ ПРОЕКТА
)Окончание табл.

	1
	2

	4-й этап - презентация результатов

	Принимает отчет:
	Демонстрируют:

	•   обобщает и резюмирует по-
	•   понимание проблемы, цели

	лученные результаты;
	и задач;

	•   подводит итоги проекта;
	•   умение планировать и

	•   оценивает умение общаться,
	осуществлять работу;

	слушать, обосновывать мнение;
	•   найденный способ реше-

	•   акцентирует   внимание   на
	ния проблемы;

	воспитательном моменте: уме-
	•   рефлексию деятельности и

	нии работать в группе, на об-
	результата;

	щий результат
	•   дают  взаимооценку  дея-

	
	тельности и ее результативно-

	
	сти




Информационно-техническое обеспечение. Использование домашнего компьютера

ЗУНы и общеучебные навыки, необходимые учащимся:
· применение элементов статистики теории вероятностей;
· построение диаграмм;
· самостоятельная работа с источниками информации;
· проектирование, планирование, анализ;
· самоанализ и рефлексия;
· толерантность.
· 
Проект № 1.
Определение цены сделки конкретной квартиры на конкретную дату исходя из ее равноценности с квартирами данного типа.
Цель: применять описательные характеристики числового ряда для решения практических задач. Основные положения:
1. Объектом оценки (единицей выборки) является отдельная квартира.
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2. Оценка квартиры признается равной средней оценке данной или аналогичных однотипных квартир по результатам случайной выборки объемом не менее 5 испытаний, для повышения точности в два раза число испытаний следует увеличить в четыре раза.
3. Задачей оценки является определение цены спроса и/или цены предложения, и/или цены сделки на конкретную квартиру, на конкретную дату или конкретный период «Т» исходя из ее равноценности с квартирами данного типа.
4. Цена может определяться как на квартиру в целом, так и в расчете на 1 кв. м общей площади квартиры.
5. Две квартиры признаются равными по цене, если совпадают конструктивные модели домов, в которых расположены квартиры, и функциональные модели квартир по первым 10 свойствам, упорядоченным на конкретную дату.

· Место расположения строения.
· Капитальность строения.
· Общая площадь.
· Жилая площадь.
· Площадь кухни.
-Этажное расположение квартиры.
· Количество проходных комнат.
· Высота помещений (этажа). -Количество балконов, лоджий.
· Наличие телефона.

6. Конкретная выборка может содержать цифры цен спроса, полученные как из одного, так и из различных источников информации (из газетных публикаций, объявлений...).
7. Результатом каждого отдельного испытания является соответствующая определяемая цена квартиры (цена спроса, цена предложения) в рублях (далее - «цифра»).
Проектное задание:
Определить среднюю цену спроса на однокомнатную квартиру, расположенную в Дзержинском районе г. Волгограда в кирпичном доме, общей площадью не менее 40 кв. м, жилой площадью не менее 20 кв. м, площадь кухни более 8 кв. м, этаж кроме первого, с телефоном. Определить нижнюю и верхнюю границу цен сделок по приобретению жилых помещений данного типа.
Ход исследования
1	Определить среднюю цену спроса на квартиру.
1.1 Путем случайной выборки из объявлений в газетах и других источников получить не менее пяти цифр спроса на квартиры, удовлетворяющие требованиям заказчика.
1.2 Найти среднее арифметическое значение цен - это и будет средней ценой спроса на квартиру.
1.3 Найти минимальную цену спроса.
1.4 Найти медиану спроса.
2	Определить среднюю цену предложения на квартиру.
2.1 Путем случайной выборки из объявлений в газетах получить не менее пяти цифр предложений на квартиры, удовлетворяющие требованиям заказчика.
2.2 Найти среднее арифметическое значение цен - это и будет средней ценой предложения на квартиру.

2.3 Найти максимальную цену предложения.
2.4 Найти медиану предложения.

3. Найти модуль разности медианы цены спроса и средней цены спроса.
4. Найти модуль разницы медианы цены предложения от средней цены предложения.
5. Если отличия медианных цен спроса и предложения от их средних составляет не более чем 10 %, то найти среднюю цену сделки как половину суммы цены спроса и предложения.
6. Если отличия медианных цен спроса и предложения от их средних более чем 10 %, то найти коэффициент R, который рассчитывается по формуле
Rmu = Zmc + Zmu/Zc + Zn (1),
где Zmc - значение цены, соответствующее медиане в упорядоченном ряду цены спроса;
Zwrt - значение цены, соответствующее медиане в упорядоченном ряду цен предложения;
Zc, Zn - средние арифметические цен спроса и цен предложения.
7.	Цена сделки равна половине суммы цен спроса и предложения, умноженной на коэффициент Rmu.



8. Теоретическая минимальная цена сделки равна минимальной цене спроса.
9. Теоретическая максимальная цена сделки равна максимальной цене предложения.

Оформление материалов оценки. Заключение об оценке
Заключение об оценке составляется в произвольной форме, но в обязательном порядке должно содержать следующие сведения:
· Наименование исполнителя оценки.
· Наименование объекта оценки.

· Описание объекта в разрезе действующей на дату оценки функциональной модели с отдельным перечислением особо учтенных потребительских свойств.
· Объем выборки (число испытаний, на основании которых получен результат).

· Конечный результат оценки.
· Подпись исполнителя оценки.
Проект № 2.
Статистическое обследование фонда школьной библиотеки Цель: применить описательные характеристики числового ряда для решения практических задач. Проектное задание.
1. Выявить из общего фонда художественной литературы библиотеки процент программной литературы; потребность каждого класса в такой литературе, количество недостающих экземпляров.
2. Выявить обеспеченность библиотеки методической литературой по отдельным предметам.
Провести анализ чтения детьми периодики, научной, художественной и другой литературы.
Проект № 3.
Тип проекта: монопредметный, практико-ориентированный. Статистический прогноз набора в первый класс
на 20	- 20	учебные годы
Форма: урочно-внеурочная.
 (
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■
добывают знания, проводят перепись детей в микрорайоне;
■
подготавливают    презента
цию результатов
4
-й этап - презентация результатов
Принимает отчет:
■
обобщает   и   резюмирует полученные результаты;
■
подводит итоги проектов;
■
оценивает умение общать
ся,   слушать,   обосновывать мнение;
■
акцентирует внимание на воспитательном моменте, умении работать в группе на общий результат
Демонстрируют:
■
понимание проблем, цели и задач;
■
умение планировать и осу
ществлять работу;
■
найденный способ решения проблем;
■
рефлексию деятельности и результата;
■
дают взаимооценку деятель
ности и ее результативности
Окончание табл.
) (
Учитель
Учащиеся
1
2
1-й этап - погружение
Формирует:
-
проблему проекта;
-
цели;
-
задачи:
■
выяснить количество де
тей в микрорайоне;
■
подсчитать     количество детей, которые придут в шко
лу №
Осуществляют:
■
личностное        присвоение проблем;
■
вживание в ситуацию;
■
принятие,     конкретизацию цели и задач
2-й этап - организация деятельности
Организует   деятельность   -предлагает:
■
организовать группы;
■
распределить амплуа в группах;
■
спланировать      деятель
ность по решению задач про
екта;
■
возможные   формы   пре
зентации
Осуществляют:
■
разбивку на группы;
■
распределение ролей в группе;
■
планирование работ;
■
выбор формы и способа пре
зентации результатов
3-й этап - осуществление деятельности
Не участвует:
■
но консультирует;
■
ненавязчиво контролирует;
■
дает новые знания;
■
репетирует проект
Работают активно и самостоя
тельно:
■
каждый в соответствии со своей ролью и сообща;
■
консультируются  по  необ
ходимости;
ЭТАПЫ ПРОЕКТА
)Цель: развивать умение исследовать, проектировать ситуацию, применять элементы статистики и вероятности; воспитывать толерантность; развивать логическую культуру учащихся.


Информационно-техническое обеспечение. Использование домашнего компьютера
ЗУНы и общеучебные навыки, необходимые учащимся:
а)	применение элементов статистики и теории вероятности:
мода, медиана, размах;
б)	построение диаграмм;
в)	самостоятельная работа с источниками информации;
г)	проектирование, планирование, анализ;
д)	самоанализ и рефлексия;
е)	толерантность.
Вывод.  Количество учащихся,  пришедших  в  школу  в
20	- 20	учебном году,	.
Проект № 4.
Определение стиля обучения и мышления
Цель: развивать умение исследовать, проектировать ситуацию, применять элементы и статистики в практических ситуациях.
Проектное задание:
Провести анкетирование учащихся в выбранной параллели с целью выявления протекания мыслительных процессов у учащихся с учетом функциональной асимметрии мозга, изобразить полученные данные на диаграмме, провести сравнительную характеристику учащихся разных профилей, обосновать необходимость и возможность обучения учащихся с учетом доминирования полушария.

АНКЕТА
. В каждом вопросе описаны три различных стиля мышления. Обведите один, который лучше всего описывает ваши сильные стороны и предпочтения.
1.	а) не очень хорошо запоминаю лица;
б)	не очень хорошо запоминаю имена;
в)	одинаково хорошо запоминаю имена и лица.
2.	а) лучше всего усваиваю устные упражнения;
б)	лучше всего усваиваю объяснения в примерах;
в)	одинаково хорошо усваиваю устные объяснения и объяснения в примерах.
3.	а) способен легко выражать чувства и эмоции;
б)	умеренно сдержан в выражении чувств и эмоций;
в)	скован в выражении чувств и эмоций.
4.	а) весело и свободно экспериментирую в спорте, искусстве, вне работы;
б)	систематичен и сдержан в экспериментаторстве;
в)	одинаково склонен как к веселому и свободному, так и
к сдержанному и систематическому экспериментированию.
5.	а) предпочитаю занятия, на которых дается один вид задания, после него другой и т. д;
б)	предпочитаю занятия, на которых я работаю над несколькими заданиями одновременно;
в)	одинаково предпочитаю и первый, и второй вид занятий.
6.	а) предпочитаю тесты, где нужно выбирать один правильный ответ из серии ответов;
б)	предпочитаю тесты-эссе;
в)	одинаково предпочитаю и те и другие.
7.	а) хорошо интерпретирую язык телодвижений и интонационные аспекты устной речи;
б)	плохо интерпретирую язык телодвижений, завишу от
того, что говорят люди;
в)	одинаково хорошо интерпретирую язык телодвижений
и речевое выражение.
8.	а) легко придумываю смешные фразы и поступки;
б)	с трудом придумываю смешные фразы и поступки;
в)	относительно легко придумываю смешные фразы и по-
ступки.
9.	а) предпочитаю занятия, на которых я двигаюсь и что-
цибудь делаю;
б)	предпочитаю занятия, на которых я слушаю других;
в)	одинаково предпочитаю и те, и другие занятия.
10.	а) использую фактическую, объективную информацию
в суждениях;
б)	использую личный опыт и чувства в суждениях;
в)	использую в равной мере и то, и другое.
11.	а) легко, весело, подхожу к решению проблемы;
б)	серьезно, по-деЛовому подхожу к решению проблемы;
в)	совмещаю серьезный и веселый подходы.
12.	а) умственно воспринимаю и реагирую на звуки и образы больше, чем на людей;
б)	существенно самопроизволен и творчески настроен в группе людей;
в)	одинаково восприимчив и самопроизволен в умственном смысле независимо от окружения.
13.	а) почти всегда свободно использую любой доступный материал для работы;
б)	временами использую любой доступный материал для работы;
в)	предпочитаю работать с соответствующим, положенным материалом, использую его по назначению.
14.	а) люблю, когда мои занятия или работа запланированы и я знаю, что я конкретно должен делать;
б)	люблю, когда мои занятия или работа не чужды гибкости и возможны перемены по мере продвижения;
в)	одинаково предпочитаю как запланированные, так и открытые для перемен занятия и работу.
15.	а) весьма изобретателен;
б)	временами изобретателен;
в)	никогда не изобретателен.
16.	а) лучше всего думаю, лежа на спине;
б)	лучше всего думаю, сидя прямо;
в)	лучше всего думаю при движении или при ходьбе.
17.	а) люблю занятия, на которых задания имеют четкую и непосредственную практическую применимость;
б)	люблю занятия, на которых задания не имеют четкой практической применимости;
в)	одинаково предпочитаю оба вида деятельности.
18.	а) люблю догадываться и предсказывать многие ситуации, когда не уверен в каких-то вещах;
б)	скорее не стану догадываться, если не уверен;
в)	догадываюсь в некоторых видах ситуаций.
19.	а) люблю выражать чувства и идеи простым языком;
б)	люблю выражать чувства и идеи стихами, песнями, танцами и т. д;
в)	одинаково предпочитаю оба вида самовыражения.
20.	а) обычно получаю много новых идей из поэзии, символов и т. д;
б)	временами получаю новые идеи из поэзии, символов и т. д;
в)	редко получаю новые идеи из поэзии, символов и т. д.
21.	а) предпочитаю простые задачи;
б)	предпочитаю сложные задачи;
в)	одинаково предпочитаю и простые, и сложные задачи.
22.	а) реагирую на отзыв и эмоции;
б)	реагирую на призыв к логике;
в)	одинаково реагирую и на то, и на другое.
23.	а) предпочитаю работать над проблемами (задачами) последовательно, решая их одну за другой;
б)	предпочитаю работать одновременно над несколькими проблемами (задачами) одновременно;
в)	одинаково предпочитаю последовательную работу и одновременную работу над несколькими проблемами (задачами).
24.	а) предпочитаю изучать традиционные области предмета;
б)	предпочитаю иметь дело с теорией и гипотезами нового предмета;
в)	в равной степени предпочитаю и то, и другое.
25.	а) предпочитаю аналитическое чтение, критику;
б)	предпочитаю творческое, синтезирующее чтение, позволяющее применять и использовать информацию для решения задач;
в)	одинаково предпочитаю и то, и другое.
26.	а) предпочитаю интуитивный подход к решению задач;
б)	предпочитаю логический подход к решению задач;
в)	предпочитаю в равной степени и логический, и интуитивный подходы.
27.	а) предпочитаю зрительно представлять задачу при решении;
б)	предпочитаю проанализировать задачу вслух, чтобы решить ее;
в)	не предпочитаю ни то, ни другое.
28.	а) предпочитаю логически решать задачи;
б)	предпочитаю решать задачи, исходя из опыта, практики;
в)	предпочитаю в равной степени и то, и другое.
29.	а) умею хорошо объяснять устно;
б)	умею хорошо объяснять в движении и действии;
в)	умею одинаково хорошо объяснять как устно, так и наглядным способом.
30.	а) учусь быстрее, когда преподаватель использует устные объяснения;
б)	учусь быстрее, когда преподаватель использует письменные объяснения;
в)	одинаково предпочитаю и тот, и другой тип объяснения.
31.	а) преимущественно полагаюсь на язык при запоминании и мышлении;
б)	преимущественно полагаюсь на образы при запоминании;
в)	одинаково полагаюсь на образы и язык.
32.	а) предпочитаю анализировать уже завершенный материал;
б)	предпочитаю организовывать и доводить до конца незаконченный материал;
в)	не предпочитаю тот или иной вид деятельности.
33.	а) люблю разговаривать и писать;
б)	люблю рисовать и манипулировать;
в)	люблю и то, и другое.
34.	а) легко могу потеряться даже в знакомой обстановке;
б)	легко ориентируюсь даже в незнакомой обстановке;
в)	относительно хорошо ориентируюсь.
35.	а) более творческая натура, чем интеллектуальная;
б)	более интеллектуальная, чем творческая натура;
в)	интеллектуальная и творческая натура.
36.	а) люблю находиться в шумной, людной обстановке, где
что-нибудь все время происходит;
б)	люблю находиться в обстановке, где я могу сконцентрироваться на чем-то одном;
в)	иногда люблю и то, и другое.
37.	а) преимущественно интересуюсь эстетическими проблемами: искусством, музыкой, танцами;
б)	преимущественно интересуюсь практическими, прикладными вещами: работой, походами, коллективными видами
спорта;
в)	одинаково участвую и в том, и в другом виде деятельности.
38.	а) профессиональное призвание преимущественно к бизнесу, экономике;
б)	профессиональное призвание преимущественно к гуманитарным наукам;
в)	в данный момент не имею четкого предпочтения.
39.	а) предпочитаю изучать детали и специфические факты;
б)	предпочитаю общий обзор предмета;
в)	предпочитаю, когда общий обзор перемежается деталями.
40.	а) умственно восприимчив и реагирую на то, что слышу и
читаю;
б)	в состоянии умственного поиска, самопознания в процессе учебы;
в)	и то и другое.
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ПОДСЧЕТ

Правополушарный (П):	
Левополушарный (Л):	
Равнополушарный (Р):	
Проанализировать полученные данные с использованием приведенной ниже таблицы и дать рекомендации учителям, какие методы обучения преимущественно надо использовать в данном коллективе учащихся с учетом их стиля мышления и обучения.
Сравнительная характеристика учащихся с разной функциональной асимметрией полушарий.
	Этап
	Правополушарные учащиеся
	Левополушарные учащиеся

	1
	2
	3

	Пространственная организация
	Рабочая полусфера -левая
	Рабочая полусфера -правая

	Цветовая организация
	Светлая доска - темный мел
	Темная доска - светлый мел

	Условия, необходимые для успешной учебной деятельности
	Гештальт (образы). Контекст.
Связь информации с реальностью,   практикой.
Творческие задания. Эксперименты. Музыкальный фон
	Технология. Детали.
Абстрактный    линейный стиль изложения информации. Неоднократное повторение учебного материала.
Тишина на уроке

	Формирование   мотивации
	Завоевание авторитета Престижность    положения в коллективе Установление    новых контактов
Социальная      значимость
	Стремление   к   самостоятельности Глубина знаний Высокая потребность в умственной    деятельности
Потребность в образовании

	Восприятие материала
	Целостное.
Интонационная сторона речи. Визуалисты
	Дискретное  (по  частям).
Смысловая сторона речи.
Аудисты (слуховое)

	Переработка    информации
	Быстрая, мгновенная
	Медленная,    последовательная

	Интеллект
	Невербальный. Интуитивный
	Вербальный. Логический

	Деятельность
	Приверженность к практике
	Приверженность к теории

	Эмоции
	Экстравертирован-ность.
Отрицательные (страх, печаль, гнев, ярость)
	Интровертирован-ность.
Положительные    (pi дость, чувство II.U || ждения, счастья)

	11амять
	Непроизвольная. Наглядно-образная
	Произвольная Знаковая
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1
2
з
Мышление
Наглядно-образное. Оперирование обра
зами.
Спонтанное. Эмоциональное. Интуитивное. Трехмерное
Абстрактно-логическое. Оперирование  цифра
ми, знаками. Формальное. Рациональное. Программируемое. Двумерное
Самоконтроль
Не контролируют пра
вильность речи, смы
словые пропуски
Высокий       самокон
троль речи.
Высокий       самокон
троль изложения мате
риала
Метод проверки
1
Устный опрос. Задания с ограничен
ным сроком исполне
ния.
Вопросы «открытого» гипа      (собственный ■ эазвернутый ответ)      
i
Решение задач. Письменные опросы с      неограниченным сроком выполнения. Вопросы  «закрытого» гипа (выбрать готовый вариант ответа)
Окончание табл.
)ПРИЛОЖЕНИЯ
Приложение 1 Территория и население по континентам
Территория Австралии и Океании - 8,5 млн кв. км. Плотность населения в Африке в 1989 г. была 21 человек на кв. км. Население Европы в 1989 г. составило 701 млн. человек. Территория Южной Америки - 17,8 млн кв. км. Население Северной и Центральной Америки в 1989 г. составило 422 млн человек. Плотность населения в Северной и Центральной Америке в 1970 г. была 13 человек на кв. км. Территория всего мира - 135,8 млн кв. км. Плотность населения в Австралии и Океании в 1989 г. была 3 человека на кв. км. Население Южной Америки в 1989 г. составило 291 млн человек. Территория Африки - 30,3 млн кв. км. Население Австралии и Океании в 1989 г. составило 26 млн человек. Плотность населения во всем мире в 1970 г. была 27 человек на кв. км. Территория Азии - 44,4 млн кв. км. Население всего мира в 1989 г. составило 5201 млн человек. Территория Северной и Центральной Америки - 24,3 млн кв. км. Население Азии в 1970 г. составило 2161 млн человек. Плотность населения в Европе в 1989 г. была 67 человек на кв. км. Плотность населения в Азии в 1970 г. была 49 человек на кв. км. Население Африки в 1970 г. составило 361 млн человек. Население Австралии и Океании в 1970 г. составило 19 млн человек. Население Южной Америки в 1970 г. составило 190 млн человек. Плотность населения в Африке в 1970 г. была 12 человек на кв. км. Население Северной и Центральной Америки в 1970 г. составило 320 млн человек. Плотность населения в Южной Америке в 1970 г. была 11 человек на кв. км. Население Африки в 1989 г. составило 628 млн человек. Плотность населения в Австралии и Океании в 1970 г. была 2 человека на кв. км. Население Европы в 1970 г. составило 642 млн человек.
Плотность населения во всем мире в 1989 г. была 38 человек на кв. км. Территория Европы - 10,5 млн кв. км. Плотность населения в Северной и Центральной Америке в 1989 г. была 17 человек на кв. км. Плотность населения в Европе в 1970 г. была 61 человек на кв. км. Население Азии в 1989 г. составило 3133 млн человек. Плотность населения в Южной Америке в 1989 г. была 16 человек на кв. км. Население всего мира в 1970 г. составило 3693 млн человек. Плотность населения в Азии в 1989 г. была 71 человек на кв. км.
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Приложение 2
Важнейшие проливы

Длина пролива Босфор - 30 км. Наименьшая ширина Магелланова пролива - 2200 м. Наименьшая глубина судоходной части Ормузского пролива - 27 м. Гудзонов пролив находится в Северном Ледовитом океане. Наименьшая ширина Гибралтарского пролива - 14 км. Пролив Ла-Манш находится в Атлантическом океане. Наименьшая глубина судоходной части Баб-эль-Мандебского пролива -31м. Длина Ормузского пролива - 195 км. Пролив Дарданеллы находится в Атлантическом океане. Длина Гудзонова пролива - 806 км. Наименьшая глубина судоходной части Магелланова пролива - 29 м. Длина Берингова пролива - 96 км. Наименьшая ширина пролива Босфор - 700 м. Наименьшая глубина судоходной части пролива Дарданеллы - 29 м. Длина пролива Ла-Манш -578 км. Баб-эль-Мандебский пролив находится в Индийском океане. Наименьшая глубина судоходной части Берингова пролива -36 м. Длина Магелланова пролива - 575 км. Гибралтарский пролив находится в Атлантическом океане. Длина пролива Дарданеллы -120 км. Наименьшая ширина Гудзонова пролива -115 км. Наименьшая глубина судоходной части Гибралтарского пролива -53 м. Наименьшая ширина Ормузского пролива - 54 км. Наименьшая глубина судоходной части пролива Ла-Манш - 23 м. Пролив Босфор находится в Атлантическом океане. Наименьшая ширина пролива Дарданеллы - 1300 м. Длина Баб-эль-Мандебского пролива - 109 км. Наименьшая глубина судоходной части Гудзонова пролива - 141 м. Берингов пролив находится в Тихом океане. Наименьшая ширина Баб-эль-Мандебского пролива - 26 км. Магелланов пролив находится в Тихом океане. Наименьшая ширина пролива Ла-Манш - 32 км. Наименьшая глубина судоходной части пролива Босфор - 20 м. Длина Гибралтарского пролива - 59 км. Ормузский пролив находится в Индийском океане. Наименьшая ширина Берингова пролива - 86 км.
Приложение 3
Крупнейшие реки
Обь находится в Азии. Средний расход воды в Амуре -10900 куб. м/с. Миссисипи находится в Северной Америке. Площадь бассейна Янцзы - 1809 тыс. кв. км. Длина Нила (с Кагерой) -6671     км.     Средний     расход     воды     в     Миссисипи     -19000 куб. м/с. Площадь бассейна Амазонки (от истока р. Марань-он) - 6915 тыс. кв. км. Меконг находится в Азии. Площадь бассейна Хуанхэ - 771 тыс. кв. км. Средний расход воды в Оби -12700 куб. м/с. Длина Янцзы - 5800 км. Нил находится в Африке. Площадь бассейна Миссисипи (с Миссури) - 3268 тыс. кв. км. Средний расход воды в Амазонке -220000 куб. м/с. Длина Хуанхэ -4845 км. Амазонка находится в Южной Америке. Площадь бассейна Амура (с Аргунью) - 1855 тыс. кв. км. Средний расход воды в Янцзы - 34000 куб. м/с. Длина Меконга - 4500 км. Хуанхэ находится в Азии. Средний расход воды в Ниле - 2600 куб. м/с. Длина Миссисипи (с Миссури) - 6420 км. Амур находится в Азии. Длина Оби (с Иртышом) - 5410 км. Средний расход воды в Меконге -13200   куб.   м/с.   Площадь   бассейна   Нила   (с   Кагерой)   -2870 тыс. кв. км. Янцзы находится в Азии. Длина Амура (с Аргунью) - 4440 км. Средний расход воды в Хуанхэ - 2000 куб. м/с. Площадь бассейна Меконга - 810 тыс. кв. км. Длина Амазонки (от истока р. Мараньон) - 6400 км. Площадь бассейна Оби (с Иртышом) - 2990 тыс. кв км.
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