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1. Введение

Понятие абсолютной величины (модуля) является одной из важнейших характеристик числа как в области действительных, так и в области комплексных чисел.

Это понятие широко применяется не только в различных разделах школьного курса математики, но и в курсах высшей математики, физики и технических наук, изучаемых в вузах. Например, в теории приближенных вычислений используются понятия абсолютной и относительной погрешностей приближенного числа. В механике и геометрии изучаются понятия вектора и его длины (модуля вектора). В математическом анализе понятие абсолютной величины числа содержится в определениях таких основных понятий, как предел, ограниченная функция и др. Задачи, связанные с абсолютными величинами, часто встречаются на математических олимпиадах, вступительных экзаменах в вузы и на ЕГЭ. И поэтому для нас  стало важно изучить некоторые аспекты этой темы.           

Главной целью в нашей работе является изучение различных методов решения уравнений и неравенств с модулями.
Данная цель должна быть достигнута при решении следующих задач:

· Изучить определение и некоторые свойства модуля.

· Освоить решение простейших уравнений и неравенств с модулем через равносильные переходы

· Рассмотреть различные методы решения уравнений и неравенств с модулем. 

Объектом исследования являются некоторые типы уравнений и неравенств с модулем.

        Предмет исследования – различные методы решения уравнений и неравенств с модулем,  а именно:  графический способ, метод геометрической интерпретации, использование тождества 
[image: image1.wmf]|
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, применение теоремы о знаках, метод перехода к следствию, метод интервалов, метод домножения на положительный множитель ,метод раскрытия модулей.
В ходе исследования применялись такие методы, как изучение  литературы по данному вопросу и практический метод.

В ходе работы мы  исследовал такие источники, как: 

1. «Большая математическая энциклопедия» для школьников и студентов;
2. Математика. ЕГЭ – 2011-2012. Типовые экзаменационные варианты. / Под редакцией А.Л. Семенова, И.В. Ященко.

3. М.Я. Выгодский. Справочник по элементарной математике

4. «Новейший справочник школьника»;

5. Энциклопедия «Я познаю мир» Математика;

6. http://ru.wikipedia.org/wiki/Заглавная_страница;

2. Простейшие уравнения и неравенства с модулем
К простейшим  уравнениям мы будем относить уравнения, решаемые одним из нижеприведенных равносильных переходов: 
[image: image2.wmf]0.
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Примеры решения простейших уравнений.
Пример 1 Решим уравнение 
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Решение. 
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Ответ. 
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Пример 2 Решим уравнение 
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Решение. 
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Ответ. 
[image: image8.wmf]{0;1}
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Пример 3 Решим уравнение 
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Решение. 
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Ответ. 
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Ряд уравнений решается с использованием следующей теоремы.
Теорема.4 Сумма модулей равна алгебраической сумме подмодульнх величин тогда и только тогда, когда каждая величина имеет тот знак, с которым она входит в алгебраическую сумму. 

Пример 5 Решить уравнение 

[image: image12.wmf]7.
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Решение. Так как 
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, то мы имеем равенство вида 
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. Поэтому исходное уравнение равносильно системе: 
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2

3

2

1,

,

1

£

£

Û

î

í

ì

£

£

³

-

£

Û

x

x

x

x


Ответ. 
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Примеры решения простейших неравенств.
Пример 6 Решим неравенство 
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Решение. 
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Ответ. 
[image: image22.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

-

3

2

;

3

2

.
Пример 7 Решим неравенство 
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Решение. 
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Ответ. 
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Как ни странно, но 
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 достаточно, чтобы избавиться от знака модуля в любых неравенствах.
Пример 8 Решить неравенство 
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Решение. 
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Ответ. 
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3. Графическое решение уравнений и неравенств с модулем
Решение уравнений, содержащих знак абсолютной величины часто гораздо удобнее решать не аналитически, а графически (особенно уравнения содержащие параметры).
Пример 9 (С5, ЕГЭ - 2010)
C5. Для каждого значения a укажите число решений уравнения 
[image: image32.wmf]а
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 Решение. Построим график функции 
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 . Для этого выделим полный квадрат : 
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Число точек пересечения графика функции у = 
[image: image35.wmf]3
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 с горизонтальными прямыми у = а равно числу решений уравнения.

[image: image149.jpg]


Ответ: если 
[image: image36.wmf]а

< 0, то решений нет; если  а= 0, то два решения, если 
[image: image37.wmf]0 <  а < 4, то четыре решения;  если а=4, то три решения; если а > 4, то два решения.
Иные способы решения уравнений и неравенств с модулем
· Метод раскрытия модулей

          Метод раскрытия модулей рассмотрим на примере:
          Пример 10 Решить уравнение 
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Решение. Это уравнение содержит более одного модуля.

Метод решения уравнений, содержащих переменные под знаком двух и более модулей, состоит в следующем.

1. Найти значения переменной, при которых каждый из модулей обращается в нуль: 
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2. Отметить эти точки на числовой прямой.

3. Рассматриваем уравнение на каждом из промежутков и устанавливаем знак выражений, которые находятся под модулями.

1) При 
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. Чтобы определить знак каждого из выражений под модулем на этом промежутке, достаточно взять любое значение 
[image: image47.wmf]x

 из этого промежутка и подставить в выражение. Если полученное значение отрицательно, значит, при всех 
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 из этого промежутка выражение будет отрицательным; если полученное числовое значение положительно, значит, при всех значениях 
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 из этого промежутка выражение будет положительным.

Возьмем значение 
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 и подставим его значение в выражение 
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 отрицательно, а следовательно ``выйдет'' из под модуля со знаком ``минус'', получим: 
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При этом значении 
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 также принимает отрицательные значения и ``выйдет'' из модуля со знаком ``минус'', получим: 
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Выражение 
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[image: image62.wmf]0

<

8

=

8

0

2

-

-

×

 и «выйдет» из под модуля со знаком ``минус'': 
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Уравнение на этом промежутке получится таким: 
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, решая его, находим: 
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Выясняем, входит ли это значение в промежуток 
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[image: image67.wmf]1

=

x

 является корнем уравнения.

2) При 
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. Выбираем любое значение 
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 из этого промежутка. Пусть 
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. Определяем знак каждого из выражений под модулем при этом значении 
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. Оказывается, что выражение 
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 положительно, а два других отрицательны.

Уравнение на этом промежутке примет вид: 
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. Решая его, находим 
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. Это значение не входит в промежуток 
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, а значит, не является корнем уравнения.

3) При 
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. Выбираем произвольное значение 
[image: image77.wmf]x

 из этого промежутка, скажем, 
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 и подставляем в каждое из выражений. Находим, что выражения 
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[image: image82.wmf]9

=

8)

(2

3

2

-

-

-

+

-

x

x

x

.

После преобразования, получим: 
[image: image83.wmf]9
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, а значит, уравнение не имеет корней на этом промежутке.

4) При 
[image: image84.wmf])
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. Нетрудно установить, что все выражения на этом промежутке положительны, а значит получим уравнение: 
[image: image85.wmf]9
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, 
[image: image86.wmf]22
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[image: image87.wmf]5,5
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 которое входит в промежуток и является корнем уравнения.
Ответ. 
[image: image88.wmf]1
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[image: image89.wmf]5,5
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· Решение уравнений содержащих модули неотрицательных выражений

Пример 11 Чему равна сумма корней уравнения (корень, если он один) уравнения 

[image: image90.wmf]?

|

2

=|

5

36

|

|

12

|

4

3

|

2

-

-

+

-

+

-

x

x

x

x

x


Решение. Рассмотрим выражение 
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 и преобразуем его к виду 
[image: image92.wmf].
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Очевидно, что числитель дроби при любых значениях переменной является положительным числом. Значит дробное выражение положительно, если 
[image: image93.wmf]0
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 (т.к. 
[image: image94.wmf]0
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). Преобразуем полученное выражение, при условии 
[image: image95.wmf]5

>

x

. Получим уравнение, равносильное исходному: 


[image: image96.wmf]5,

>

2,

=

5

36

12

4

3

2

x

x

x

x

x

x

-

-

+

-

+

-


           
[image: image97.wmf]5,
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Ответ. 
[image: image98.wmf]11
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         Пример 12 Решить уравнение 

[image: image99.wmf].
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Решение. Поскольку левая часть уравнения неотрицательна, при всех допустимых значениях переменной, на множестве корней уравнения правая его часть тоже должна быть неотрицательной, отсюда условие 
[image: image100.wmf]1
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, на этом промежутке знаменатели обеих дробей равны, и остается решить уравнение 
[image: image101.wmf]2

|=

|

3

x

x

+

. Решая его и учитывая ограничение 
[image: image102.wmf]1
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, получаем
Ответ. 
[image: image103.wmf]1
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· Решение уравнений с использованием геометрической интерпретации

Геометрический смысл выражения 
[image: image104.wmf]|
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 - длина отрезка координатной оси, соединяющего точки с абсциссами 
[image: image105.wmf]x

 и 
[image: image106.wmf]a

. Перевод алгебраической задачи на геометрический язык часто позволяет избежать громоздких выкладок.
Пример 13 Решим уравнение 
[image: image107.wmf]1
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Решение. Будем рассуждать следующим образом: исходя из геометрической интерпретации модуля, левая часть уравнения представляет собой сумму расстояний от некоторой точки с абсциссой 
[image: image108.wmf]x

 до двух фиксированных точек с абсциссами 1 и 2. Тогда все точки с абсциссами из отрезка 
[image: image109.wmf][1;2]

 обладают требуемым свойством, а точки, расположенные вне этого отрезка, - нет.
Ответ. 
[image: image110.wmf][1;2]
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Пример 14 Решить неравенство 
[image: image111.wmf]2
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          Решение. Изобразим на координатной прямой точки, сумма расстояний от которых до точек 
[image: image112.wmf]1
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 и 
[image: image113.wmf]1

 в точности равна 
[image: image114.wmf]2

. Это все точки отрезка 
[image: image115.wmf]1;1]
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. Для всех чисел вне данного отрезка сумма расстояний будет больше двух.
Ответ. 
[image: image116.wmf])
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· Решение уравнений с использованием тождества 
[image: image117.wmf]|
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            Пример (С3, ЕГЭ - 2010)15 Решить уравнение 
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Решение. Дважды применяя тождество 
[image: image120.wmf]|
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, получим уравнение 
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решением которого является интервал 
[image: image122.wmf])
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Ответ. 
[image: image123.wmf])
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Пример (С3, ЕГЭ - 2011)16 17 Решить уравнение 
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Решение. 
[image: image125.wmf]3
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Ответ. 
[image: image126.wmf]1;3]
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· Применение теоремы о знаках при решении уравнений

Сформулируем теорему, удобную при решении неравенств, относительно произведений или частных разности модулей: 
Теорема 18 Знак разности модулей двух выражений совпадает со знаком разности квадратов этих выражений. 

Пример 19 Решить неравенство 
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Решение. Воспользуемся теоремой: 
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Используя формулу разности квадратов, разложим числитель и знаменатель на множители и решим полученное рациональное неравенство. 
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Ответ. 
[image: image130.wmf](0;1]
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· Решение уравнений переходом к следствию

Все уравнения с модулями могут быть решены следующим образом: рассмотрим весь набор уравнений, который может получится при раскрытии модулей, но не будем выписывать соответствующие промежутки. Решая каждое из полученных уравнений, получим следствия исходного уравнения. Остается только проверить не приобрели ли мы посторонних корней прямой их подстановкой в исходное уравнение.
Пример 20 Решим уравнение 
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Решение. Последовательно переходя к следствиям, получаем:
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[image: image133.wmf]Þ
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Нетрудно убедиться, что найденные числа не являются корнями исходного уравнения.
Ответ. нет решения.

· Решение неравенств методом интервалов

Применение метода интервалов основано на следующей  теореме.
Теорема 21 Функция, непрерывная на промежутке и необращающаяся на нем в нуль, сохраняет на этом промежутке свой знак. 
Это означает, что нули функции и границы промежутков ее непрерывности разделяют область определения функции на участки, где она сохраняет постоянный знак. Применение метода поясним на примере.
Пример 22 Решим неравенство 
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Пусть 
[image: image137.wmf]1)
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. Областью определения данной функции есть 
[image: image138.wmf])
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. Решая уравнение получим, что функция 
[image: image139.wmf])
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 не обращается в нуль ни при каком значении переменной. Это означает, что на всей области определения функция является знакопостоянной. Вычисляя, например, 
[image: image140.wmf]2
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, получаем, что функция принимает только положительные значения.
Ответ. 
[image: image141.wmf])
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Метод интервалов позволяет решать более сложные уравнения и неравенства с модулями, но в этом случае он имеет несколько иное назначение. Суть состоит в слудующем. Находим корни всех подмодульных выражений и разбиваем числовую ось на промежутки знакопостоянства этих выражений. Это позволяет, последовательно перебирая эти промежутки, одновременно избавляться от всех модулей и решать обычное уравнение или неравенство (проверяя при этом, что найденный ответ входит в данный промежуток).

· Решение уравнений домножением на положительный множитель

Пример 23 Решить неравенство 

[image: image142.wmf]0.
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Решение. ``Ловушка'' заключается в том, что в задаче имеется несколько модулей, раскрывать которые - значит получить, громоздкое решение. Умножим дробь на некоторое выражение, принимающее лишь положительные значения и такое, чтобы упростить исходное неравенство: 
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[image: image144.wmf]Û

£

-

-

-

-

-

-

Û

0

1)

(

)

(

1)

(

2))

1)(

((

2

2

4

2

x

x

x

x

x
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Ответ. 
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Заключение.


Подводя итог нашей работы, можно сказать следующее.


Целью работы было изучение различных методов решения уравнений и неравенств с модулями.


Рассмотрены некоторые разновидности простейших уравнений и неравенств с модулем, решаемых с помощью равносильных переходов,а также теоремы о сумме модулей; графический способ решения уравнений. Нужно сказать, что в школьном курсе математики именно эти методы решения наиболее часто используются. Графический метод особо актуален при решении задач C5 из контрольно-измерительных материалов ЕГЭ. 


Далее мы изучили на нескольких примерах иные способы решения уравнений и неравенств с модулями, а именно: метод раскрытия модулей; решение уравнений, содержащих модули неотрицательных выражений; решение уравнений с использованием геометрической интерпретации; с использованием тождества 
[image: image147.wmf]а
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; применение теоремы о знаках; решение уравнений переходом к следствию,  домножением на положительный множитель,а также решение неравенств методом интервалов.


Таким образом, в ходе исследования мы пришли к следующим выводам.


Наиболее универсальными и применимыми  к наибольшему количеству задач мы считаем  метод раскрытия модулей, графический метод и метод интервалов. Это убеждение возникло в результате решения большого числа задач из контрольно-измерительных материалов ЕГЭ, предметных чемпионатов, олимпиадных задач, а также изучение литературы по данному вопросу. Также очень важным мы считаем знание и применение тождества 
[image: image148.wmf]а
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, так как оно используется не только при решении уравнений и неравенств, но и для преобразования многих выражений с радикалами. Остальные методы решения, которые мы рассмотрели, безусловно, представляют большой интерес в плане расширения математического кругозора и общего математического развития. Поэтому мы планируем использовать их для подготовки к государственной итоговой аттестации в форме ЕГЭ и подготовке к обучению в высшем учебном заведении.
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_1354031523.unknown

_1354031521.unknown

_1354031518.unknown

_1354031519.unknown

_1354031517.unknown

_1354031512.unknown

_1354031514.unknown

_1354031515.unknown

_1354031513.unknown

_1354031510.unknown

_1354031511.unknown

_1354031509.unknown

_1354031466.unknown

_1354031500.unknown

_1354031504.unknown

_1354031506.unknown

_1354031507.unknown

_1354031505.unknown

_1354031502.unknown

_1354031503.unknown

_1354031501.unknown

_1354031470.unknown

_1354031498.unknown

_1354031499.unknown

_1354031497.unknown

_1354031468.unknown

_1354031469.unknown

_1354031467.unknown

_1354031446.unknown

_1354031458.unknown

_1354031462.unknown

_1354031464.unknown

_1354031465.unknown

_1354031463.unknown

_1354031460.unknown

_1354031461.unknown

_1354031459.unknown

_1354031450.unknown

_1354031452.unknown

_1354031457.unknown

_1354031451.unknown

_1354031448.unknown

_1354031449.unknown

_1354031447.unknown

_1354031351.unknown

_1354031362.unknown

_1354031440.unknown

_1354031442.unknown

_1354031443.unknown

_1354031441.unknown

_1354031438.unknown

_1354031439.unknown

_1354031364.unknown

_1354031358.unknown

_1354031360.unknown

_1354031361.unknown

_1354031359.unknown

_1354031355.unknown

_1354031356.unknown

_1354031352.unknown

_1134453981.unknown

_1354031336.unknown

_1354031348.unknown

_1354031349.unknown

_1354031337.unknown

_1354031332.unknown

_1354031334.unknown

_1354031335.unknown

_1354031333.unknown

_1134454269.unknown

_1354031331.unknown

_1354031327.unknown

_1134454083.unknown

_1102888206.unknown

_1134453826.unknown

_1134453855.unknown

_1134421778.unknown

_1134453755.unknown

_1102888676.unknown

_1102887101.unknown

_1102887472.unknown

_1102887093.unknown

