«ПЕРПЕНДИКУЛЯРНОСТЬ ПРЯМЫХ И 

ПЛОСКОСТЕЙ»
1. Обзор математической литературы.

[1] Бескин Л.Н. Стереометрия. – М.: Просвещение, 1971.

[2] Крамор В.Е. Повторяем и систематизируем школьный курс геометрии. М.: Просвещение, 1992.
[3] О новом учебном комплекте по стереометрии. Глава 2. Прямые в пространстве. //Математика, №25-26, 2003.
[1] Здесь изложен систематический курс стереометрии, рассчитанный на учителей старших классов, студентов педагогических ВУЗов и  учащихся старших классов математических школ. По содержанию основная часть книги почти не выходит за рамки  школьной программы, однако последовательность изложения материала несколько изменена. Теме «Перпендикулярность прямых и плоскостей в пространстве» отведены несколько параграфов. 

Параграф «Перпендикуляр к плоскости».

Здесь сформулированы определение прямой, перпендикулярной к плоскости (аналогично определению в учебнике Л.С. Атанасяна) и определение наклонной (всякая другая прямая, пересекающая плоскость называется наклонной). Также сформулирован и доказан признак перпендикулярности прямой и плоскости.

Параграф «Перпендикуляр и наклонная к плоскости».

Определение. Перпендикуляром называется отрезок перпендикулярной прямой, один конец которого лежит на плоскости. Этот конец называется основанием перпендикуляра. 

Наклонной называется отрезок наклонной прямой, один конец которого лежит в плоскости. Этот конец  основание наклонной.

Проекцией наклонной называется отрезок, соединяющий основания наклонной и перпендикуляра, проведенные из одной точки. 

Сформулированы  и предложены на самостоятельное доказательство следующие теоремы:
Т1а. Перпендикуляр короче всякой наклонной, проведенной из этой же точки. Всякая наклонная больше своей проекции.
Т1б(обратная). Если из точки S вне плоскости α провести отрезки SA, SB, SC,… во все точки плоскости и SH  кратчайший из них, то SH  перпендикуляр к плоскости.
Т2а. Чем больше проекция, тем больше наклонная. Если равны наклонные, то равны и проекции.
Т2б(обратная). Чем больше наклонная, тем больше проекция. Если наклонные равны, то и проекции равны.
Теорема о трех перпендикулярах. Если прямая, лежащая в плоскости, перпендикулярна проекции наклонной, то она перпендикулярна и самой наклонной. 
Теорема обратная теореме о трех перпендикулярах. Если прямая, лежащая в плоскости, перпендикулярна наклонной, то она перпендикулярна и ее проекции. 

Параграф «Ортогональное проектирование».

В этом параграфе сформулированы определения ортогональной проекции точки и проекции фигуры на плоскость и две теоремы.

Т1а. Два перпендикуляра к одной плоскости параллельны между собой.

Т1б(обратная). Если две прямые параллельны и одна из них перпендикулярна плоскости, то и другая перпендикулярна это плоскости. 

Сначала доказывается обратная теорема, а затем прямая методом от противного.

Параграф «Проекция прямой. Угол и расстояние между прямой и плоскостью». 

Формулируется определение  углом наклонной прямой с плоскостью называется острый угол между прямой и ее проекцией на плоскость, и принимается, что перпендикулярная прямая образует с плоскостью прямой угол.

Расстоянием от прямой до параллельной ей плоскости называется расстояние от любой точки этой прям ой до плоскости.
 После каждой главы приведены задачи, имеется словарь геометрических терминов, который может оказаться полезен для учителя.

[2] В пособии в конспективной форме изложен теоретический материал по геометрии, в том числе и по теме «Перпендикулярность прямых и плоскостей» для повторения в домашних и аудиторных условиях. Пособие может быть использовано при подготовке к экзаменам, а также может оказать помощь учителю при подготовке к урокам и проведении зачетов, так как в книге приведен справочный теоретический материал и система контрольных вопросов по теме. 

[3] В статье излагается теоретический материал по теме «Угол между прямыми в пространстве». Формулируются определения и доказываются теоремы, аналогичные данным в учебнике. Находятся углы между прямыми, являющимися элементами куба. Дано правило нахождения величины угла между скрещивающимися прямыми. В конце статьи приведен список задач по теме. 
2. Общая характеристика темы.

Особенности и роль темы в математике и 

в школьном курсе математики.
Тема «Перпендикулярность в пространстве» имеет важное значение для всего курса математики, так как в ней задается метрика в пространстве, которая позволяет вычислять расстояния и углы. В теме практически впервые появляются задачи на вычисление.

Материал главы широко используется при изучении последующих разделов курса, поэтому имеется возможность для дальнейшего его закрепления и углубления. Вместе с тем изучение этого раздела стереометрии требует постоянного и сознательного использования многих сведений из планиметрии. А также есть возможность организовать повторение недавно пройденной темы «Параллельность в пространстве», так как этот материал широко используется при доказательстве теорем и решении задач в исследуемой главе.

Эта тема носит большой прикладной характер. Изучение взаимного расположения прямых и плоскостей  в пространстве сопровождается решением большого количества задач, поэтому при изучении данной продолжается развитие пространственных представлений учащихся, конструктивных навыков изображения фигур на плоскости, навыков выполнения рисунков, их правильного восприятия и чтения. Использование в задачах многогранники – призмы и пирамиды – позволяет подготовить учащихся к изучению соответствующего раздела в курсе стереометрии.

Историческая справка.
Стереометрическому материалу посвящены последние три книги «Начал» Евклида. XI книга содержит теорию перпендикулярности прямой и плоскости. Этот материал в большей своей части входит в настоящее время в учебники по стереометрии. 

Евклид дает следующее определение: «Прямая перпендикулярна к плоскости, если она перпендикулярна ко всем прямым, проведенным в плоскости в точке, в которой она эту плоскость встречает». Этому определению должно было предшествовать доказательство того, что такая прямая существует, чего у Евклида нет. Кроме того, приведенное определение не дает критерия, чтобы установить перпендикулярна ли данная прямая к данной плоскости или нет. С некоторым опозданием Евклид устраняет эти недостатки, доказывая по сути теорему – признак перпендикулярности прямой и плоскости. Доказательство, данное Евклидом длинное и сложное. Приведенное доказательство в учебниках по геометрии – доказательство О. Коши (XIX век). Еще одно доказательство предложил  в конце XVIII века французский математик А. Лежандр. 
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Имеющая сейчас большое значение теорема о трех перпендикулярах, в «Началах» не содержится. Она была доказана математиками востока: доказательство имеется в «Трактате о полном четырехстороннике» Иасир ад-Дина ат-Туси и в тригонометрическом трактате его анонимного предшественника. В Европе эта теорема была впервые сформулирована Луи Бертраном (1731 – 1812) и доказана в «Элементах геометрии» Лежандра (1794). Лежандр формулировал ее так: «Пусть прямая AP перпендикулярна к плоскости Q, а точка P – ее основание и пусть BC – произвольная прямая в плоскости Q. Проведем из точки P прямую PD перпендикулярную BC и соединим точки A и D; тогда прямая AD тоже будет перпендикулярна к BC».  Доказательство Лежандра воспроизводится в учебнике Киселева. 

Понятия двугранного, трехгранного, многогранного угла берут свое начало от исследований геометрических форм разных кристаллов и из практики строительства различных сооружений. Учение о двугранных и многогранных углах принадлежит абсолютной геометрии, несмотря на то, что соответствующие доказательства прямо или косвенно опираются у Евклида и обычно в наших учебниках на евклидову аксиому параллельности. Существуют и другие доказательства. Теорема о том, что  сумма плоских углов при вершине выпуклого многогранника меньше 4d, Евклид формулирует для общего случая, но доказывает ее только для случая трехгранного угла. 

Программа по математике:
 инвариантное содержание темы.
Перпендикулярность прямых и плоскостей (17 часов)

Перпендикулярные прямая и плоскость. Перпендикуляр и наклонная. Угол между прямой и плоскостью. Двугранный угол. Перпендикулярные плоскости. 

Основная цель – дать учащимся систематические сведения о перпендикулярности прямой и плоскости в пространстве; ввести понятия углов между прямой и плоскостью, между плоскостями. 

В ходе изучения темы обобщаются и систематизируются знания учащихся о перпендикулярности прямых, перпендикуляре и наклонной, известные им из курса планиметрии. Постоянное обращение к знакомому материалу будет способствовать более глубокому усвоению темы. Постоянное обращение к теоремам, свойствам и признакам курса планиметрии при решении задач изучаемой темы не только будет способствовать выработке умения решать стереометрические задачи данной тематике, но и послужит хорошей пропедевтикой к изучению следующих тем курса. 

Сравнительный анализ содержания темы в различных школьных учебниках.
[1]  Погорелов А.В. Геометрия: Учебник для 7–11 классов общеобразовательных учреждений. – М.: Просвещение, 2000.

[2] Бевз Г.П. и др. Геометрия: Учебник для 7–11 классов средней школы. – М.: Просвещение, 1992.

[3] Александров А.Д. и др. Геометрия: Пробный учебник для 9–10 классов средней школы. – М.: Просвещение, 1987.

[4] Атанасян Л.С., Бутузов В.Ф., Кадомцев С.Б., Поздняк Э.Г. Геометрия: Учебник для 10–11 классов средней школы. – М.: Просвещение, 1992.

[5] Киселев А.П., Рыбкин Н.А. Геометрия: Стереометрия 10-11: Учебник и задачник. –М.: Дрофа, 1995.

Математическое содержание темы в разных учебниках, в общем, одинаково, поскольку эта тема является классической для школы и всегда входила в содержание школьного образования. Различия состоит в последовательности изложения фактов как внутри самой темы, так и самих тем.

Так, например, в книгах [1], [2], [4] и [5] сначала изучается тема «Параллельность прямых и плоскостей», а затем «Перпендикулярность прямых и плоскостей». В учебнике [3] параллельность и перпендикулярность слиты в одну главу, некоторые факты параллельности доказываются с помощью перпендикулярности, и наоборот.

Построение курса [1],[2],[3],[4] в общем, схоже. Однако только в [4] рассматривается лемма о перпендикулярности двух параллельных прямых третьей. Поэтому при доказательстве признака перпендикулярности прямой и плоскости рассматривается частный случай: искомая прямая проходит  через точку пересечения двух прямых, которым она перпендикулярна. 

Что касается изложения теоремы о трех перпендикулярах, только лишь в [5] приводится доказательство обратной ей теоремы. В других  учебниках обратная теорема сформулирована, но доказательство предлагается провести самостоятельно. 

Особенностью учебника [5] является своеобразное изложение теоретического материала. Оно начинается с рассмотрения признака перпендикулярности прямой и плоскости без введения основных определений. 

Если в [2] и [4] понятия перпендикуляра, наклонной и ее проекции на плоскость сформулированы конструктивно, то в остальных рассмотренных учебниках  они даются через род и видовые отличия. Свойства наклонных и проекций в [2], [3], [5]  представлены в виде теорем. А в [4] они рассмотрены в задачном материале. 

В отличие от других учебников только в [3] сформулированы как два признака перпендикулярности прямой и плоскости, так и два признака перпендикулярности прямой и плоскости. 

Изложение теоретического материала, связанного с двугранными углами в [1] перенесено в тему «Многогранники», которая изучается в 11 классе. А в [5] рассматриваются не только двугранные, но и многогранные, в частности трехгранные. 

В [3] расстояния и углы выделены в отдельную главу. В учебниках [1], [4] расстояния между объектами вводится описательно, а в [2], [5] – не рассматриваются.

Из всех рассмотренных учебников только в [4] в этой главе вводится определение и рассматриваются свойства прямоугольного параллелепипеда.  

В большинстве учебников изложение школьного курса геометрии строится на основе аксиоматического метода. 

3. Обзор методической литературы.

[1] Методические рекомендации к курсу геометрии 9–10 классов (по пробным учебникам Л.С. Атанасяна, В.Ф. Бутузова, С.Б. Кадомцева, Э.Г. Поздняка). Под ред. Л.С. Атанасяна, В.Ф. Бутузова. – М.: Просвещение, 1989.

[2]  Преподавание геометрии в 9-10 классе. Сборник статей. Сост. Скопец З.А., Хабиб Р.А. – М.: Просвещение, 1980. 

[3] Методика преподавания математики в средней школе: частная методика. / А.Я. Блох, В.А. Гусев, Г.В. Дорофеев и др. – М.: Просвещение, 1987.

[4] Дудницин Ю.П. Примерное планирование и контрольные работы для X-XI классов. // Математика в школе, № 4-5, 1992.

[5] Саакян С.М. О проведении зачетов по геометрии в X-XI классах. // Математика в школе, № 1, 1992. 

[6] Программа по математике. – М.: Просвещение, 1998.
[7] Газизова Р. Тема: «Свойства перпендикулярности прямой и плоскости». //Математика, №30, 2004.
[1] В данном пособии приводятся методические рекомендации к курсу геометрии по учебнику Атанасяна и др. «Геометрия 10-11». К изучению каждого пункта учебника приводятся методические рекомендации с указанием целей уроков; материала, необходимого для повторения; рекомендации к созданию соответствующих наглядных пособий; дана разбивка задач, которые рекомендуется решить в классе и дома. Кроме того, изложены диагностируемые цели изучения каждого параграфа в виде основных требований к учащимся. Также приводятся варианты самостоятельных работ обучающего характера, имеются  варианты карточек для устного опроса учащихся и вариант итоговой контрольной работы по теме. 

Для наиболее сложных теорем курса даны примерные планы доказательств. В пособии указаны теоремы, которые можно предложить учащимся рассмотреть самостоятельно по учебнику, приведены упражнения для лучшего осмысления и закрепления, задачи по готовым чертежам, которые могут быть использованы для подведения к изучению нового материала. Признак перпендикулярности прямой и плоскости (наиболее важная теорема курса) предлагается изложить лекционным методом. При наличии времени учащихся, проявляющих повышенный интерес к изучению математики, рекомендуется познакомить с доказательством А. Лежандра. В книге приводится большое количество примеров применения теоретических положений в практической деятельности.  

[2] Статья М.И. Ягодовский «Перпендикулярность в пространстве».

В данной статье автор аргументирует целесообразность изложения тем в следующей последовательности: сначала «Параллельность в пространстве», затем «Перпендикулярность в пространстве». Проводит сравнительный анализ изложения данной темы в различных учебниках и излагает методические рекомендации к изучению отдельных дидактических единиц.

[3] Учебное пособие содержит изложение частной методики преподавания математики и состоит из трех разделов. III раздел – «Методика преподавания геометрии». Методические рекомендации по изучению темы «Взаимное расположение прямых и плоскостей» выделены в отдельную главу. В ней описаны особенности темы, особенности изложения материала в различных учебниках, рекомендации по введению отдельных понятий, доказательству теорем. Рекомендуется показать учащимся различные способы доказательства признака перпендикулярности прямой и плоскости (вернуться к ней при изучении векторов). Изучение взаимосвязи перпендикулярности прямой и плоскости с параллельностью прямых и плоскостей в пространстве следует связать с повторением темы «Параллельность в пространстве», а задачи на отыскание расстояний от точки до плоскости необходимо связать  многогранниками. 

[4] В статье приведено примерное планирование по учебнику Погорелова «Геометрия 7-11». При изучении темы предлагается провести две контрольные работы, задания для которых также указаны.

На изучение параграфа «Перпендикулярность прямых и плоскостей» отводится 20 часов, которые предлагается разделить следующим образом:

· перпендикулярные прямые (2 часа);

· перпендикулярность прямой и плоскости (4 часа);

· перпендикуляр и наклонная (6 часов);

· контрольная работа №1 (1 час);

· перпендикулярные плоскости (4 часа);

· расстояние между скрещивающимися прямыми (2 часа);

· контрольная работа №2 (1 час).
Контрольная работа №1.
1. Сторона равностороннего треугольника АВС [квадрата АВCD] равна 12 см [8 см]. Точка К находиться на равном расстоянии от его вершин и удалена от плоскости треугольника на 4 см. [Точка М удалена от каждой его вершины на 16 см.] Найдите: а) длину проекции отрезка КА [МА] на плоскость треугольника [квадрата]; б) расстояние от точки К [М] до вершины треугольника [до плоскости квадрата].

2. Через сторону МР прямоугольника КМРТ проведена плоскость. Расстояние между прямой КТ и этой плоскостью равно 7 см; МР = 15 см, КМ = 8 см. [Через катет МР прямоугольного треугольника КМР проведена плоскость. Расстояние от вершины К до этой плоскости равно 5 см; МР = 12 см, КМ = 9 см.] а) Найдите длину проекции диагонали КР прямоугольника [гипотенузы треугольника КМР] на данную плоскость. б) Докажите, что прямая МР перпендикулярна плоскости, в которой лежат сторона МК [КР] и ее проекция на данную плоскость. 
Контрольная работа №2.
1. Из точек А и В [М и К], лежащих в двух перпендикулярных плоскостей, проведены в них перпендикуляры АС и BD [МС и KD] к линии пересечения плоскостей. Найдите длину отрезка АВ [CD], если АС = 12 см, BD = 15 см, СD = 16 см [если МС = 8 см, KD = 9 см, МК = 17 см].

2. Из середины М стороны AD квадрата ABCD проведен к его плоскости перпендикуляр МК, равный а3. Сторона квадрата равна 2а. [Из середины Е катета ВС прямоугольного треугольника АВС проведен к его плоскости перпендикуляр ЕМ, равный а5;  С = 90, АС = b, ВС = 4а]. Найдите: а) площади треугольника АВК [АСК] и его проекции на плоскость квадрата [данного треугольника]; б) расстояние между прямыми АК и ВС [КЕ и АС].

[5] В статье представлены карточки для проведения зачета по теме «Перпендикулярность прямой и плоскости». Карточки составлены в пяти вариантах и состоят из аналогичных заданий (доказать теорему, решить задачу-факт и задачу на вычисление). 
Карточка 1.
1. Сформулируйте определение перпендикулярности прямой и плоскости. Докажите признак перпендикулярности прямой и плоскости.

2. Плоскости  и  параллельны, прямые m и n перпендикулярны этим плоскостям. Докажите, что отрезки этих прямых, заключенные между плоскостями, равны. 

3. Из вершины D квадрата ABCD проведен перпендикуляр DM к плоскости квадрата. Определите площадь треугольника МВС, если AD = 8 см, MD = 6 см.  

[6] Программы для общеобразовательных учреждений. – М.: Просвещение, 1998

Перпендикулярность прямой и плоскости. Перпендикуляр и наклонные. Угол между прямой и плоскостью. Двугранный угол. Перпендикулярность плоскостей.

 Основная цель – дать учащимся систематические сведения о перпендикулярности прямых и плоскостей в пространстве, ввести понятия углов между прямыми и плоскостями, между плоскостями. 

В ходе изучения темы обобщаются и систематизируются знания учащихся о перпендикулярности прямых, перпендикуляре и наклонных, известные им из курса планиметрии. Постоянное обращение к знакомому материалу будет способствовать более глубокому усвоению темы.

Постоянное обращение к теоремам, свойствам и признакам курса планиметрии при решении задач по изучаемой теме не только будет способствовать выработке умения решать стереометрические задачи данной тематики, но и послужит хорошей пропедевтикой к изучению следующих тем курса.

[7] В статье приводиться разработка урока по теме «Свойства перпендикулярности прямой и плоскости». Тип урока: урок изучения нового. 
4. Краткое описание содержания общедидактической 

части темы.
При обучении математике ученик последовательно переходит от изучения одной дидактической единицы к изучению другой. При этом у него формируются, как правило, линейные связи между различными дидактическими единицами. С ростом числа дидактических единиц цепочка линейных связей между ними увеличивается, ее становится трудно удержать ученику в памяти, поэтому постепенно  математика начинает представляться для него в виде набора некоторых определений, аксиом, теорем, задач. 

Одна из главных целей обучения математике – формирование системы знаний у школьника. Для формирования системных знаний необходимо особым образом организовывать деятельность учеников на отдельных этапах обучения. Эта деятельность должна быть направлена на формирование компактной системы знаний с нелинейными связями между единицами содержания. Эта система легко и долго удерживается в памяти и легко развертывается при изложении.
В чем же суть этой деятельности?

Эта деятельность должна быть такова, чтобы реализовать функции обобщения и систематизации знаний.

Систематизация фактов представляет собой процесс их группировки, разделения на некоторые классы новых фактов на основании одинаковых, общих и существенных свойств и признаков. Систематизация заключается в установлении взаимосвязей между отдельными элементами знаний, их связей с предыдущими темами, разделами курса математики, способами применения этих фактов при решении математических задач, связь с другими учебными предметами.

Функция обобщения при изучении некоторого предмета заключается в выведении главного - ведущих понятий, положений, методов. 

На реализацию функций систематизации и обобщения направлены специальные уроки систематизации и обобщения, которые призваны углубить слабо раскрытые внутрипредметные связи и установить те связи и отношения между элементами знаний, которые ранее не были раскрыты. Кроме этого целью таких уроков  является «осмысление  полученных результатов изучения темы и способов их достижения».

На урок систематизации и обобщения следует вносить, прежде всего, материал, знакомящий учащихся с основными идеями курса, раздела, темы, а также материал, который в последствии из предмета изучения перерастет в средство изучения.

В данном случае факты, изученные в этой теме, приемы решения задач и сами задачи (речь идет о нахождении расстояний и углов) являются именно такими средствами, инструментами для изучения стереометрических объектов, в которых точки, прямые (отрезки прямых), плоскости (части плоскости), плоские и двугранные углы являются составляющими элементами (в первую очередь имеются в виду многогранники).

Выделим теперь те вопросы, которые могут ставиться на уроке систематизации и обобщения:
- почему стала изучаться эта тема (вспоминаются цели изучения данной темы, сопоставление их с полученными результатами);
- какие теоретические факты формулировались и доказывались;
- каким способом получены (сформулированы гипотезы) данные факты;
- какими приемами и методами они доказывались;
- можно ли сформулировать эвристики на основе способов получения гипотез и  методах доказательства теоретических фактов данной темы;
- какие задачи решались в данной теме;
- какие методы и приемы использовались при решении задач (выделение новых методов решения ключевых задач данной темы);
- какие эвристики можно сформулировать на основе решения задач данной темы;
- какие знания при изучении новых тем становятся средством изучения. 

Ответы на эти вопросы может дать учитель и (или) предложить ответить на некоторые из них учащимся.

Структура урока обобщения и систематизации.

1. Мотивационно-ориентировочная часть.

1.1 Выяснение смыслов изученной темы.

1.2 Постановка целей урока систематизации и обобщения.

2. Содержательная часть.

2.1 Систематизация  основных теоретических положений темы, соответствующих им методов, приемов

2.2 Обобщение способов, методов, приемов решения задач темы.

3. Рефлексивно-оценочная часть.

3.1 Подведение итогов урока.

3.2 Выдача домашнего задания.

Естественно полагать, что этапы, из которых состоят основные части, могут меняться в зависимости от того, какие цели ставит учитель перед уроком обобщения и систематизации в каждом конкретном случае, в зависимости от того, что хочет обобщить и систематизировать.

Что же касается методов обучения, привлекаемых на уроке данного типа, то его выбор зависит от объема, структуры, сложности изучаемой темы, раздела, и от межтемных связей (в наибольшей степени с предыдущими темами), и возможностей учащихся.

Если тема во многом схожа с предыдущей, то можно провести урок-семинар, используемыми методами будут частично-поисковый, исследовательский, самостоятельная работа учащихся.

Используемая литература:Теоретические основы обучения математике в средней школе:  Учебное пособие / Т.А. Иванова, Н.Е. Перевощикова, Т.П. Григорьева, Л.И. Кузнецова. – Н.Новгород: НГПУ, 2003.
5. Логико-дидактический анализ содержания темы.

Постановка учебных задач.

Учебник: Атанасян Л.С., Бутузов В.Ф., Кадомцев С.Б., Поздняк Э.Г. Геометрия: Учебник для 10–11 классов средней школы. – М.: Просвещение, 1992.
Анализ теоретического материала.
I. В теме выделены следующие дидактические единицы: 

1. Определения:

    перпендикулярных прямых в пространстве;

    прямой, перпендикулярной к плоскости;

    перпендикуляра и наклонной, проведенных из точки к плоскости, проекции наклонной на плоскость;

    расстояния от точки до плоскости; 

    проекции точки и произвольной фигуры на данную плоскость;

    угла между прямой и плоскостью, пересекающей эту прямую и не перпендикулярную к ней;

    двугранного угла, граней и ребра двугранного угла;

    линейного угла двугранного угла;

    градусной меры двугранного угла;

    перпендикулярных плоскостей; 

    прямоугольного параллелепипеда;

    измерений прямоугольного параллелепипеда;

    куба.

2. Теоремы:

    о перпендикулярности двух параллельных прямых к третьей (сформулирована как лемма);

    о перпендикулярности двух параллельных прямых к плоскости;

    обратная к теореме о перпендикулярности двух параллельных прямых к плоскости;

    признак перпендикулярности прямой и плоскости;

    о прямой, перпендикулярной плоскости;

    о трех перпендикулярах и обратная к ней;

    признак перпендикулярности двух плоскостей и следствия из него; 

свойства прямоугольного параллелепипеда;

свойство диагонали прямоугольного параллелепипеда и следствие из него.

3. Утверждения, не выделенные в тексте параграфа как теоремы:

   если прямая а перпендикулярна к плоскости , то она пересекает эту плоскость (доказано методом от противного);

   перпендикуляр, проведенный из точки к плоскости, меньше любой наклонной, проведенной из этой же точки к этой плоскости;

   проекцией прямой на плоскость, не перпендикулярную к этой прямой, является прямая (доказано);

   все линейные углы двугранного угла равны друг другу (доказано);
II. Методологические знания.

1. Относительно определений.

    Структура определений, встречающихся в теме, – через род и видовые отличия. Все их можно подразделить на две подгруппы по способу задания видовых отличий. Видовые отличия сформулированных определений задаются:

а) конструктивно, указанием способа построения (перпендикуляра и наклонной, проведенных из точки к плоскости, проекции наклонной на плоскость линейного угла двугранного угла);

б) перечисление некоторого набора свойств (все остальные).

Ни структура определений, ни способы задания видовых отличий для учащихся не новы. 

Логическая структура и способы получения  для учащихся не новы (прослеживается аналогия с курсом планиметрии). Все понятия представлены в вербальной, натуральной и графической форме. Возникает необходимость широкого использования учебно-наглядных средств для включения учеников в самостоятельный поиск новых утверждений.

   При введении понятий необходимо:

а) уделять внимание доказательству его существования;

б) обучению логическим умениям выводить следствия и подводить под понятия (что важно при решении задач).

Учащимся важно показать, что определение перпендикулярных прямых, понятие перпендикуляра и наклонной  в пространстве является обобщением соответствующих определений на плоскости. 

2. Относительно теорем.

1). Осмысление логической структуры теорем: какая из них является теоремой-свойством, теоремой-признаком;

2). Рассмотренные в теме теоремы доказываются уже известными учащимся общелогическими методами, а именно: синтетическим, полной индукции, от противного. 
3). К выделенным теоремам  необходимо добавить некоторые задачи-факты, которые должны быть усвоены учащимися наряду с другими теоремами.

4). Перпендикулярность прямой и плоскости (двух плоскостей) есть частный случай пересекающихся прямой и плоскости (двух плоскостей).
Тема даёт возможность продолжать формировать у учащихся средства:
· аналогии (аналогичны последовательности изучения понятий параллельности и перпендикулярности: определение → существование → признак → свойства, понятия перпендикулярности  прямых на плоскости и в пространстве, перпендикулярных прямых и перпендикулярных плоскостей и так далее);

· синтез;

· обобщение.
3. В теме присутствуют дидактические единицы, которые имеют большое прикладное значение и используются в первую очередь для решения задач. Например, теорема о трех перпендикулярах и ей обратная в основном используются для построения линейного угла двугранного угла.  

4. При изучении темы полезно прибегать к моделированию как способу включения учащихся в самостоятельную поисковую познавательную деятельность.

5. Тема очевидным образом разбивается на три блока: перпендикулярность прямых,  перпендикулярность прямой и плоскости, перпендикулярность плоскостей.

Из-за того, что теоретический материал достаточно объемный,  целесообразно уроки изучения новой теории проводить в форме лекций.
Анализ задачного материала.
I. Дидактические.

· Перпендикулярность прямой и плоскости (116 –119).

· Наклонная. Проекция наклонной. Перпендикуляр (138).

· Линейный угол двугранного угла (166, 167).

· Параллелепипед (187, 188).
II.  Задачи на вычисление.
     1. Расстояний:

· От точки до плоскости (141–143, 150а), 170, 189, 202, 207, 209, 210). 

· От точки до прямой (130б), 149, 152,154, 155, 157, 158, 203, 168, 170, 182б), 206).

· Между скрещивающимися прямыми (150, 194, 215).

· От прямой до плоскости (193а), в)).

· Между плоскостями (193б)).
     2. Углов:

· Между прямыми(201).

· Между прямой и плоскостью (192).

· Между плоскостями (171, 172, 173, 174, 190, 213, 214).
III. Задачи–теоремы (123, 132–137, 139, 144, 146, 153, 156, 161, 162, 175, 177–180, 183, 185, 186, 212).
IV. Задачи на множество точек (136, 200, 210).
V. Построение сечений(196).
VI. Прочие задачи.

· На доказательство перпендикулярности:

· прямых (127, 129б), 148,181);

· плоскостей (191);

· прямых и плоскостей (128, 129а), 131, 159)

· На вычисление (120–122, 125, 130а), 140, 145б), 163, 176, 184, 195, 204, 208, 211, 216, 217). В этих задачах требуется найти длину отрезка, площадь треугольника и так далее, которые нельзя отнести к предыдущим пунктам.
Замечание 1. На основе задачи №161 можно построить урок решения одной задачи. Они являются базовой для нахождения свойств пирамиды, вершина которой проецируется в центр вписанной окружности. Возможно, работу над этой задачей целесообразно перенести в тему многогранники.
Замечание 2.  В данной теме много задач–фактов, как уже отмечалось некоторые из них целесообразно включать в теоретический материал уроков изучения нового, тем не менее остается много задач, которые не обязательны для изучения, как теоремы–факты, поэтому среди уроков решения задач в данной теме учитель может провести как урок решения познавательных задач.

Задачи–теоремы №№123, 132, 139, 161, 177, 179, 183 являются среди них самыми важными, по возможности следует ознакомить с ними учащихся, а если класс математический, то следует обязательно внести эти задачи в перечень изучаемых теорем.
Замечание 3. Задача из пункта 17 (доказать, что через любую точку пространства проходит плоскость, перпендикулярная данной прямой) и теорема из пункта 18 (о прямой, перпендикулярной к плоскости) являются обязательными для изучения в любом классе и работа с ними должна проводиться как с любой теоремой (по полной схеме). В теореме из пункта 18 доказывается и единственность прямой, перпендикулярной плоскости. Единственность плоскости, перпендикулярной прямой доказывается в задаче №133.
Постановка учебных задач.
Учебные задачи:
· определить перпендикулярность двух прямых, прямой и плоскости, двух плоскостей как одно из возможных отношений между объектами в пространстве, используя аналогию или обобщение понятия перпендикулярности на плоскости;

· выявить условия существования, признаки и свойства различных из указанных выше комбинаций, используя аналогию с данным материалом, изложенным в планиметрии, и построения темы «Параллельность»;

· конструктивно определить расстояние и углы между парами объектов в пространстве;

· формировать обобщенный прием решения задач на вычисление расстояний и углов между пространственными фигурами (изображение, анализ чертежа, вычисление с помощью анализа или синтеза сводится к решению некоторого прямоугольного треугольника);

· формировать новый способ решения задач на построение сечений многогранников с помощью свойств параллельных и перпендикулярных  плоскостей;

· формирование логической культуры, связанной с содержательной общностью понятий перпендикулярности на плоскости и в пространстве.

Диагностируемые цели.
По окончанию изучения темы ученик:

Знает:
· определения (перпендикулярных прямых в пространстве; прямой, перпендикулярной к плоскости; перпендикуляра и наклонной, проведенных из точки к плоскости, проекции наклонной на плоскость; расстояния от точки до плоскости; проекции точки и произвольной фигуры на данную плоскость; угла между прямой и плоскостью, пересекающей эту прямую и не перпендикулярную к ней; двугранного угла, граней и ребра двугранного угла; линейного угла двугранного угла; градусной меры двугранного угла; перпендикулярных плоскостей; прямоугольного параллелепипеда; измерений прямоугольного параллелепипеда; куба);
· формулировки леммы о перпендикулярности двух параллельных прямых третьей; теорем (прямой и обратной), связывающих параллельность с перпендикулярностью прямых к плоскости; признака перпендикулярности прямой и плоскости; теоремы (прямой и обратной) о трех перпендикулярах; признака и свойства перпендикулярных плоскостей;
·  доказательства признака перпендикулярности прямой к плоскости; теоремы о трех перпендикулярах; признака и свойства перпендикулярных плоскостей.
Умеет:

· изображать отрезки, длины которых являются расстояниями между указанными фигурами и углы между фигурами и обосновывать их изображение;

· вычислять соответствующие расстояния и углы;

· строить сечения многогранников новым способом.
      Понимает (осознает):

· практическую значимость данной темы;

· роль аналогии и обобщения в получении новых знаний;

· взаимосвязь между определениями расстояний и углов между объектами.
6. Тематическое планирование.

	Номер урока, его тип. 

Тема урока.
	Учебная задача.
	Диагностируемые цели.

	1.Перпендикулярные прямые в пространстве (урок изучения нового)
	1) Расширить понятие перпендикулярных прямых на плоскости до понятия перпендикулярных прямых в пространстве 

2) «Открыть» совместно с учащимися лемму о перпендикулярных прямых

3) Обосновать существование этих объектов на натуральных моделях
	1) Знает  определение перпендикулярных прямых в пространстве, формулировку леммы

2) Выделяет 2 возможных случая взаимного расположения перпендикулярных прямых в пространстве , ТБ доказательства

3) Воспроизводит идею доказательства

4) Распознает перпендикулярные прямые на натуральных моделях

	2,3. Признак перпенди-кулярности прямой и плоскости (урок-лекция)
	1) «Открыть» совместно с учениками определение и признак перпендикулярности прямой и плоскости, условия существования прямой перпендикулярной плоскости

2) Провести доказательство признака совместно учениками


	1) Знает определение прямой перпендикулярной плоскости

2) Формулирует признак

3) Осознает необходимость рассмотрения дополнительных теорем для доказательства общего случая  признака

4) Обосновывает ход рассуждений при доказательстве признака

5) Выделяет ТБ доказательства признака

6) Обосновывает существование прямой перпендикулярной плоскости



	4,5. Признак перпендикулярности прямой и плоскости (урок решения задач)
	Формировать умения:

1) применять теоретические положения для решения задач

2) составлять задачи, обратные данной

3) осуществлять поиск решения аналитико-синтетическим методом
	1) Выделяет в условии задачи отдельные элементы

2) Осознает схему поиска решения задачи аналитико-синтетическим методом

3) Владеет способом доказательства перпендикулярности прямой и плоскости

	6. Самостоятельная работа
	Выявить:

1) степень усвоения  теорем-свойств и признаков изучаемых объектов и способов их доказательства

2) степень усвоения определений перпендикулярных прямых, перпендикулярности прямой и плоскости

3) сформированность умений  применять теоретические знания к решению дидактических задач
	Понимает уровень усвоения материала и уровень собственных умений

	7. Перпендикуляр и наклонная к плоскости (урок изучения нового)
	1) «Открыть» с помощью конструктивного диктанта понятия перпендикуляра и наклонной к плоскости

2) «Открыть» формулировку теоремы о трех перпендикулярах и ей обратной

3) Выделить круг задач, которые можно решать с помощью этих теорем
	1) Знает определения новых понятий, формулировку теоремы о трех перпендикулярах и обратной ей

2) Понимает, что обратное утверждение является теоремой, идею доказательства теоремы о трех перпендикулярах

3) Выделяет на рисунке новые понятия

4) Владеет способом доказательства перпендикулярности прямой и плоскости



	8. Нахождение углов и расстояний в пространстве  (урок изучения нового)
	1) Привлечь учащихся к работе в группах 

2) Формировать у учащихся познавательные и исследовательские умения

3) Провести аналогию с курсом планиметрии
	1) Имеет представление о расстояниях и углах между различными объектами в пространстве 

2) Изображает расстояния и углы в простейших ситуациях

3) Осознает связь данного материала с курсом планиметрии

	9,10. Нахождение углов и расстояний в прост-ранстве (урок решения задач)
	1) Выделить методы нахождения расстояний и углов в пространстве

2) Формировать умения:

а) применять теоретические положения для решения задач 

б)  осуществлять поиск решения различными методами

3) Показать специфику задач
	1) Знает и применяет различные методы нахождения расстояний и углов между различными объектами в пространстве 

2) Указывает положительные и отрицательные стороны каждого из них

3) Осуществляет решение дидактических задач

4) Понимает связь с планиметрией

	11. Расстояния и углы в пространстве  (самостоя-тельная работа)
	Выявить:

1) степень усвоения теоретического и методического материала

2) степень сформированности умений применять их
	Понимает уровень усвоения материала и уровень собственных умений

	12,13. Перпендикулярность плоскостей (урок изучения нового)
	1) «Открыть» совместно с учащимися определение и признак перпендикулярных плоскостей

2) Обосновать существование этих объектов

3) Провести совместно с учащимися доказательство признака

4) Выделить в качестве нового объекта изучения прямоугольный параллелепипед, изучить его свойства
	1) Знает определение перпендикулярных плоскостей, прямоугольного параллелепипеда

2) Формулирует признак перпендикулярности плоскостей и свойства параллелепипеда

3) Обосновывает существование перпендикулярных плоскостей, ход рассуждений при доказательстве признака перпендикулярных плоскостей и свойств параллелепипеда

4) Выделяет ТБ доказательств

5) Решает дидактические задачи

	14. Перпендикулярность плоскостей (урок решения задач)
	Формировать умения:

а) применять теоретические положения для решения задач 

б)  осуществлять поиск решения различными методами
	

	15. Перпендикулярность прямых и плоскостей (урок систематизации и обобщения знаний)
	Выделить:

1) пары объектов в пространстве, между которыми устанавливается отношение перпендикулярности, и охарактеризовать это отношение

2) приемы доказательства перпендикулярности двух прямых, прямой и плоскости, двух плоскостей

3) типы задач на вычисление и способы их решения
	Знает:

1) определения, признаки, свойства любой пары объектов

2) способы доказательства перпендикулярности двух прямых

3) способы доказательства перпендикулярности прямой и плоскости

4) способы доказательства перпендикулярности двух плоскостей

5) обобщенный план решения задач на нахождение углов и расстояний в пространстве 

Умеет:

1) доказывать перпендикулярность двух прямых, прямой и плоскости, двух плоскостей

2) находить расстояние и углы между различными парами объектов

Осознает:

1) природу происхождения темы

2) роль аналогии и обобщения в получении новых знаний

3) значимость темы 

	16. Контрольная работа
	Выявить:

1) степень усвоения  теорем-свойств и признаков изучаемых объектов и способов их доказательства

2) степень усвоения определений перпендикулярных прямых, перпендикулярности прямой и плоскости

          3) сформированность уме              ний  применять теоретические знания к решению дидактических задач


	Понимает уровень усвоения материала и уровень собственных умений

	17. Анализ контрольной работы
	1) Сообщить учащимся результаты контрольной работы 

2) Провести работу над ошибками
	Восполняет пробелы в ЗУН, понимает причины ошибок


Подробный план трех уроков.
I.Урок-лекция на тему «Признак перпендикулярности прямой и плоскости».
Учебная задача:
1) «Открыть» совместно с учениками определение и признак перпендикулярности прямой и плоскости, условия существования прямой перпендикулярной плоскости

2) Провести доказательство признака совместно учениками
Диагностируемые цели:
1) Знает определение прямой перпендикулярной плоскости

2) Формулирует признак

3) Осознает необходимость рассмотрения дополнительных теорем для доказательства общего случая  признака

4) Обосновывает ход рассуждений при доказательстве признака

5) Выделяет ТБ доказательства признака

6) Обосновывает существование прямой перпендикулярной плоскости
Лекция рассчитана на два часа.
Актуализация. В начале первого урока организуется повторение угла между прямыми с помощью следующей системы устных упражнений по готовому рисунку 1.

Подводя итог, обращаем  внимание на следующие моменты:

1. как найти угол между пересекающимися прямыми,

2. как найти угол между  скрещивающимися прямыми,

3. какие допустимые значения может принимать величина угла между прямыми.

       Далее для лучшего восприятия доказательства признака перпендикулярности прямой и плоскости предлагаем ученикам решить следующую задачу по готовому рисунку.

  Доказать: ∆ACD=∆BCD.

Рассматриваем следующую задачу, которую предлагаем на самостоятельное решение (фактически доказываем лемму о перпендикулярности двух параллельных прямых к третьей).

Этот факт очень важен и часто применяется и называется леммой. Также  после решения задачи сообщается ее название. Просим учащихся сформулировать ее словами.

Далее необходимо подвести итог рассмотрения вопроса о перпендикулярности двух прямых  в  пространстве. Обсуждаются следующие вопросы:

· какие две прямые называются перпендикулярными в пространстве,

· лемма о перпендикулярных прямых,

· выделить эвристики (как доказать, что две прямые перпендикулярны между собой: по определению либо по лемме–найти еще одну прямую, которая перпендикулярна одной из прямых и параллельна другой).
Мотивация.
Проводим аналогию с изучением темы «Параллельность в пространстве», в частности, вспоминаем логическую последовательность ее изучения, которую будем использовать: 

1. взаимное расположение двух прямых,

2. взаимное расположение прямой и плоскости,

3. взаимное расположение двух плоскостей.

Значит, после изучения перпендикулярности двух прямых переходим к изучению расположения прямой и плоскости и двух плоскостей.

С помощью стереометрического ящика совместно с учащимися моделируется ситуация перпендикулярности прямой и плоскости. В результате обсуждения выясняем как установить перпендикулярность прямой и плоскости (нужно показать, что эта прямая перпендикулярна любой прямой в плоскости–это трудно осуществить). Возникает необходимость открытия признака перпендикулярности. Анализируя практическую ситуацию (елка и крестовина), учащиеся делают предположение: если прямая перпендикулярна двум пересекающимся прямым плоскости, то она перпендикулярна этой плоскости. 
Содержательная часть. Формулируется признак. Затем переходим к доказательству признака (1случая) и записывается план доказательства. Также обсуждается вопрос о том обязательно ли требовать, чтобы пересекающиеся прямые в плоскости проходили через точку пересечения  данной прямой и плоскости. Далее переходят ко второму случаю и успешно доказывают теорему. По окончании доказательства работаем над формулировкой признака:

1. Верны ли следующие утверждения:

· Если прямая перпендикулярна к некоторой прямой плоскости, то она перпендикулярна к этой плоскости.

· Если прямая перпендикулярна к двум прямым, лежащим в плоскости, то она перпендикулярна к этой плоскости.

2. Прочитайте еще раз признак перпендикулярности прямой к плоскости. 

        Далее обсуждается вопрос о существовании плоскости, перпендикулярной к данной прямой и проходящей через любую точку пространства. Для поиска ответа на данный вопрос решаются задачи п.18, №133,п.17.
Рефлексивно-оценочная часть.  Проходит в форме устного опроса по следующим вопросам:

1. определение прямой перпендикулярной плоскости,

2. формулировка признака перпендикулярности прямой и плоскости,

3. необходимость рассмотрения дополнительных теорем при доказательстве общего случая признака,

4. обоснования хода рассуждений при доказательстве и выделение ТБ.

II. Урок изучения нового по теме: «Нахождение расстояний и углов в пространстве».
Учебная задача:
1) Привлечь учащихся к работе в группах 

2) Формировать у учащихся познавательные и исследовательские умения

3) Провести аналогию с курсом планиметрии

        Диагностируемые цели:
1) Имеет представление о расстояниях и углах между различными объектами в пространстве 

2) Изображает расстояния и углы в простейших ситуациях

3) Осознает связь данного материала с курсом планиметрии.

Актуализация. Проходит в форме устного опроса, при этом повторяются следующие определения: расстояния между объектами,  параллельных плоскостей, прямой параллельной плоскости, скрещивающихся прямых, угла между прямыми на плоскости,  перпендикуляра, наклонной и ее проекции на плоскость; также определение двугранного угла и его линейного угла. 
Мотивация. Учащиеся по аналогии с планиметрией предполагают существование углов и расстояний между объектами в пространстве. 
Содержательная часть. Работа на уроке организуется в группах. Учитель в начале урока сообщает каждой группе тот вопрос, который они должны представить всему классу. По видам расстояний и углов образуется шесть групп докладчиков:

1. расстояние от точки до прямой,

2. расстояние от точки до плоскости, 

3. расстояние между прямыми,

4. угол между прямыми,

5. угол между прямой и плоскостью, 

6. угол между плоскостями.

На подготовку группам отводится 10 мин. Во время выступления группы остальные конспектируют материал. Выступающая группа рассказывает теоретический материал, иллюстрируя его на графических и натуральных моделях.
Рефлексивно-оценочная часть. Проходит в форме устного опроса учащихся. Отвечают преимущественно те ученики, которые не готовили соответствующий вопрос. В конце урока выдается домашнее задание –  выучить теоретический   материал.

III. Итоговая контрольная работа.
Учебная задача:
Выявить:

1) степень усвоения  теорем-свойств и признаков изучаемых объектов и способов их доказательства

     2) степень усвоения определений перпендикулярных прямых, перпенди       кулярности прямой и плоскости

     3) сформированность умений  применять теоретические знания к решению дидактических задач
Диагностируемые цели:
Понимает уровень усвоения материала и уровень собственных умений

Контрольная работа.
1. Из точек А и В [М и К], лежащих в двух перпендикулярных плоскостей, проведены в них перпендикуляры АС и BD [МС и KD] к линии пересечения плоскостей. Найдите длину отрезка АВ [CD], если АС = 12 см, BD = 15 см, СD = 16 см [если МС = 8 см, KD = 9 см, МК = 17 см].

2. Из середины М стороны AD квадрата ABCD проведен к его плоскости перпендикуляр МК, равный а3. Сторона квадрата равна 2а. [Из середины Е катета ВС прямоугольного треугольника АВС проведен к его плоскости перпендикуляр ЕМ, равный а5;  С = 90, АС = b, ВС = 4а]. Найдите: а) площади треугольника АВК [АСК] и его проекции на плоскость квадрата [данного треугольника]; б) расстояние между прямыми АК и ВС [КЕ и АС].

Задача 1 сводится к решению прямоугольных треугольников, однако вид треугольника необходимо обосновать с помощью свойства перпендикулярных плоскостей (оно доказано в задаче №178).

Для успешного решения задачи 2 необходима сформированность умений находить проекцию треугольника на плоскость, решения прямоугольных треугольников. Для обоснования вида треугольника необходимо использовать теорему о трех перпендикулярах. Также нужно знать способы нахождения расстояния между скрещивающимися прямыми. 
Конспект урока
Тема. Перпендикулярность прямых и плоскостей.

([Геометрия: Учебник для 10-11 классов сред. шк./ Л.С.Атанасян, В.Ф.Бутузов, С. Б. Кадомцев, Э.Г.Позняк. – М.: Просвещение], гл. II,17 уроков, урок 15) 
Тип урока. Урок систематизации и обобщения.
Цели урока. 
Учебная задача.

Выделить:

– пары объектов в пространстве, между которыми устанавливается отношение перпендикулярности, и охарактеризовать это отношение для различных  пар (определение, признак, свойство);

– приемы (теоретический базис, эвристики) доказательства перпендикулярности двух прямых, прямой и плоскости, двух плоскостей;

– типы задач на вычисление и способы их решения.
Диагностируемые цели.
 В результате ученик

•знает:

– определение, признаки, свойства для каждой пары перпендикулярных объектов;

– что перпендикулярность двух прямых можно доказать с помощью определения перпендикулярных прямых, определения прямой, перпендикулярной к плоскости, леммы, теоремы о трех перпендикулярах и ей обратной;

– что перпендикулярность прямой и плоскости можно доказать с использованием  признака перпендикулярности прямой и плоскости, теоремы о связи  между параллельностью двух плоскостей и их перпендикулярностью к прямой, теоремы о свойствах перпендикулярных плоскостей;

– что перпендикулярность двух плоскостей можно доказать на основе определения перпендикулярных плоскостей, признака перпендикулярности двух плоскостей;

– обобщенный план решения задач на нахождение расстояний и углов;

•умеет:

– доказывать перпендикулярность двух прямых, прямой и плоскости, двух плоскостей;

– находить расстояния от точки до прямой, от точки до плоскости;

– находить углы между прямыми, между наклонной к плоскости и плоскостью, между плоскостями, когда точки, прямые и плоскости задаются элементами треугольников (четырехугольников);

•осознает:

– природу происхождения темы;

– роль аналогии и обобщения в получении новых знаний;

– значимость темы в курсе стереометрии, ее роль для дальнейшего построения курса;

Задача:
Дан равносторонний треугольник АВС, через середину О стороны АВ проведен перпендикуляр ОD к плоскости АВС, построены отрезки DА, DВ, DС, ОС.
           АВ=6см, ОD=3см.
1. Найдите пары перпендикулярных прямых.

2. Найдите пары перпендикулярных прямой и плоскости.

3. Найдите пары  плоскостей.

4. Найдите углы между DA, DB, DC и плоскостью ABC.

5. Найдите расстояния от точки D до плоскости АВС, от С до АDВ, от А до DОС.
6. Найдите расстояния от точки D до прямых АВ, ВС, АС.
7. Найдите линейные углы двугранных углов при ребрах АС и ВС.
Ход урока.
	Деятельность учителя
	Деятельность ученика

	Мотивационно-ориентировочная часть
– Мы завершили изучение большой темы курса стереометрии «Перпендикулярность прямых и плоскостей». Как эта тема у нас появилась? 

– Хорошо. В планиметрии мы изучали перпендикулярность прямых. А какие объекты могут быть перпендикулярны в пространстве?

– Да! Поэтому и тема называется «Перпендикулярность прямых и плоскостей». 
	– В планиметрии мы рассматривали различные случаи расположения двух прямых по наличию у них общих точек, в частности перпендикулярность прямых. По аналогии с изучением темы «Параллельность прямых и плоскостей», мы предположили, что аналогичные понятия можно ввести и в стереометрии.

– Перпендикулярными в пространстве могут быть две прямые, прямая и плоскость, две плоскости. 

	– Что же мы изучали в теме «Перпендикулярность прямых и плоскостей»? 

– А какие задачи решали?

– Вы видите, какой это обширный материал, сколько в нем разных теорем, задач. На его рассмотрение мы потратили 14 уроков. Что нам предстоит сделать теперь?

– А что значит привести знания в систему?

– Правильно. А как будет звучать тема сегодняшнего урока? 

– Хорошо. Цели мы уже сформулировали. Запишем тему.  
	–Определения перпендикулярности различных объектов, доказывали признаки и свойства перпендикулярности, способы нахождения расстояний и углов между прямыми, прямой и плоскостью, плоскостями.

– Доказывали перпендикулярность объектов, находили соответствующие расстояния и углы. 

– Привести полученные знания и умения в систему и подготовиться к контрольной работе.

– Выделить основные понятия, установить взаимосвязь между ними, а также выделить основные типы задач и методы их решения.

– Перпендикулярность прямых и плоскостей.



	Содержательная часть
– Перпендикулярность каких объектов мы изучили?

– Будем работать с таблицей. 

< Открывает заголовок таблицы 1>

– Итак, в теме мы выделили три блока, связанные с перпендикулярностью. Вспомним, определение перпендикулярности каждой пары объектов и выделим способ доказательства перпендикулярности каждой пары. Какие прямые называются перпендикулярными?

– Как могут быть расположены перпендикулярные прямые в пространстве? < Открывает соответствующий рисунок>

– Какой теоретический факт, связанный с перпендикулярностью прямых мы изучали?

– Сформулируйте ее. < Открывает рисунок>

– Поговорим о перпендикулярности прямой и плоскости. Начнем с определения.

< Открывает рисунок>

– В этой части было доказано много теорем, подумайте, какие теоремы вы бы отнесли к ней. Называйте  и формулируйте их.

<Открывает соответствующие рисунки>

– В эту часть мы отнесем теорему о трех перпендикулярах и обратную к ней. 

А как вы думаете почему?

–Молодец! Рассмотрим последнюю часть. Какие две плоскости называются перпендикулярными?

–Какие факты можно отнести в эту часть?

– Правильно. Итак, тема «Перпендикулярность прямых и плоскостей»   появилась по аналогии с темой «Перпендикулярность прямых на плоскости».  Я напомню вам, что многие определения и теоремы вы формулировали сами по аналогии с известными определениями в планиметрии или обобщая их – заменяя прямые на плоскости, лучи на полуплоскости. При доказательстве теорем в каждом последующем блоке использовались теоремы предыдущего блока <показывает столбцы> и теоретические положения темы «Параллельность прямых и плоскостей». Однако и перпендикулярность работает на параллельность – мы получили новые свойства и признаки параллельности прямых и параллельности плоскостей. Посмотрите на рисунки 7 и 8. Например, сформулируйте признак параллельности прямых по рисунку 7.

–Хорошо. Продолжите предложение: «Две прямые в пространстве перпендикулярны, если …». 

<Аналогичная работа проводится для оставшихся двух случаев>


	– Перпендикулярность прямых, прямой и плоскости, двух плоскостей.

– Две прямые в пространстве называются перпендикулярными, если угол между ними равен 900 .

– Они могут пересекаться и скрещиваться.

– Лемму о перпендикулярности двух параллельных прямых третьей.

<Формулируют>

– Прямая называется перпендикулярной к плоскости, если она перпендикулярна к любой прямой, лежащей в этой плоскости.

– Признак перпендикулярности прямой и плоскости <формулирует>.

– Теорема о связи между параллельностью прямых и их перпендикулярностью к плоскости <формулирует>.

– Теорема о связи  между параллельностью двух плоскостей и их перпендикулярностью к прямой <формулирует>.

– Потому что она доказывается с помощью определения прямой перпендикулярной к плоскости.

– Две пересекающиеся плоскости называются перпендикулярными, если угол между ними равен 900 .

–Признак перпендикулярности двух плоскостей.

 Две прямые в пространстве параллельны, если они перпендикулярны некоторой плоскости.

Две прямые в пространстве перпендикулярны, если
 одна из них перпендикулярна некоторой прямой, а другая ей параллельна;
 одна из них перпендикулярна некоторой плоскости, а другая лежит в этой плоскости;
 одна из них является наклонной к некоторой плоскости, а другая лежит в этой плоскости и перпендикулярна проекции первой прямой.

<Ученики формулируют следующие эвристики:

Прямая и плоскость в пространстве перпендикулярны, если
 прямая перпендикулярна двум пересекающимся прямым, лежащим в этой плоскости;
 прямая параллельна некоторой другой прямой, перпендикулярной данной плоскости;
 данная плоскость параллельна некоторой другой плоскости, перпендикулярной данной прямой.

Две плоскости перпендикулярны, если одна из этих плоскостей содержит прямую, перпендикулярную второй плоскости. >


	–Давайте теперь поработаем с задачей. Рассмотрим следующую конфигурацию: дан равносторонний треугольник АВС, через середину О стороны АВ проведен перпендикуляр ОD к плоскости АВС, построены отрезки DА, DВ, DС, ОС. Запишем что дано. Задание 1: найдите пары перпендикулярных прямых, прямой и плоскости, двух плоскостей, выделите теоретический базис доказательства.

– Работаем в парах. Первый ряд ищет пары перпендикулярных прямых, второй – перпендикулярных прямой и плоскости, третий ряд – пары перпендикулярных плоскостей. Даю вам 5 минут.

–  Начнем с первого ряда. Делайте записи в тетради. <Записи на доске делает ученик>

–Хорошо. Послушаем теперь второй ряд.

–Третий ряд, пожалуйста.


	<Работают>

< Ученики называют по одной найденной паре по очереди, называя то положение, которое использовали>

– DOAB (DOABC, значит, по определению прямой, перпендикулярной плоскости ,  DO, в частности, перпендикулярно АВ)
– DOAC, DOBC (аналогично)
– DCAB (по лемме, теореме о трех перпендикулярах, лемме).

–DOABC(по условию).

–ABCOD,COADB(по признаку перпендикулярности прямой и плоскости).

–DABABC (по признаку перпендикулярности плоскостей)

–DOCABC (по признаку перпендикулярности плоскостей)

–DOCADB (по признаку перпендикулярности плоскостей).



	– Мы знаем, что изученная тема позволяет ввести метрические характеристики пространства: расстояния между объектами и углы между ними. 
	

	Давайте повторим, как определяются расстояния между различными фигурами. <Открывает заголовок: «Расстояния в пространстве»>

<Учитель открывает по очереди каждый рисунок в таблице>

–Что называется расстоянием от точки до прямой?

–Какие еще расстояния можете назвать?

– Вспомните, как мы решали задачи о нахождении расстояний. 

– То есть решение таких задач сводилось всегда к решению треугольников, поэтому отметим это в таблице.

– Теперь вспомним, какие углы мы рассматривали.<Открывает заголовок: «Углы в пространстве»> 

– Опишите это понятие.

<Открывает соответствующий рисунок>

– Какие еще углы вы знаете?

– Решение задач на нахождение углов тоже сводится к решению треугольников. 
	– Расстоянием от точки до прямой называется длина перпендикуляра, проведенного от этой точки к данной прямой.

– От точки до плоскости. Это длина перпендикуляра, проведенного изданной точки к данной плоскости.

– Расстояние между параллельными прямыми. Это расстояние от произвольной точки одной прямой до другой.

– Между параллельными прямой и плоскостью. Это расстояние от произвольной точки прямой до плоскости.

– Между параллельными плоскостями – расстояние от произвольной точки одной из плоскостей к другой.

– Между скрещивающимися прямыми– расстояние между одной из этих прямых и плоскостью, проведенной через другую прямую параллельно первой.

– Сначала мы строили отрезок, длина которого равна искомому расстоянию. Затем  включали его в треугольник. 

– Угол между прямыми.

– Если прямые пересекаются, то углом между ними называется наименьший из углов, образованных при их пересечении. Если прямые скрещиваются, то надо провести прямые, параллельные данным через произвольные точки пространства и искать угол между ними.

– Угол между прямой и плоскостью, пересекающей эту прямую и не перпендикулярную к ней – это угол между прямой и ее проекцией на эту плоскость.

– И угол между плоскостями – это наименьший двугранный угол, образованный при их пересечении.


	– Вернемся к задаче. Найдите углы наклона прямых DA, DB, DC к плоскости ABC. Будем  использовать тот же рисунок. Две минуты вам на размышление. 

– Начнем с первого задания.

– Как вычислять угол мы только поговорим, а вычисления сделаете дома. Продолжай.

–Второй ряд, пожалуйста.

–И последний угол?

–Дорешаете  дома.

–Следующее задание. Найдите расстояния от т. D до пл. АВС, от С до АDВ, от А до DОС. Работаем по рядам и по тому же рисунку.
–Отлично! Теперь найдите расстояния от точки D до прямых АВ, ВС, АС.

Эту задачу будем решать на новом рисунке.
–Итак, начнем.

–Далее. Прежде чем вычислять, нужно правильно построить искомый отрезок. Пусть кто-нибудь выйдет к доске и построит его. 

– Мы не знаем как изобразить перпендикуляр из точки D до прямой ВС. В какой еще плоскости расположена прямая ВС? 

– Чем является искомая прямая по отношению к этой плоскости?

– То есть прямая ВС должна быть перпендикулярна к наклонной. Что отсюда следует?

– А через какую точку пройдет проекция наклонной?

– Значит нужно сначала изобразить перпендикуляр из точки О к прямой ВС. Можем ли мы это сделать?

– А если бы мы и о  треугольнике АВС ничего не знали, то как бы изобразили перпендикуляр из точки D к прямой ВС?

– Как найти DК?

– Как найти расстояние от D до АС? Постройте его на доске.
– Найдите линейные углы двугранных углов при ребрах АС и ВС. Это задача №7. 

– Назовите их и докажите.

–Как их найти?


	– Так как ОDАВС, то АО – проекция наклонной АD на плоскость АВС, следовательно DАО – угол между DА и АВС.

– Его можно найти из прямоугольного треугольника АОD: DО дано, а АО равно половине АВ.
–Угол между DВ и АВС – это DВО.
–Угол между DС и АВС – это DСО.
– Так как DО – перпендикуляр, проведенный из точки D к плоскости АВС, то DО – искомое расстояние. 
– Мы доказывали, что СОDАВ, значит СО–расстояние от С до DАВ.
–АВDОС, то АО–расстояние от А до DОС.

Так как DО перпендикулярно АВ, то DО – расстояние между D и прямой АВ.
–АВС.

– Наклонной.

– Она должна быть перпендикулярной к проекции.

– Через точку О, так как она проекция точки D.

– Да. Сначала построим перпендикуляр к ВС, проходящий через точку А. Пусть М–середина ВС, тогда АМ – медиана правильного ∆АВС, а, следовательно, и высота. Проведем ОК параллельно АМ, тогда ОКВС, и ОК–проекция DК на АВС. При этом DКВС (по теореме о трех перпендикулярах). Поэтому DК–расстояние от точки D до прямой ВС.
– Произвольно.

– Его можно найти из треугольника DОК. DО известно, ОК равно половине АМ, так как ОК – средняя линия ∆АМВ.

– Аналогично, причем DL равно DК.
– Они уже построены.
– DКО – линейный угол двугранного угла при ребре ВС (по определению), так как ОК перпендикулярна ВС и DК перпендикулярна ВС. Аналогично, DLО – линейный угол двугранного угла при ребре АС.
– Например, DКО можно найти из прямоугольного треугольника DОК. А угол DLO равен углу DКО.


	Рефлексивно-оценочная часть
– Это все задания, которые мы планировали решить на уроке.

– А теперь подведем итоги сегодняшней работы. Мы говорили о понятии перпендикулярности в пространстве. Сказали, что перпендикулярными могут быть две прямые, прямая и плоскость, две плоскости. 

– Какие типы задач нами были рассмотрены?

–Как вы думаете какое значение имеет данная тема  в курсе стереометрии? 
	–на доказательство перпендикулярности объектов, задачи на нахождение расстояния от точки до прямой, от точки до плоскости, задачи на нахождение углов между прямой и плоскостью, между плоскостями.

–позволяет ввести метрические характеристики пространства, то есть определение углов и расстояний между основными фигурами.



	
	

	– Что вы теперь умеете делать?

– Необходимо помнить, что каждое построение нужно обосновать прежде, чем проводить вычисления.
	– Мы умеем доказывать перпендикулярность прямых, прямой и плоскости, двух плоскостей; решать основные задачи на вычисление расстояний и углов, как то находить расстояние от точки до прямой и от точки до плоскости, находить углы между прямой и плоскостью, между плоскостями.

	Дома оформить решение последней задачи  и подготовиться к контрольной работе.
	


Расстояния в пространстве                      (Таблица 1)
	От точки до прямой
	Между параллельными прямыми
	От точки до плоскости
	Между парал–лельными прямой и плоскостью
	Между параллельными плоскостями
	Между скрещивающимися прямыми
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AM  α
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AM  α
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AM  β
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AM  β
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	Между наклонной к плоскости и плоскостью
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0 < φ ≤ 90
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0 < φ < 90
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Записи на доске и в тетрадях
Перпендикулярность прямых и плоскостей
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Дано:    ∆АВС  равносторонний,
           О  середина АВ,
           ОD  АВС.
           АВ=6см, ОD=3см.
1. Найти пары перпендикулярных прямых.

Решение. 

а) DOAB, DOAC, DOBC (по определению прямой, перпендикулярной плоскости).

б) DCAB (по лемме, теореме о трех перпендикулярах, лемме).

2. Найти пары перпендикулярных прямой и плоскости.

Решение. 

а) DOABC(по условию).

б)ABCOD, COADB (по признаку перпендикулярности прямой и плоскости).

3. Найти пары двух плоскостей.

Решение.
DABABC, DOCАВС, DOCADB (по признаку перпендикулярности плоскостей).

4.Найти углы между DA, DB, DC и плоскостью ABC.

Решение.

Так как ОDАВС, то АО – проекция наклонной АD на плоскость АВС, следовательно DАО – угол между DА и АВС.
5. Найдите расстояния от т. D до плоскости АВС, от С до АDВ, от А до DОС.
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6. Найдите расстояния от точки D до прямых АВ, ВС, АС.
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