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Вычисление площади фигуры.   Метод Пика

Объект исследования: задачи на клетчатой бумаге

  Предмет исследования: задач на вычисление площади многоугольника на клетчатой бумаге, методы и приёмы их решения.

  Методы исследования:  сравнение, обобщение, аналогии, изучение литературы  и Интернет-ресурсов, анализ  информации.

Цель исследования: 
· выбрать главную, интересную, понятную информацию

· Проанализировать и систематизировать полученную информацию

· Найти различные методы и приёмы решения задач на клетчатой бумаге
·  проверить формулы вычисления площадей геометрических фигур с помощью формулы Пика
· Создать электронную презентацию работы для представления собранного материала 
Геометрия является самым могущественным средством для изощрения наших умственных способностей и дает нам возможность правильно мыслить и рассуждать.

                                                         (Г. Галилей)
1. Актуальность темы

  Увлечение математикой часто начинается с размышления над какой-то задачей. Так при изучении  темы «Площади многоугольников» встает вопрос есть ли задачи, отличные от задач рассмотренных в учебнике . К таким задачам можно отнести  задачи на клетчатой бумаге.  В чём заключается особенность таких задач, существуют ли специальные методы и приёмы решения задач на клетчатой бумаге. На уроке математики учитель  познакомила нас с интересным методом вычисления многоугольников.   Я  приступила к изучению литературы, Интернет-ресурсов по данной теме. Казалось бы, что увлекательного можно найти на клетчатой плоскости, то есть, на бесконечном листке бумаги, расчерченном на одинаковые квадратики. Оказывается, задачи, связанные с бумагой в клеточку, достаточно разнообразны. Я научилась вычислять площади многоугольников, нарисованных на клетчатом листке.     Для многих задач на бумаге в клетку нет общего правила решения, конкретных способов и приёмов. Вот это их свойство обуславливает их ценность для развития не конкретного учебного умения или навыка, а вообще умения думать, размышлять, анализировать, искать аналогии, то есть, эти задачи развивают мыслительные навыки в самом широком их понимании. 
  И еще  я узнала, что такие задачи  рассматриваются в контрольно – измерительных материалах   ГИА и ЕГЭ. Поэтому, считаю изучение этого материала полезным для применения  его не только в дальнейшем учебном процессе, но и для решения нестандартных олимпиадных задач.
.  
2.Понятие площади

  Площадь— численная характеристика двумерной геометрической фигуры, показывающая размер этой фигуры. Исторически вычисление площади называлось квадратурой. Фигура, имеющая площадь, называется квадрируемой.
Площадь плоской фигуры с точки зрения геометрии
1. Площадь—мера плоской фигуры по отношению к стандартной фигуре, являющейся квадратом со стороной, равной единице длины.

2. Площадь— численная характеристика, приписываемая плоским фигурам определенного класса (например, многоугольникам). Площадь квадрата со стороной, равной единице длины, принимаемая равной единице площади
3. Площадь— положительная величина, численное значение которой обладает следующими свойствами:

 Равные фигуры имеют равные площади;

 Если фигура разбивается на части, являющиеся простыми фигурами (т.е. те, которые можно разбить на конечное число плоских треугольников), то площадь этой фигуры равна сумме площадей ее частей;

 Площадь квадрата со стороной, равной единице измерения, равна единице.

Таким образом, можно сделать вывод, что площадь не является конкретной величиной, а только дает некоторую условную характеристику какой-либо плоской фигуры. Чтобы найти площадь произвольной фигуры, то необходимо определить, сколько квадратов со стороной, равной единице длины, она в себя вмещает. Например, возьмем прямоугольник, в котором квадратный сантиметр укладывается ровно 6 раз. Это означает, что площадь прямоугольника равняется  6 см2. 
   Выбор площади квадрата со стороной, равной единице измерения, в качестве минимальной  единицы измерения всех площадей не случаен. Это результат договоренности между людьми, возникший в ходе «естественного» многовекового отбора. Кроме того, были и другие предложения о единице измерения. Так, например, за такую единицу предлагалось взять площадь равностороннего треугольника (т.е. любую плоскую фигуру можно было представить в виде «суммы» некоего числа равносторонних треугольников), что привело бы к изменению численного представления площадей. 

   Таким образом, формулы для вычисления площадей появились в математике и осознались человеком не сразу—это результат многовековых наблюдений многих ученых, проживающих в разные эпохи и разных странах. (Ошибочные формулы не находили место в науке и уходили в небытие). Истинные же формулы дополнялись, исправлялись и обосновывались на протяжений тысячелетий, пока не дошли до нас в их современном обличии.
 Само же измерение площади состоит в сравнении площади данной фигуры с площадью фигуры, принятой за единицу измерения. В результате сравнения получается некоторое число— численное значение площади данной фигуры. Это число показывает, во сколько раз площадь данной фигуры больше (или меньше) площади фигуры, принятой за единицу измерения площади.
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Таким образом, можно сделать вывод, что площадь—это искусственная величина, исторически введенная человеком для измерения некоторого свойства плоской фигуры. Необходимость ввода такой величины обуславливалась возрастающими потребностями в знании того, насколько большая та или иная территория, сколько надо зерна, чтобы засеять поле или вычислить площадь поверхности пола для украшения орнаментной плитки.
2. Формула Пика
Чтобы оценить площадь многоугольника на клетчатой бумаге, достаточно подсчитать, сколько клеток покрывает этот многоугольник (площадь клетки мы принимаем за единицу). Точнее, если S – площадь многоугольника, В - число клеток, которые целиком лежат внутри многоугольника, и Г - число клеток, которые имеют с внутренностью. Будем рассматривать только такие многоугольники, все вершины которых  лежат в узлах клетчатой бумаги – в таких, где пересекаются линии сетки многоугольника хоть одну общую точку .
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     Площадь любого треугольника, нарисованного на клетчатой бумаге, легко посчитать, представив её как сумму или разность площадей прямоугольных треугольников и прямоугольников, стороны которых идут по линиям сетки, проходящим через вершины нарисованного треугольника.
Для вычисления площади такого многоугольника можно воспользоваться следующей теоремой:

Теорема Пика. Пусть [image: image2.png]


 — число целочисленных точек внутри многоугольника, [image: image3.png]


 — количество целочисленных точек на его границе, [image: image4.png]


— его площадь. Тогда справедлива формула Пика:
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Пример. Для многоугольника на рисунке L = 7(красные точки), 9 (зеленые точки), поэтому    S =  7+ 9/2 -1  = 10,5 квадратных единиц.
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Теорема Пика — классический результат комбинаторной геометрии и геометрии чисел.

   Площадь треугольника с вершинами в узлах и не содержащего узлов ни внутри, ни на сторонах (кроме вершин), равна 1/2. Этот факт. 

3. История

   Формула Пика была открыта австрийским математиком Георгом Александром  Пиком ( 1859-1942) в 1899 г.. В 16 лет Георг закончил школу и поступил в Венский университет. В 20 лет получил право преподавать физику и математику. В 1884 году Пик уехал в Лейпцигский университет к Феликсу Клейну. Там он познакомился с другим учеником Клейна, Давидом Гильбертом. Позже, в 1885 году, он вернулся в Прагу, где и прошла оставшаяся часть его научной карьеры.
   Георг Пик дружил с Эйнштейном. Пик и Эйнштейн не только имели общие научные интересы, но и страстно увлекались музыкой. Пик, игравший в квартете, который состоял из университетских профессоров, ввёл Эйнштейна в научное и музыкальное общества Праги.

  Круг математических интересов Пика был чрезвычайно широк. В частности, им более 50 научных работ. Широкую известность получила открытая им в 1899 году теорема Пика для расчёта площади многоугольника. В Германии эта теорема включена в школьные учебники. 

  4.Приложения формулы Пика

      Формула Пика используется не только для вычисления площадей многоугольников,  но и для решения многих задач олимпиадного уровня.              

  Некоторые примеры использования формулы Пика при решении задач:

 1) Шахматный король обошел доску 8 × 8 клеток, побывав на каж-

дом поле ровно один раз и последним ходом вернувшись на исходное

поле. Ломаная, соединяющая последовательно центры полей, которые

проходил король, не имеет самопересечений. Какую площадь может

ограничивать эта ломаная? (Сторона клетки равна 1.)

      Из формулы Пика сразу следует, что площадь, ограниченная ло-

маной, равна 64/2 − 1 = 31; здесь узлами решетки служат центры 64

полей и, по условию, все они лежат на границе многоугольника. Таким

образом, хотя таких «траекторий» короля достаточно много, но все они

ограничивают многоугольники равных  площадей.
2) Задачи из  контрольно – измерительных материалов  ГИА и ЕГЭ
Задание B3
 
Найдите площади фигуры, изображенной на клетчатой бумаге с размером клетки 1 см   1 см (см. рис.). Ответ дайте в квадратных сантиметрах.
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4.Заключение

         В процессе исследования я изучила справочную, научно-популярную литературу.  Узнала , что задача на нахождение площади многоугольника с вершинами в узлах сетки с подвигла австрийского математика Пика в 1899 году доказать замечательную формулу Пика.
        В результате моей  работы я расширила свои  знания о решении задач на клетчатой бумаге, определили для себя классификацию исследуемых задач, убедились в их многообразии.  
       Я научилась вычислять площади многоугольников, нарисованных на клетчатом листке      Рассмотренные задания имеют различный уровень трудности – от простых до олимпиадных. Каждый может найти среди них задачи посильного уровня сложности, отталкиваясь от которых, можно будет переходить к решению более трудных.
      Я пришла к выводу, что тема, которая меня заинтересовала, достаточно многогранна, задачи на клетчатой бумаге многообразны, методы и приёмы их решения также разнообразны. Поэтому наша я решила продолжить работу в этом направлении.
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Отзыв на работу
«Вычисление  площадей плоских фигур. Метод Пика»
  Содержание работы составлено в соответствии   возрастного учебного уровня.  Прослеживается логическая  связь между пунктами плана , по которому изложен теоретический материал.  Расширены границы  изучаемой   темы « Площади» в школьном курсе математики.

  Автор провела большую исследовательскую работу по изучению  различных  приемов вычисления площадей.   Все  примеры подкреплены   рисунками. 
   Рассмотрение данной темы позволит  повысить познавательную активность обучающегося , который впоследствии на уроках геометрии начнет видеть гармонию чертежа и перестанет воспринимать геометрию (да и математику в целом) как скучную науку.

   Отзыв составила   учитель математики                        

   Ходырева Татьяна Георгиевна
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