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[bookmark: SECTION00017300000000000000000]Тема: «Комплексные числа»
Изображение комплексных чисел. 
 Комплексные числа  записываются в виде:  a+ bi. Здесь  a и  b – действительные числа, а  i – мнимая единица, т.e.  i 2 = –1. Число  a называется абсциссой, a  b – ординатой комплексного числа  a+ bi. Комплексное число 0+ bi  называется чисто мнимым числом. Запись bi означает то же самое, что и  0+ bi.
Модулем комплексного числа называется длина вектора OP, изображающего комплексное число на координатной (комплексной) плоскости. Сопряжённые комплексные числа имеют одинаковый модуль

Рассмотрим на плоскости декартову прямоугольную систему координат xOy  . Каждому комплексному числу z = a + bi  можно сопоставить точку с координатами (a;b) , и наоборот, каждой точке с координатами (c;d)  можно сопоставить комплексное число w = c + di  . Таким образом, между точками плоскости и множеством комплексных чисел устанавливается взаимно однозначное соответствие. Поэтому комплексные числа можно изображать как точки плоскости. Плоскость, на которой изображают комплексные числа, обычно называют комплексной плоскостью.
        Пример.    Изобразим на комплексной плоскости числа 
Z1 = 2 + i;	 z2 = 3i;	 z3 = -3 + 2i;	 	z4 = -1 – i. 
   	 	   	  

Решение:
 (
в
) (
а
)







Арифметические действия над комплексными числами те же, что и над действительными: их можно складывать, вычитать, умножать и делить друг на друга. Сложение и вычитание происходят по правилу (a + bi) ± (c + di) = (a ± c) + (b ± d)i, а умножение — по правилу (a + bi) · (c + di) = (ac – bd) + (ad + bc)i (здесь как раз используется, что i2 = –1). Число  = a – bi называется комплексно-сопряженным к z = a + bi. Равенство z ·  = a2 + b2 позволяет понять, как делить одно комплексное число на другое (ненулевое) комплексное число:
.
Например, 



Самостоятельная работа
	1 вариант
	2 вариант
	Количество баллов

	№ 1. Изобразите на плоскости заданные комплексные числа:
	

	Z1 = 4i                            
	Z 1= -5i                              
	1

	Z2 = 3 + i                           
	Z 2= 4 +  i                         
	1

	Z 3= - 4 +3i                      
	Z3 = -7 + 2i                 
	1

	Z 4= - 2 -5i                        
	Z 4= -3 – 6i                  
	1

	№ 2 . Вычислите модули заданных комплексных чисел
	

	Z5 = 3 + 4i                                 
	Z5 = 8 + 6i                            
	1

	
	
	

	№ 3. Произведите сложение и вычитание комплексных чисел:
	

	А)  (3 + 5i) + (7 – 2i).
б) (6 + 2i) + (5 + 3i). 
в) (– 2 + 3i) + (7 – 2i).
г) (5 – 4i) + (6 + 2i).
	 (3 – 2i) + (5 + i).
 (4 + 2i) + (– 3 + 2i).
 (– 5 + 2i) + (5 + 2i).
 (– 3 – 5i) + (7 – 2i).
	2
2
2
2

	№ 4. Произведите умножение комплексных чисел:
	

	А)  (2 + 3i)(5 – 7i). 
б) (6 + 4i)(5 + 2i).
в) 11) (3 – 2i)(7 – i). 
г)  (– 2 + 3i)(3 + 5i).

	 (1 –i)(1 + i).
 (3 + 2i)(1 + i).
 (6 + 4i)3i.
 (2 – 3i)(– 5i).

	2
2
2
2

	№ 5. Выполните действия:
	

	А) (3 + 5i)2.                         
Б)  (2 – 7i)2.                       
в)  (6 + i)2.                  
г)  (1 – 5i)2.                    
	А)  (3 + 2i)2.   
б) (3 – 2i)2.               
в) (4 + 2i)2.               
г) (5 – i)2.            
	2
2
2
2

	№ 6. Выполните действия:
	

	А)  (3 + 2i)(3 – 2i). 
б) (5 + i)(5 – i). 
в) (1 – 3i)(1 + 3i). 
	а) (7 – 6i)(7 + 6i).
б) (4 + i)(4 – i).
в) (1 – 5i)(1 + 5i).
	2
2
2

	№ 7. Решите уравнения:
	

	а) x2 – 4x + 13 = 0.         
б) x2 + 3x + 4                       

	а) 2,5x2 + x + 1 = 0.
б) 4x2 – 20x + 26 = 0.

	3
3



Критерии оценки

	Набранное количество баллов
	оценка

	24 – 30  баллов
	3

	31  - 36 баллов
	4

	 37 - 42 балла
	5





Методические указания по выполнению самостоятельной работы по теме: «Логарифмы»
1. Определение логарифма





 (
Логарифмом положительного числа 
b
 по основанию 
a
, 
где
 а>0, а
1
 
называется  
показатель степени
, в которую надо возвести 
основание
 
a
,
 чтобы получить число 
b
. 
)Понятие логарифма числа вводится при решении показательных уравнений, например, решим уравнение , в котором необходимо найти показатель х, представим правую часть уравнения в виде двух в четвертой степени . В этом уравнении удалось левую и правую части представить в  виде степени с одинаковым основанием 2. Ответ такого уравнения . Но уравнение  таким способом решить не удается. А корень все-таки есть. Этот корень называют логарифмом числа b по основанию а и обозначают logаb. Например, корнем уравнения является число 4, т.е log216=4.


 Из определения следует, что записи logаb=х  и  ах=b  равносильны.


Например, log28=3, потому что  при возведении основания 2 в степень 3 получается 8: 23=8, действительно 222=23=8. Значит в результате вычисления логарифма 8 по основанию 2 получается показатель степени двойки, при возведении в которую получаем восемь.


Определение логарифма можно кратко записать так: . Это равенство справедливо при b>0, a>0, а1. Его обычно называют основным логарифмическим тождеством.





Для вычислений значений логарифмов полезно использовать значения степени следующих чисел:
	21 = 2
22 = 4
23 = 8
24 = 16
25 = 32
26 = 64
27 = 128
28 = 256
29 = 512
210 = 1024
	31 = 3
32 = 9
33 = 27
34 = 81
35 = 243
	41 = 4
42 = 16
43 = 64
44 = 256
45 = 1024

	51 = 5
52 = 25
53 = 125
54 = 625

	61 = 6
62 = 36
63 = 216

	71 = 7
72 = 49
73 = 343

	81 = 8
82 = 64
83 = 512



	91 = 9
92 = 81
93 = 729
	101 = 10
102 = 100
103 = 1000 и т.д.
	




Также необходимо помнить правила возведения чисел в степень с отрицательным, дробным и нулевым показателем: а0=1;    ; 

Пример 1.  , т.к. 33=27

Пример 2. , т.к. 30=1


Пример 3. , т.к. 2-1=

Пример 4.  Вычислить 


Пусть. По определению логарифма 32t=64. Это простейшее показательное уравнение. 32=25, 64=26, поэтому (25)t=26;  25t=26 ; 5t=6, t=

Ответ: 

Пример 5. Вычислить 

Используя свойства степени и основное логарифмическое тождество, находим 

Пример 6. 
Для некоторых логарифмов имеются специальные обозначения: десятичный log10х=lgx, натуральный logех=lnx.
Пример 7. lg1000=3 , т.к. 103=3

Пример 8. lg0,01=-2 , т.к. 10-2==0,01

1.1. Примеры для самостоятельного решения:


Ответы: 
	№ задания
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10

	ответ
	2
	4
	0
	1
	-2
	-1
	1
	2
	25
	0,5



2. Преобразование логарифмических выражений
При выполнении преобразований выражений, содержащих логарифмы, при вычислениях и при решении уравнений часто используются различные свойства логарифмов. Рассмотрим основные из них.

Пусть а>0, а1, b>0, с>0, p – любое действительное число. Тогда справедливы формулы

       (1)

              (2)

                   (3)

              (4)

             (5)
    	 Формулы (1) и (2) можно применять к выражениям, содержащим логарифмы с одинаковыми основаниями.
	Формулы (4) и (5) позволяют переходить от одного основания логарифмов к другому.

	Пример 1. Вычислить:  

На основе формул  (1) и (2) преобразуем 

Теперь можно применить формулу (4), т. е. перейти к новому основанию, в данном примере логарифмы чисел 16 и 8 легко вычислить при основании 2, тогда 

Пример 2. Вычислить 


Применим формулу (3), для этого вспомним определение степени с рациональным показателем (), тогда  


	Пример 3. Зная, что , найти 

Применяем  формулу (1) 

	Пример 4. Прологарифмировать выражение  по основанию 5.

Запишем данное выражение в виде 

Теперь применим формулы (1), (2) и (3)  

Пример5.  Найти х по данному его логарифму (а>0,b>0):                        

В этом примере необходимо правую часть представить в виде одного логарифма по основанию 4: 

     (2 представили в виде log416)

     (применили формулы (1), (2) и (3))



2.1. Примеры для самостоятельного решения:
1. 

2. 

3. 

4. 

5. 

6. 

7. 
 
8. 

Зная, что , найти 
9. 
Прологарифмировать выражение  по основанию 10.
10. 
Найти х по данному его логарифму (а>0,b>0):                        


Ответы: 
	№ задания
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10

	ответ
	9
	1
	1,5
	

	1
	2
	1,5
	0,6
	-1+2lga-lgn
	






	Номер ученика в списке журнала
	Номер варианта

	1, 11, 21
	1

	2, 12, 22
	2

	3, 13, 23
	3

	4, 14, 24
	4

	5, 15, 25
	5

	6, 16, 26
	6

	7, 17, 27
	7

	8, 18, 28
	8

	9, 19, 29
	9

	10, 20, 30
	10



Работа состоит из девяти заданий. Для каждого задания составлено по 10 примеров, номер примера и есть номер варианта.
1. Вычислить:

	1. 

	
3. 
	
5. 
	

7.  
	
9. 

	
2. 
	
4. 
	

6. 
	
8. 
	
10. 





2. Вычислить:

	1. 


	
3. 

	
5. 

	
7. 

	
9. 


	2. 

	
4. 
	
6. 
	
8. 
	
10.  




3. Вычислить:

	1. 


	
3. 
	
5. 
	
7. 
	
9. 

	2. 

	
4. 
	
6. 
	
8. 
	
10. 




4. Вычислить: 


	1. 


	
3. 
	
5. 
	
7. 

	
2. 

	
4. 
	
6. 
	
8. 

	
9. 
	
10. 
	
	




5. Вычислить:
	1. 

	6. 


	2. 

	7. 


	3. 

	8. 


	4. 

	9. 


	5. 

	10. 






6. Вычислить:

	
1. 

	
3. 
	
5. 
	
7. 
	
9. 

	
2. 
	
4. 
	
6. 
	
8. 
	
10. 




7. Доказать тождество:

	1. 


	6. 


	2. 


	7. 


	3. 


	8. 


	4. 


	9. 


	5. 

	10. 
 




8. Найти значение выражения:

	1. 

, если

	

6. , если


	2. 

, если 

	7. 

, если 


	3. 

, если 

	8. 

,  если 

	4. 

,  если 

	9. 

,  если 

	5. 

, если 


	10. 

,  если 



9. Найти х по данному его логарифму (а>0,m>0,c>0,h>0,n>0,k>0):    
                    
	
1. 
	
6. 

	
2. 
	
7. 

	
3. 
	
8. 

	
4. 
	
9. 

	
5. 
	
10. 





Методические указания по выполнению самостоятельной работы по теме «Основные понятия комбинаторики»
[bookmark: _Toc510419056][bookmark: _Toc510419144][bookmark: _Toc510425746][bookmark: _Toc516282477] 1. Основные понятия комбинаторики
    Рассмотрим базовые понятия, которые приняты в комбинаторике и математической статистике.
    Пусть имеется n элементов a[image: http://edu.dvgups.ru/METDOC/ENF/VMATEM/TV/METOD/PRAKT/Image1233.gif], a[image: http://edu.dvgups.ru/METDOC/ENF/VMATEM/TV/METOD/PRAKT/Image1234.gif], … , a[image: http://edu.dvgups.ru/METDOC/ENF/VMATEM/TV/METOD/PRAKT/Image1235.gif], отличающихся друг от друга какими–то признаками, например, номерами, названиями, индексами и т.д. Назовем эту совокупность генеральной совокупностью (термин, принятый в математической статистике).
Произвольное упорядоченное множество r элементов aj1,aj2,...,ajr, составленное из элементов генеральной совокупности, называется выборкой объема r. 
[image: 1_1.gif (1675 bytes)]
Рис. 1.1. Выборка объема r
    Можно выделить два способа получения такой выборки – повторный и бесповторный. Выборка называется повторной, если выбор каждый раз осуществляется из всей генеральной совокупности и каждый элемент может быть выбран более одного раза. Например, выбранный элемент отмечается и вновь возвращается в совокупность.
    Выборка называется бесповторной, если выбранный элемент из генеральной совокупности удаляется и выборка не содержит повторяющихся элементов.
    Возникает вопрос – сколько существует способов для составления выборки объема r из n имеющихся элементов. Решим его отдельно для повторных и бесповторных выборок. 
[bookmark: _Toc510419057][bookmark: _Toc510419145][bookmark: _Toc510425747][bookmark: _Toc516282478]1.1. Повторные выборки
    Пусть имеется n элементов. Выбираем первый элемент. Его можно выбрать n способами. Для каждого первого способа второй элемент тоже можно будет выбрать n способами. Тогда два элемента выбираем n[image: http://edu.dvgups.ru/METDOC/ENF/VMATEM/TV/METOD/PRAKT/Image1241.gif] способами. 
    Для иллюстрации подсчета рассмотрим табл. 1.1, в которой в первой строке и левом столбце выписаны все способы получения первого и второго элементов соответственно.
Таблица 1.1
Число способов выбора двух элементов
	
	a1
	a2
	...
	an

	a1
	a1a1
	a1a2
	...
	a1an

	a2
	a2a1
	a2a2
	...
	a2an

	...
	...
	...
	... 
	... 

	an
	ana1
	ana2
	... 
	anan


    При этом каждая клетка заполненной квадратной таблицы дает выборку, состоящую из двух элементов. Число различных выборок равно числу элементов этой таблицы, т.е. n[image: http://edu.dvgups.ru/METDOC/ENF/VMATEM/TV/METOD/PRAKT/Image1241.gif]. Рассуждая подобным же образом получим, что выборки, состоящие из трех элементов, можно составить n[image: http://edu.dvgups.ru/METDOC/ENF/VMATEM/TV/METOD/PRAKT/Image1242.gif] различными способами. Для удобства такого подсчета можно составить табл. 1.2. В первой строке выписаны все n[image: http://edu.dvgups.ru/METDOC/ENF/VMATEM/TV/METOD/PRAKT/Image1241.gif] способов получения двух элементов, а по вертикали слева перечислены n различных способов добавления третьего элемента в выборку. Заполнив эту таблицу, получим, что общее число различных выборок по три элемента равно n[image: http://edu.dvgups.ru/METDOC/ENF/VMATEM/TV/METOD/PRAKT/Image1243.gif].
Таблица 1.2
Число выборок из трех элементов
	
	a1a1
	a1a2
	... 
	anan

	a1
	a1a1a1
	a1a2a1
	... 
	anana1

	a2
	a1a1a2
	a1a2a2
	... 
	anana2

	... 
	...
	... 
	... 
	... 

	an
	a1a1an
	a1a2an
	... 
	ananan


    Используя данный подход, можно сделать вывод о числе выборок объема r. Если один элемент можно выбрать n способами, два – n[image: http://edu.dvgups.ru/METDOC/ENF/VMATEM/TV/METOD/PRAKT/Image1244.gif] способами, три – n[image: http://edu.dvgups.ru/METDOC/ENF/VMATEM/TV/METOD/PRAKT/Image1245.gif] способами и т. д., то r элементов можно выбрать nr способами. Схематически этот подсчет можно представить таким образом:
· один элемент - n способов;
· два элемента - n2[image: http://edu.dvgups.ru/METDOC/ENF/VMATEM/TV/METOD/PRAKT/Image1241.gif] способов;
· три элемента - n3[image: http://edu.dvgups.ru/METDOC/ENF/VMATEM/TV/METOD/PRAKT/Image1246.gif]способов; 
· … … … … …
· элементов - n[image: Image503.gif (846 bytes)]способов.
    При этом способы один от другого отличаются либо самими элементами, либо, если все элементы одинаковы, порядком их расположения. Такая выборка может содержать повторяющиеся элементы.
    Можно доказать общий комбинаторный принцип.
    Пусть некоторый выбор можно сделать t способами, для каждого первого некоторый второй выбор s способами, для каждой пары первых двух третий выбор k способами и т.д., тогда общее число способов для осуществления последовательности этих выборов равно произведению t[image: Image887.gif (823 bytes)]s[image: Image887.gif (823 bytes)]k[image: Image887.gif (823 bytes)] [image: Image887.gif (823 bytes)][image: Image887.gif (823 bytes)].
    Пример 1. В спортивную команду института от группы, в которой 10 девушек и 15 юношей, необходимо выделить двух представителей - одну девушку и одного юношу. Сколькими различными способами можно это сделать?
    Мы находимся в условиях, в которых можно использовать общий комбинаторный принцип. Выбрать в команду девушку можно 10 различными способами, юношу - 15 способами. Тогда общее число возможных исходов равно их произведению, то есть, 150. 
[bookmark: _Toc510419058][bookmark: _Toc510419146][bookmark: _Toc510425748][bookmark: _Toc516282479]1.2. Бесповторные выборки
    Представим себе, что имеется n каких-то предметов, из которых нужно составить выборку объема r. Выбор будем проводить по схеме:
· для выбора первого элемента имеется n способов,
· для выбора второго элемента осталось n – 1 способов,
· для выбора третьего               …              n – 2 способа,
       … … … … … … … … … 
· для k-го элемента                   …               n – r + 1 способов.
    Общее число способов, согласно комбинаторному принципу, равно произведению k сомножителей n(n-1)(n-2)…(n-k+1). Такие комбинации встречаются часто и получили специальное название.
    Размещениями из n элементов по k называются группы каких-то k предметов, взятых из этих n и отличающихся друг от друга либо составом, либо порядком их расположения в выборке. Таким образом, различными считаются размещения, в которых имеются или различные элементы, или если все элементы одинаковы (одинаков состав), то различны порядки их расположения. Размещения обычно обозначаются символом
A[image: http://edu.dvgups.ru/METDOC/ENF/VMATEM/TV/METOD/PRAKT/Image1248.gif] = n(n-1)(n-2) … (n-k+1).
    Пример 2. В студенческой группе 25 студентов. Требуется выбрать актив группы, состоящий из трех человек. Сколько различных комбинаций при этом возможно?
    В этом случае выборки будут отличаться друг от друга либо составом, либо порядком расположения. Действительно, при изменении порядка следования выбранная “тройка” займет уже другие посты. Следовательно, общее число способов дают размещения из 25 по 3:
А[image: http://edu.dvgups.ru/METDOC/ENF/VMATEM/TV/METOD/PRAKT/Image1249.gif] = 25[image: Image887.gif (823 bytes)]24[image: Image887.gif (823 bytes)]23 = 13 800.
    Выясним, что получится при вычислении А[image: http://edu.dvgups.ru/METDOC/ENF/VMATEM/TV/METOD/PRAKT/Image1250.gif]. Пользуясь общей формулой для числа размещений, имеем А[image: http://edu.dvgups.ru/METDOC/ENF/VMATEM/TV/METOD/PRAKT/Image1250.gif] = n(n-1)(n-2) … 3[image: Image887.gif (823 bytes)] 2[image: Image887.gif (823 bytes)]1.
    Размещения из n элементов по n называются перестановками из n элементов и обозначаются P[image: http://edu.dvgups.ru/METDOC/ENF/VMATEM/TV/METOD/PRAKT/Image1251.gif]= 1[image: Image887.gif (823 bytes)] 2[image: Image887.gif (823 bytes)] 3 … n = n!.[image: http://edu.dvgups.ru/METDOC/ENF/VMATEM/TV/METOD/PRAKT/Image524.gif]Символом n! (n – факториал) обозначается произведение всех целых положительных чисел от 1 до n. Очевидно, что при n[image: Image1106.gif (844 bytes)]2 справедливо следующее свойство: n! = (n-1)! n. Чтобы это равенство имело смысл при всех положительных целых значениях n, по определению положим 0! = 1.
    Пример 3. С помощью перестановок можно решать такие задачи: три человека могут сесть за парту в аудитории 3! = [image: http://edu.dvgups.ru/METDOC/ENF/VMATEM/TV/METOD/PRAKT/Image1252.gif]= 6 способами; десять человек встать в очередь или разместиться за столом может 10! различными способами (это число больше 3 млн.).
Выясним теперь вопрос о том, сколько существует выборок объема r из n элементов, которые отличаются между собой хотя бы одним элементом. Группы из n элементов по r , отличающиеся только составом, называются сочетаниями из n по r. Число таких различных групп обозначается символом C[image: http://edu.dvgups.ru/METDOC/ENF/VMATEM/TV/METOD/PRAKT/Image1253.gif]. Получим формулу для подсчета всех возможных сочетаний C[image: http://edu.dvgups.ru/METDOC/ENF/VMATEM/TV/METOD/PRAKT/Image1253.gif]. Обратим внимание на то, что если наряду с каждым сочетанием рассматривать и все перестановки из r составляющих его элементов, то получим всевозможные размещения. Таким образом, выполняется равенство
[image: http://edu.dvgups.ru/METDOC/ENF/VMATEM/TV/METOD/PRAKT/Image1254.gif]
    Отсюда C[image: http://edu.dvgups.ru/METDOC/ENF/VMATEM/TV/METOD/PRAKT/Image1255.gif] = [image: http://edu.dvgups.ru/METDOC/ENF/VMATEM/TV/METOD/PRAKT/Image1256.gif].
    Преобразуем С[image: http://edu.dvgups.ru/METDOC/ENF/VMATEM/TV/METOD/PRAKT/Image1257.gif] к более удобной для запоминания форме, для этого умножим числитель и знаменатель дроби на (n – r)!.
С[image: http://edu.dvgups.ru/METDOC/ENF/VMATEM/TV/METOD/PRAKT/Image1258.gif]=[image: http://edu.dvgups.ru/METDOC/ENF/VMATEM/TV/METOD/PRAKT/Image1259.gif].
    Из полученной формулы вытекает полезное равенство С[image: http://edu.dvgups.ru/METDOC/ENF/VMATEM/TV/METOD/PRAKT/Image1258.gif]=С[image: http://edu.dvgups.ru/METDOC/ENF/VMATEM/TV/METOD/PRAKT/Image1260.gif].
    Пример 4. От студенческой группы в 25 человек нужно послать трех представителей на студенченскую конференцию. Сколько возникнет различных способов это сделать?
    При выборе студентов важен только состав выборки, а порядок их расположения – нет. Следовательно, общее число способов будет равно
[image: http://edu.dvgups.ru/METDOC/ENF/VMATEM/TV/METOD/PRAKT/Image1261.gif]
    При решении задач комбинаторики можно придерживаться следующей схемы рассуждений (рис. 1.2): 
1. Выяснить, какие группы образуют выборки – повторные или бесповторные.
2. В случае бесповторных выборок рассмотреть, чем они отличаются – только составом, порядком или тем и другим.
[image: 1_2.gif (4787 bytes)]
Рис. 1.2. Схема определения выборок
Задание:
	Номер ученика в списке журнала
	Три номера

	1, 5, 9, 13, 17, 21, 25, 29
	1. Вычислите: ,  , .
2. Сколькими способами можно составить команду для участия в эстафете из семи студентов?
3. Сколькими способами можно расставить на полке 7 книг, если две книги должны всегда стоять рядом, 

	2, 6, 10, 14, 18, 22, 26, 30
	1. Вычислите: ,  , .
2. Сколькими способами можно составить команду для участия в эстафете из пяти студентов?
3. Сколькими способами можно расставить на полке 7 книг, если две определенные книги не должны стоять рядом?

	3, 7, 11, 15, 19, 23, 27
	1. Вычислите: ,  , .
2. Сколькими способами можно составить команду для участия в эстафете из восьми студентов?
3. Десять различных книг расставлены на полке наудачу. Определить число способов, в которых три определенные книги окажутся поставленными вместе.

	4, 8, 12, 16, 20, 24, 28
	1. Вычислите: ,  , .
2. Сколькими способами можно составить команду для участия в эстафете из десяти студентов?
3. Девять различных книг расставлены на полке наудачу. Определить число способов, в которых четыре определенные книги окажутся поставленными вместе.





Тема: "Основные понятия и аксиомы стереометрии. Параллельность прямых и плоскостей" 
Стереометрия — это раздел геометрии, в котором изучаются свойства фигур в пространстве. 
Слово «стереометрия» происходит от греческих слов «στερεοσ» — объемный, пространственный и «μετρεο» — измерять. 
Простейшие фигуры в пространстве: точка, прямая, плоскость. 
	Плоскость. 
Представление о плоскости дает гладкая поверхность стола или стены. Плоскость как геометрическую фигуру следует представлять себе простирающейся неограниченно во все стороны. 
	[image: Плоскость]

	На рисунках плоскости изображаются в виде параллелограмма или в виде произвольной области и обозначаются греческими буквами α, β, γ и т.д. Точки А и В лежат в плоскости β (плоскость β проходит через эти точки), а точки M, N, P не лежат в этой плоскости. Коротко это записывают так: А ∈ β, B ∈ β, [image: http://tvsh2004.narod.ru/img/10-7.gif]
	 
[image: Плоскость и точки]


Аксиомы стереометрии и их следствия 
	Аксиома 1. 
Через любые три точки, не лежащие на одной прямой, проходит плоскость, и притом только одна. 
	 
[image: Аксиома 1]
 

	
Аксиома 2. 
Если две точки прямой лежат в плоскости, то все точки прямой лежат в этой плоскости. (Прямая лежит на плоскости или плоскость проходит через прямую).
	 
[image: Аксиома 2]
 

	Из аксиомы 2 следует, что если прямая не лежит в данной плоскости, то она имеет с ней не более одной общей точки. Если прямая и плоскость имеют одну общую точку, то говорят, что они пересекаются. 
	[image: Аксиома 3]
 

	Аксиома 3. 
Если две различные плоскости имеют общую точку, то они имеют общую прямую, на которой лежат все общие точки этих плоскостей. 
В таком случае говорят, плоскости пересекаются по прямой.
Пример: пересечение двух смежных стен, стены и потолка комнаты. 
	[image: Аксиома 3]


Некоторые следствия из аксиом 
	Теорема 1. 
Через прямую a и не лежащую на ней точку А проходит плоскость, и притом только одна. 
	 
[image: Теорема 1]
 

	 
Теорема 2. 
Через две пересекающиеся прямые a и b проходит плоскость, и при том только одна. 
 
	[image: http://tvsh2004.narod.ru/img/10-10.gif]


Параллельные прямые в пространстве 
Две прямые в пространстве называются параллельными, если они лежат в одной плоскости и не пересекаются. 
	Теорема о параллельных прямых.
Через любую точку пространства, не лежащую на данной прямой, проходит прямая, параллельная данной, и притом только одна. 
	 
[image: http://tvsh2004.narod.ru/img/10-11.gif]
 

	Лемма о пересечении плоскости параллельными прямыми. 

Если одна из двух параллельных прямых пересекает данную плоскость, то и другая прямая пересекает эту плоскость.
	 
[image: http://tvsh2004.narod.ru/img/10-12.gif]

	Теорема о трех прямых в пространстве.

Если две прямые параллельны третьей прямой, то они параллельны (если a∥c и b∥c, то a∥b). 
	 
[image: http://tvsh2004.narod.ru/img/10-13.gif]
 


Параллельность прямой и плоскости 
Прямая и плоскость называются параллельными, если они не имеют общих точек.
	Признак параллельности прямой и плоскости

Теорема.
Если прямая, не лежащая в данной плоскости, параллельна какой-нибудь прямой, лежащей в этой плоскости, то она параллельна данной плоскости. 
	 
[image: http://tvsh2004.narod.ru/img/10-15.gif]
 

	Теорема.
Если плоскость проходит через данную прямую, параллельную другой плоскости, и пересекает эту плоскость, то линия пересечения плоскостей параллельна данной прямой. 
Теорема.
Если одна из двух параллельных прямых параллельна данной плоскости, то другая прямая либо также параллельна данной плоскости, либо лежит в этой плоскости.
	 
[image: http://tvsh2004.narod.ru/img/10-16.gif]


















Взаимное расположение прямых в пространстве
	[image: http://tvsh2004.narod.ru/img/10-17.gif]
	[image: http://tvsh2004.narod.ru/img/10-18.gif]
	 
[image: http://tvsh2004.narod.ru/img/10-19.gif]
 

	Пересекающиеся прямые:
лежат в одной плоскости, имеют одну общую точку. 
	Параллельные прямые:
лежат в одной плоскости, не имеют общих точек (не пересекаются) 
	Скрещивающиеся прямые:
не лежат в одной плоскости, не имеют общих точек (не пересекаются) 



[bookmark: _GoBack]

	Номер в журнале
	Вариант

	Нечетный номер (1,3,5,7,9,11,13,15,17,19,21,23,25,27)
	1

	Четный номер (2,4,6,8,10,12,14,16,18,20,22,24,26,28)
	2



Самостоятельная работа (10 заданий):

Вариант 1
1. Изобразите прямую a и точки A, B и C, не принадлежащие данной прямой. Сделайте необходимые записи.
2. Изобразите плоскость b, точки E, F, принадлежащие ей, и точку G, ей не принадлежащую. Сделайте необходимые записи.
3. Изобразите прямую a, лежащую в плоскости a. Сделайте необходимую запись.
4. Изобразите две пересекающиеся плоскости a и b. Сделайте необходимую запись.
5. Плоскость задана двумя пересекающимися в точке O прямыми a и b. Нарисуйте прямую c, которая пересекает данные прямые и не лежит в данной плоскости.
6. Как расположены относительно друг друга прямые a и b на рисунке 1? Ответ обоснуйте.
[image: http://gigabaza.ru/images/33/65428/m140c0c2d.png]
7. Докажите, что две плоскости, параллельные одной и той же третьей плоскости, параллельны между собой.
8. В кубе A…D1 найдите угол между прямыми: а) AB и BB1; б) BD и ВВ1; в) AB1 и CC1; г) AB1 и CD1.
9. Дана плоскость a. Из точки A проведены к ней две наклонные AB = 20 см и AC = 15 см. Проекция первой наклонной на эту плоскость равна 16 см. Найдите проекцию второй наклонной.
10. Постройте фигуру: [image: ]
Вариант 2
1. Изобразите две пересекающиеся в точке O прямые a и b и точки A, B, C, причем точка A принадлежит прямой a, B принадлежит прямой b, точка C не принадлежит данным прямым.
2. Изобразите плоскость g, не принадлежащие ей точки K, L и принадлежащую ей точку M. Сделайте необходимые записи.
3. Изобразите прямую b, пересекающую плоскость b в точке O. Сделайте необходимую запись.
4. Изобразите три пересекающиеся по прямой a плоскости a, b и g. Сделайте необходимую запись.
5. Плоскость задана тремя точками D, E, F, не принадлежащими одной прямой. Нарисуйте прямую a, которая пересекает стороны DE и DF треугольника DEF и не лежит в данной плоскости.
6. Плоскости a и b пересекаются по прямой c (рис. 1). Прямая a лежит в плоскости a и пересекает прямую c. Можно ли в плоскости b провести прямую, параллельную прямой a? Ответ обоснуйте.
[image: http://gigabaza.ru/images/33/65428/m140c0c2d.png]
7. Докажите, что если плоскость пересекает одну из двух параллельных плоскостей, то она пересекает и другую.
8. В кубе A…D1 найдите угол между прямыми: а) BC и BB1; б) A1C1 и AD; в) BB1 и BD; г) A1D и BC1.
9. Из точки A проведены к плоскости a наклонная AB = 9 см и перпендикуляр AO = 6 см. Найдите проекцию этого перпендикуляра на данную наклонную.
10. Постройте фигуру: [image: ]



Тема: «Векторы».
Основные понятия.
1) Вектором называется отрезок, у которого указано, какой из концов является началом, а какой – концом (направленный отрезок), обозначается , , где  - начало вектора, - конец.
2) Векторы называются коллинеарными, если они расположены на одной или параллельных прямых. 

3) Векторы называются ортогональными, если угол между ними .




4) Векторы можно складывать (по правилам треугольника и параллелограмма), можно умножать на число:                 ;    .

5) Необходимое и достаточное условие коллинеарности векторов:    
6) Модуль вектора    равен   



7) Если заданы начало   и конец  вектора   , то его координаты и длина  находятся следующим образом:


 ;      .
8) Скалярным произведением векторов называется число, равное произведению длин этих векторов на косинус угла между ними


9) 

10) Необходимое и достаточное условие ортогональности векторов: .


Задание

1  Найти координаты вектора 

2  Найти длины векторов 

3  Найти косинусы углов между векторами 

4  Найти 


5  Выяснить, коллинеарны ли векторы  и 


6  Выяснить, ортогональны ли векторы  и 

Исходные данные:

Даны точки  .
Задание 1
Решение:




Задание 2
Решение:







Задание 3
Решение:


Задание 4
Решение:

Даны точки  .





 

Задание 5
Решение:


, 

 векторы не являются коллинеарными.
Задание 6
Решение:


, 

, следовательно, векторы не являются ортогональными.



Задание для самостоятельной работы.
Пояснение: Номер ученика в журнале это номер варианта.
Задание

№1  Найти координаты вектора 

№2  Найти длины векторов 

№3  Найти косинусы углов между векторами 

№4  Найти 


№5  Выяснить, коллинеарны ли векторы  и 


№6  Выяснить, ортогональны ли векторы  и 

1  A (2; 3; -1); B (0; 1; 2); C (4; -1; -1); D (2; -3; 1)
2  A (3; -1; 1); B (1; 3; 2); C (1; -1; -1); D (4; 0; 3)
3  A (4; 1; 2); B (1; 0; 1); C (-1; 2; -1); D (3; 1; 0)
4  A (3; -2; 1); B (2; -1; 1); C (4; 0; 2); D (1; 1; -1)
5  A (-2; 2; 1); B (3; 0; 4); C (7; 1; 0); D (3; 0; 5)
6  A (1; -1; -1); B (2; 5; 7); C (-3; 1; -1); D (2; 2; 3)
7  A (-3; 1; 4); B (1; -2; -3); C (2; 2; 3); D (5; 3; 1)
8  A (2; -5; 1); B (4; 3; 5); C (-1; 0; 1); D (2; 1; 0)
9  A (-2; 2; 1); B (3; -1; 0); C (4; 4; 0); D (1; -1; 1)
10  A (4; 2; 5); B (0; 1; 3); C (-1; -1; 1); D (2; -2; 1)
11  A (1; 0; 1); B (7; 4; 3); C (3; -5; 1); D (-2; 2; 2)
12  A (5; 1; 0); B (-1; -1; -1); C (2; 4; 7); D (1; 0; 1)
13  A (10; 1; 1); B (-2; -1; 1); C (4; 3; 2); D (1; 0; -1)
14  A (2; -7; 4); B (2; -1; 3); C (1; 0; -1); D (2; 1; 3)
15  A (6; 3; 3); B (-1; 0; -2); C (3; 1; 1); D (0; 4; 5)
16  A (3; 2; 0); B (2; -1; 7); C (4; 0; 5); D (1; -2; -1)
17  A (4; -1; 2); B (1; 0; 3); C (-2; 1; 5); D (3; 8; -1)
18  A (1; 1; -3); B (-7; 5; 2); C (2; 1; 0); D (3; -3; 1)
19  A (5; 0; 1); B (2; -1; -1); C (-6; -1; 1); D (3; 1; 3)
20  A (3; 5; 1); B (7; -4; 3); C (2; 1; 1); D (0; -1; 3)
21  A (1; -2; 1); B (-1; 8; -3); C (3; 2; 1); D (5; 3; 1)
22  A (-3; -1; 1); B (2; -3; 0); C (1; 4; 5); D (2; 3; 4)
23  A (3; -1; 2); B (4; 0; 4); C (-1; 9; -1); D (3; -2; -2)
24  A (3; -2; 1); B (4; 2; 1); C (-1; -1; 1); D (3; 0; 1)
25  A (-2; 0; 1); B (4; -1; 3); C (-3; 2; 1); D (4; 1; 1)
26  A (2; -2; 1); B (2; 5; 7); C (1; 3; 5); D (7; 0; 3)
27  A (2; 3; 3); B (-2; 4; 1); C (3; 5; 2); D (3; 8; -1)
28  A (1; 1; -3); B (-3; 2; -1); C (4; 1; 2); D (7; -3; 0)
29  A (7; 6; 1); B (2; -1; -1); C (1; 0; 1); D (-2; 1; -1)
30  A (-7; 2; -1); B (2; 5; 1); C (2; 1; 1); D (0; 1; 3)




Методические указания по выполнению самостоятельной работы по теме: «Преобразование тригонометрических выражений»
Формулы, которые используются для преобразования выражений:
1.    Формулы, связывающие тригонометрические функции одного и того же аргумента: 
[image: Задание]
2.    Формулы, связывающие функции аргументов, из которых один вдвое больше другого: 
[image: Задание]
3.    Формулы сложения аргументов: 
[image: Задание]
4.    Преобразование сумм тригонометрических функций в произведения: 
[image: Задание]
5.    Преобразование произведений тригонометрических функций в суммы: 
[image: Задание]
4)
[image: \operatorname {tg}\,\alpha \,\operatorname {tg}\,\beta ={\frac  {\cos(\alpha -\beta )-\cos(\alpha +\beta )}{\cos(\alpha -\beta )+\cos(\alpha +\beta )}},]

5)
 [image: \operatorname {tg}\,\alpha \,\operatorname {ctg}\,\beta ={\frac  {\sin(\alpha -\beta )+\sin(\alpha +\beta )}{\sin(\alpha +\beta )-\sin(\alpha -\beta )}},]

6)
 [image: \operatorname {ctg}\,\alpha \,\operatorname {ctg}\,\beta ={\frac  {\cos(\alpha -\beta )+\cos(\alpha +\beta )}{\cos(\alpha -\beta )-\cos(\alpha +\beta )}}.]
6. Формулы половинного угла:
[image: \sin {\frac  {\alpha }{2}}={\sqrt  {{\frac  {1-\cos \alpha }{2}}}},\quad 0\leqslant \alpha \leqslant 2\pi ,]

[image: \cos {\frac  {\alpha }{2}}={\sqrt  {{\frac  {1+\cos \alpha }{2}}}},\quad -\pi \leqslant \alpha \leqslant \pi ,]

[image: \operatorname {tg}\,{\frac  {\alpha }{2}}={\frac  {1-\cos \alpha }{\sin \alpha }}={\frac  {\sin \alpha }{1+\cos \alpha }},]

[image: \operatorname {ctg}\,{\frac  {\alpha }{2}}={\frac  {\sin \alpha }{1-\cos \alpha }}={\frac  {1+\cos \alpha }{\sin \alpha }},]

[image: \operatorname {tg}\,{\frac  {\alpha }{2}}={\sqrt  {{\frac  {1-\cos \alpha }{1+\cos \alpha }}}},\quad 0\leqslant \alpha <\pi ,]

[image: \operatorname {ctg}\,{\frac  {\alpha }{2}}={\sqrt  {{\frac  {1+\cos \alpha }{1-\cos \alpha }}}},\quad 0<\alpha \leqslant \pi .]

7. Все тригонометрические функции можно выразить через тангенс половинного угла.
[image: \sin x={\frac  {\sin x}{1}}={\frac  {2\sin {\frac  {x}{2}}\cos {\frac  {x}{2}}}{\sin ^{2}{\frac  {x}{2}}+\cos ^{2}{\frac  {x}{2}}}}={\frac  {2\operatorname {tg}{\frac  {x}{2}}}{1+\operatorname {tg}^{2}{\frac  {x}{2}}}}]
[image: \cos x={\frac  {\cos x}{1}}={\frac  {\cos ^{2}{\frac  {x}{2}}-\sin ^{2}{\frac  {x}{2}}}{\cos ^{2}{\frac  {x}{2}}+\sin ^{2}{\frac  {x}{2}}}}={\frac  {1-\operatorname {tg}^{2}{\frac  {x}{2}}}{1+\operatorname {tg}^{2}{\frac  {x}{2}}}}]
[image: \operatorname {tg}~x={\frac  {\sin x}{\cos x}}={\frac  {2\operatorname {tg}{\frac  {x}{2}}}{1-\operatorname {tg}^{2}{\frac  {x}{2}}}}]
[image: \operatorname {ctg}~x={\frac  {\cos x}{\sin x}}={\frac  {1-\operatorname {tg}^{2}{\frac  {x}{2}}}{2\operatorname {tg}{\frac  {x}{2}}}}]
Самостоятельная работа:
	Номер ученика в списке журнала
	Номер варианта

	1, 9, 17, 25
	1

	2, 10, 18, 26
	2

	3, 11, 19, 27
	3

	4, 12, 20, 28
	4

	5, 13, 21
	5

	6, 14, 22
	6

	7, 15, 23
	7

	8, 16, 24
	8






[image: ][image: ][image: ][image: ][image: ][image: ]


Методические указания по выполнению самостоятельной работы по теме «Тригонометрические уравнения»
1) Формулы, которые используются при решении простейших тригонометрических уравнений:
Простейшие тригонометрические уравнения имеют вид:
1. [image: http://abc.vvsu.ru/Books/u_matem2/obj.files/image259.gif]; 2. [image: http://abc.vvsu.ru/Books/u_matem2/obj.files/image261.gif]; 3. [image: http://abc.vvsu.ru/Books/u_matem2/obj.files/image263.gif]; 4. [image: http://abc.vvsu.ru/Books/u_matem2/obj.files/image265.gif].
Их решения легко находятся по формулам.
1) Для , где -1 a 1, 
[image: http://abc.vvsu.ru/Books/u_matem2/obj.files/image269.gif], [image: http://abc.vvsu.ru/Books/u_matem2/obj.files/image271.gif] и [image: http://abc.vvsu.ru/Books/u_matem2/obj.files/image273.gif].
При 1 уравнение не имеет решения.
2) Для , где -1 a 1,
[image: http://abc.vvsu.ru/Books/u_matem2/obj.files/image279.gif], [image: http://abc.vvsu.ru/Books/u_matem2/obj.files/image280.gif] и [image: http://abc.vvsu.ru/Books/u_matem2/obj.files/image282.gif].
При 1 уравнение не имеет решений.
3) Для  и  соответственно
[image: http://abc.vvsu.ru/Books/u_matem2/obj.files/image287.gif], [image: http://abc.vvsu.ru/Books/u_matem2/obj.files/image288.gif],
[image: http://abc.vvsu.ru/Books/u_matem2/obj.files/image290.gif], [image: http://abc.vvsu.ru/Books/u_matem2/obj.files/image291.gif]
и [image: http://abc.vvsu.ru/Books/u_matem2/obj.files/image293.gif], [image: http://abc.vvsu.ru/Books/u_matem2/obj.files/image295.gif].
Эти уравнения имеют решение при любых значениях a.






2) Значения обратных тригонометрических функций
	Наиме-
нова-
ние
функ-
ций
	Значение a

	
	0
	1
	-1
	[image: http://abc.vvsu.ru/Books/u_matem2/obj.files/image346.gif]
	[image: http://abc.vvsu.ru/Books/u_matem2/obj.files/image348.gif]
	[image: http://abc.vvsu.ru/Books/u_matem2/obj.files/image350.gif]
	[image: http://abc.vvsu.ru/Books/u_matem2/obj.files/image352.gif]
	[image: http://abc.vvsu.ru/Books/u_matem2/obj.files/image354.gif]
	[image: http://abc.vvsu.ru/Books/u_matem2/obj.files/image356.gif]
	[image: http://abc.vvsu.ru/Books/u_matem2/obj.files/image358.gif]
	[image: http://abc.vvsu.ru/Books/u_matem2/obj.files/image360.gif]
	[image: http://abc.vvsu.ru/Books/u_matem2/obj.files/image362.gif]
	[image: http://abc.vvsu.ru/Books/u_matem2/obj.files/image364.gif]

	[image: http://abc.vvsu.ru/Books/u_matem2/obj.files/image366.gif]
	0
	[image: http://abc.vvsu.ru/Books/u_matem2/obj.files/image368.gif]
	[image: http://abc.vvsu.ru/Books/u_matem2/obj.files/image370.gif]
	[image: http://abc.vvsu.ru/Books/u_matem2/obj.files/image372.gif]
	[image: http://abc.vvsu.ru/Books/u_matem2/obj.files/image374.gif]
	[image: http://abc.vvsu.ru/Books/u_matem2/obj.files/image376.gif]
	[image: http://abc.vvsu.ru/Books/u_matem2/obj.files/image378.gif]
	[image: http://abc.vvsu.ru/Books/u_matem2/obj.files/image380.gif]
	[image: http://abc.vvsu.ru/Books/u_matem2/obj.files/image382.gif]
	–
	–
	–
	–

	[image: http://abc.vvsu.ru/Books/u_matem2/obj.files/image384.gif]
	[image: http://abc.vvsu.ru/Books/u_matem2/obj.files/image386.gif]
	0
	[image: http://abc.vvsu.ru/Books/u_matem2/obj.files/image388.gif]
	[image: http://abc.vvsu.ru/Books/u_matem2/obj.files/image390.gif]
	[image: http://abc.vvsu.ru/Books/u_matem2/obj.files/image392.gif]
	[image: http://abc.vvsu.ru/Books/u_matem2/obj.files/image394.gif]
	[image: http://abc.vvsu.ru/Books/u_matem2/obj.files/image396.gif]
	[image: http://abc.vvsu.ru/Books/u_matem2/obj.files/image398.gif]
	[image: http://abc.vvsu.ru/Books/u_matem2/obj.files/image400.gif]
	–
	–
	–
	–

	[image: http://abc.vvsu.ru/Books/u_matem2/obj.files/image402.gif]
	0
	[image: http://abc.vvsu.ru/Books/u_matem2/obj.files/image404.gif]
	[image: http://abc.vvsu.ru/Books/u_matem2/obj.files/image406.gif]
	–
	–
	–
	–
	–
	–
	[image: http://abc.vvsu.ru/Books/u_matem2/obj.files/image408.gif]
	[image: http://abc.vvsu.ru/Books/u_matem2/obj.files/image410.gif]
	[image: http://abc.vvsu.ru/Books/u_matem2/obj.files/image412.gif]
	[image: http://abc.vvsu.ru/Books/u_matem2/obj.files/image414.gif]

	[image: http://abc.vvsu.ru/Books/u_matem2/obj.files/image416.gif]
	[image: http://abc.vvsu.ru/Books/u_matem2/obj.files/image418.gif]
	[image: http://abc.vvsu.ru/Books/u_matem2/obj.files/image419.gif]
	[image: http://abc.vvsu.ru/Books/u_matem2/obj.files/image421.gif]
	–
	–
	–
	–
	–
	–
	[image: http://abc.vvsu.ru/Books/u_matem2/obj.files/image422.gif]
	[image: http://abc.vvsu.ru/Books/u_matem2/obj.files/image424.gif]
	[image: http://abc.vvsu.ru/Books/u_matem2/obj.files/image426.gif]
	[image: http://abc.vvsu.ru/Books/u_matem2/obj.files/image428.gif]



	3) [bookmark: xex7]Способы решения тригонометрических уравнений с одной переменной

	Более сложные тригонометрические уравнения сводятся к простейшим.

	[bookmark: xex8]1) Уравнения, содержащие одну тригонометрическую функцию одного и того же аргумента

	Пример 1. Решить уравнение: [image: http://abc.vvsu.ru/Books/u_matem2/obj.files/image430.gif].
Решение: Введем новую переменную, обозначив [image: http://abc.vvsu.ru/Books/u_matem2/obj.files/image432.gif]. Тогда имеем [image: http://abc.vvsu.ru/Books/u_matem2/obj.files/image434.gif]. Решаем квадратное уравнение:
[image: http://abc.vvsu.ru/Books/u_matem2/obj.files/image436.gif],
[image: http://abc.vvsu.ru/Books/u_matem2/obj.files/image438.gif]; [image: http://abc.vvsu.ru/Books/u_matem2/obj.files/image440.gif].
Следовательно,
[image: http://abc.vvsu.ru/Books/u_matem2/obj.files/image442.gif], [image: http://abc.vvsu.ru/Books/u_matem2/obj.files/image444.gif],
[image: http://abc.vvsu.ru/Books/u_matem2/obj.files/image446.gif].
[image: http://abc.vvsu.ru/Books/u_matem2/obj.files/image448.gif],  [image: http://abc.vvsu.ru/Books/u_matem2/obj.files/image449.gif].

	[bookmark: xex9]2) Уравнения, приводимые к одной функции

	Пример 2. Решить уравнение [image: http://abc.vvsu.ru/Books/u_matem2/obj.files/image451.gif].
Решение: Заменим [image: http://abc.vvsu.ru/Books/u_matem2/obj.files/image453.gif] на [image: http://abc.vvsu.ru/Books/u_matem2/obj.files/image455.gif]:
[image: http://abc.vvsu.ru/Books/u_matem2/obj.files/image457.gif],
[image: http://abc.vvsu.ru/Books/u_matem2/obj.files/image459.gif],
[image: http://abc.vvsu.ru/Books/u_matem2/obj.files/image461.gif] или [image: http://abc.vvsu.ru/Books/u_matem2/obj.files/image463.gif].
Обозначим [image: http://abc.vvsu.ru/Books/u_matem2/obj.files/image465.gif], получим [image: http://abc.vvsu.ru/Books/u_matem2/obj.files/image467.gif], решаем квадратное уравнение: 
[image: http://abc.vvsu.ru/Books/u_matem2/obj.files/image469.gif],
[image: http://abc.vvsu.ru/Books/u_matem2/obj.files/image471.gif], [image: http://abc.vvsu.ru/Books/u_matem2/obj.files/image473.gif]; 
[image: http://abc.vvsu.ru/Books/u_matem2/obj.files/image475.gif] – корней не имеет, т.к. [image: http://abc.vvsu.ru/Books/u_matem2/obj.files/image477.gif] не может быть меньше 
(-1).

	

	[bookmark: xex10]3) Решение уравнений, левая часть которых раскладывается на множители, а правая равна 0

	Пример 3. Решить уравнение [image: http://abc.vvsu.ru/Books/u_matem2/obj.files/image479.gif].
Решение: Приведем уравнение к виду [image: http://abc.vvsu.ru/Books/u_matem2/obj.files/image481.gif]. Тогда или [image: http://abc.vvsu.ru/Books/u_matem2/obj.files/image483.gif], или [image: http://abc.vvsu.ru/Books/u_matem2/obj.files/image485.gif]. 
[image: http://abc.vvsu.ru/Books/u_matem2/obj.files/image486.gif], если [image: http://abc.vvsu.ru/Books/u_matem2/obj.files/image488.gif], [image: http://abc.vvsu.ru/Books/u_matem2/obj.files/image490.gif], уравнение [image: http://abc.vvsu.ru/Books/u_matem2/obj.files/image491.gif] корней не имеет, т.к. [image: http://abc.vvsu.ru/Books/u_matem2/obj.files/image493.gif].



[bookmark: xex11]4)Решение однородных относительно sin и cos тригонометрических уравнений.
	Пример 4. 
Решить уравнение [image: http://abc.vvsu.ru/Books/u_matem2/obj.files/image525.gif]. 
Решение: Значения аргумента, при которых [image: http://abc.vvsu.ru/Books/u_matem2/obj.files/image527.gif], не являются решениями этого уравнения, т.к. если [image: http://abc.vvsu.ru/Books/u_matem2/obj.files/image528.gif], то должно выполняться равенство [image: http://abc.vvsu.ru/Books/u_matem2/obj.files/image530.gif], но косинус и синус не могут быть одновременно равны 0. Поэтому можно обе части данного уравнения разделить на [image: http://abc.vvsu.ru/Books/u_matem2/obj.files/image532.gif] или [image: http://abc.vvsu.ru/Books/u_matem2/obj.files/image534.gif]. Разделим обе части на [image: http://abc.vvsu.ru/Books/u_matem2/obj.files/image535.gif], получим уравнение [image: http://abc.vvsu.ru/Books/u_matem2/obj.files/image537.gif].
Пусть [image: http://abc.vvsu.ru/Books/u_matem2/obj.files/image539.gif], тогда уравнение перепишем в виде [image: http://abc.vvsu.ru/Books/u_matem2/obj.files/image541.gif]. Решим его: [image: http://abc.vvsu.ru/Books/u_matem2/obj.files/image543.gif], [image: http://abc.vvsu.ru/Books/u_matem2/obj.files/image545.gif], но [image: http://abc.vvsu.ru/Books/u_matem2/obj.files/image547.gif]. Тогда [image: http://abc.vvsu.ru/Books/u_matem2/obj.files/image549.gif], поэтому [image: http://abc.vvsu.ru/Books/u_matem2/obj.files/image551.gif], [image: http://abc.vvsu.ru/Books/u_matem2/obj.files/image552.gif] и [image: http://abc.vvsu.ru/Books/u_matem2/obj.files/image554.gif], поэтому [image: http://abc.vvsu.ru/Books/u_matem2/obj.files/image556.gif].
Пример 5. Решить уравнение [image: http://abc.vvsu.ru/Books/u_matem2/obj.files/image558.gif]. 
Решение: Т.к. [image: http://abc.vvsu.ru/Books/u_matem2/obj.files/image560.gif], то уравнение можно заменить равносильным ему уравнением: 
[image: http://abc.vvsu.ru/Books/u_matem2/obj.files/image562.gif]. 
Раскроем скобки, перенесем все члены в левую часть уравнения, сделаем приведение подобных членов.
Получим [image: http://abc.vvsu.ru/Books/u_matem2/obj.files/image564.gif]. Это – однородное уравнение второй степени. Разделив обе части этого уравнения на [image: http://abc.vvsu.ru/Books/u_matem2/obj.files/image565.gif], получим [image: http://abc.vvsu.ru/Books/u_matem2/obj.files/image567.gif]. Решим это уравнение: [image: http://abc.vvsu.ru/Books/u_matem2/obj.files/image569.gif], значит, [image: http://abc.vvsu.ru/Books/u_matem2/obj.files/image571.gif], [image: http://abc.vvsu.ru/Books/u_matem2/obj.files/image573.gif] или [image: http://abc.vvsu.ru/Books/u_matem2/obj.files/image575.gif], значит, [image: http://abc.vvsu.ru/Books/u_matem2/obj.files/image577.gif], [image: http://abc.vvsu.ru/Books/u_matem2/obj.files/image578.gif].

	



	[bookmark: xex12]5) Решение уравнений, приводимых к одному аргументу

	Пример 6. Решить уравнение [image: http://abc.vvsu.ru/Books/u_matem2/obj.files/image580.gif]. 
Решение: По формуле (13) выражение [image: http://abc.vvsu.ru/Books/u_matem2/obj.files/image582.gif] заменим выражением [image: http://abc.vvsu.ru/Books/u_matem2/obj.files/image584.gif]. Уравнение примет вид [image: http://abc.vvsu.ru/Books/u_matem2/obj.files/image586.gif]. Это уравнение разложим на множители: [image: http://abc.vvsu.ru/Books/u_matem2/obj.files/image588.gif]. Произведение равно нулю, когда или [image: http://abc.vvsu.ru/Books/u_matem2/obj.files/image590.gif], или [image: http://abc.vvsu.ru/Books/u_matem2/obj.files/image592.gif]. [image: http://abc.vvsu.ru/Books/u_matem2/obj.files/image593.gif], следовательно, [image: http://abc.vvsu.ru/Books/u_matem2/obj.files/image595.gif], [image: http://abc.vvsu.ru/Books/u_matem2/obj.files/image596.gif]; [image: http://abc.vvsu.ru/Books/u_matem2/obj.files/image598.gif].
Пример 7. Решить уравнение [image: http://abc.vvsu.ru/Books/u_matem2/obj.files/image600.gif]. 
Решение: Представим уравнение в виде [image: http://abc.vvsu.ru/Books/u_matem2/obj.files/image602.gif]. По формуле (1) уравнение преобразуем к виду [image: http://abc.vvsu.ru/Books/u_matem2/obj.files/image604.gif]. Тогда решение уравнения запишем в виде [image: http://abc.vvsu.ru/Books/u_matem2/obj.files/image606.gif], [image: http://abc.vvsu.ru/Books/u_matem2/obj.files/image607.gif].
Пример 8. Решить уравнение [image: http://abc.vvsu.ru/Books/u_matem2/obj.files/image609.gif]. 
Решение: По формулам (19) и (20) выражения [image: http://abc.vvsu.ru/Books/u_matem2/obj.files/image611.gif] и [image: http://abc.vvsu.ru/Books/u_matem2/obj.files/image613.gif] заменим на [image: http://abc.vvsu.ru/Books/u_matem2/obj.files/image615.gif] и [image: http://abc.vvsu.ru/Books/u_matem2/obj.files/image617.gif]. Уравнение перепишем в виде [image: http://abc.vvsu.ru/Books/u_matem2/obj.files/image619.gif] или [image: http://abc.vvsu.ru/Books/u_matem2/obj.files/image621.gif]. Вынесем множитель [image: http://abc.vvsu.ru/Books/u_matem2/obj.files/image623.gif]: [image: http://abc.vvsu.ru/Books/u_matem2/obj.files/image625.gif]. Значит, [image: http://abc.vvsu.ru/Books/u_matem2/obj.files/image627.gif] или [image: http://abc.vvsu.ru/Books/u_matem2/obj.files/image629.gif]. [image: http://abc.vvsu.ru/Books/u_matem2/obj.files/image630.gif], значит, [image: http://abc.vvsu.ru/Books/u_matem2/obj.files/image632.gif], [image: http://abc.vvsu.ru/Books/u_matem2/obj.files/image634.gif], [image: http://abc.vvsu.ru/Books/u_matem2/obj.files/image635.gif]. [image: http://abc.vvsu.ru/Books/u_matem2/obj.files/image636.gif], по формуле (22) уравнение запишем в виде [image: http://abc.vvsu.ru/Books/u_matem2/obj.files/image638.gif], [image: http://abc.vvsu.ru/Books/u_matem2/obj.files/image640.gif] или [image: http://abc.vvsu.ru/Books/u_matem2/obj.files/image642.gif]. [image: http://abc.vvsu.ru/Books/u_matem2/obj.files/image644.gif], [image: http://abc.vvsu.ru/Books/u_matem2/obj.files/image646.gif], [image: http://abc.vvsu.ru/Books/u_matem2/obj.files/image647.gif]; [image: http://abc.vvsu.ru/Books/u_matem2/obj.files/image648.gif], [image: http://abc.vvsu.ru/Books/u_matem2/obj.files/image649.gif], [image: http://abc.vvsu.ru/Books/u_matem2/obj.files/image651.gif], [image: http://abc.vvsu.ru/Books/u_matem2/obj.files/image652.gif]

Самостоятельная работа:

	Номер ученика в списке журнала
	Номер варианта

	1, 9, 17, 25
	1

	2, 10, 18, 26
	2

	3, 11, 19, 27
	3

	4, 12, 20, 28
	4

	5, 13, 21, 29
	5

	6, 14, 22, 30
	6

	7, 15, 23
	7

	8, 16, 24
	8

	
	


1) Вычислить арксин, арккос, арктг, аркктг
2) Решите уравнение
3) Решите уравнение, методом замены переменной
4) Решите однородное уравнение
5) Решите уравнения с помощью преобразований
Номер 1. Вычислить arcsin, arccos, arctg, arcctg.
	Номер варианта
	Задание

	1
	Вычислите:  arctg(-1) +arccos+arcctg(-1)


	2
	Вычислите:   arcsin(-)+arcctg(-1)-arccos(-)


	3
	      Вычислите:  arccos(+arcsin(arctg1

	4
	      Вычислите:   arcctg(-1)- arcsin  - arccos

	5
	      Вычислите:  

	6
	      Вычислите:)

	7
	      Вычислите:  arccos(- 1)+arcctg +arctg(-

	8
	      Вычислите:  



Номер 2. Решите простейшие тригонометрические уравнения.
	Номер варианта
	Задание

	1
	а)              б)

	2
	а)ctgx=-1       б)


	3
	а)tgx=             б)3cosx=-3


	4
	а)ctgx= -                        б)2cos


	5
	             б)4tg2x=-4

	6
	а)cos x=-                     б)2sin(2x)=-1

	7
	а) cosx=                    б) 2ctg3x=-2

	8
	а) ctg(-3x)=-        б) 



Номер 3. Решите уравнение, методом замены переменной
	Номер варианта
	Задание

	1
	2- 2x +3cosx=0

	2
	2+-1=0

	3
	3

	4
	

	5
	4

	6
	

	7
	6


	8
	x+4cosx+3=0




Номер 4. Решите однородное тригонометрическое уравнение
	Номер варианта
	Задание

	1
	

	2
	

	3
	

	4
	

	5
	

	6
	

	7
	

	8
	



Номер 5. Решите уравнения с помощью преобразований
	Номер варианта
	Задание

	1
	



	2
	



	3
	sinx+sin3x=sin5x-sinx

	4
	tg(45°-x)=tg2x

	5
	sin(2x+30°)+cos(2x+30°)

	6
	cosx+cos3x=0     

	7
	cosx=cos5x

	8
	




Номер 6*. Решите тригонометрические уравнения. 

[image: ]
Методические указания по выполнению самостоятельной работы по теме: Исследование функции.
При построении графика функции необходимо провести ее предварительное исследование. Примерная схема исследования функции с целью построения ее графика имеет следующую структуру:
1. Область определения [image: http://www.webmath.ru/poleznoe/images/diff/formules_2144.png]и область допустимых значений [image: http://www.webmath.ru/poleznoe/images/diff/formules_2145.png]функции.
2. Четность, нечетность функции.
3. Точки пересечения с осями.
4. Экстремумы и промежутки монотонности.
5. Наибольшее и наименьшее значение
6. Эскиз графика
Область определения [image: http://www.webmath.ru/poleznoe/images/diff/formules_2144.png] это очень важный шаг исследования функции, так как все дальнейшие действия будут проводиться на области определения.
Необходимо найти нули знаменателя и исключить их из области действительных чисел. 
Область определения функции корень n-ой степени.
Формулой [image: формула]задается функция корень n-ой степени, где n – натуральное число, большее единицы. Область определения функции корень n-ой степени зависит от четности или нечетности n. 
· Если n – четное число, то [image: формула]. 
· Если же показатель корня является нечетным числом, большим единицы, то областью определения функции корень n-ой степени является множество всех действительных чисел, то есть, [image: формула]. 
Итак, область определения функций [image: формула]		
есть числовое множество [image: формула], а областью определения функций [image: формула]является множество [image: формула]. 
Область определения степенной функции.
Степенная функция задается формулой y=f(x)=xa. Область определения степенной функции зависит от значения показателя степени. Перечислим все возможные случаи. 
· Если a – положительное целое число, то область определения степенной функции есть множество действительных чисел, то есть, числовой промежуток [image: формула]. 
· Для всех остальных (нецелых) действительных положительных a областью определения степенной функции является интервал [image: формула]. 
· Если a – отрицательное целое число, то область определения степенной функции представляет собой множество [image: формула]. 
· Для всех остальных действительных отрицательных a областью определения степенной функции является числовой промежуток [image: формула]. 
При a=0 степенная функция y=f(x)=xa определена для всех действительных значений x, кроме x=0. 
Приведем несколько примеров областей определения степенных функций с различными показателями. 
· Областью определения степенных функций [image: формула]является все множество действительных чисел, то есть, [image: формула]. 
· Степенные функции [image: формула]определены на интервале [image: формула]. 
· Область определения степенных функций [image: формула]- это множество [image: формула]. 
· Областью определения степенных функций [image: формула]является интервал [image: формула]. 
Область определения логарифмической функции.
Логарифмическая функция с основанием a, [image: формула]- это функция, заданная формулой [image: формула]. Логарифмическая функция с основанием a обозначается как [image: формула], с основанием e – как [image: формула], а с основанием 10 – как [image: формула]. Область определения логарифмической функции – это множество всех положительных действительных чисел, то есть, [image: формула]. 
Область определения логарифмической функции не зависит от значения основания логарифма. 
Приведем пример. 
Областью определения логарифмических функций [image: формула]является интервал [image: формула]. 
Область определения показательной функции.
Функция, заданная формулой y=f(x)=ax, где [image: формула], называется показательной функцией с основанием a, область определения показательной функции – это множество всех действительных чисел. 
Область определения показательной функции не зависит от значения основания a. 
Для примера приведем показательные функции [image: формула], они определены на множестве [image: формула]. 
Области определения тригонометрических функций.
Функция, которую задает формула y=sinx, называется синусом и обозначается sin. Область определения синуса – это множество всех действительных чисел, то есть, [image: формула]. 
Аналогично, функция, заданная формулой y=cosx, называется косинусом и обозначается cos. Область определения косинуса – множество всех действительных чисел: [image: формула]. 
Функции, заданные формулами y=tgx и y=ctgx, называются тангенсом и котангенсом соответственно, и обозначаются tg и ctg. Область определения тангенса – это множество всех действительных чисел, кроме чисел [image: формула]. Область определения котангенса – это множество всех действительных чисел, кроме чисел [image: формула]. 
Таким образом, если x – аргумент функций тангенс и котангенс, то области определения тангенса и котангенса состоят из всех таких чисел x, что [image: формула]и [image: формула]соответственно. 
Найдите область определения функции [image: формула]. 
Решение.
Обозначим [image: формула]и [image: формула]. f1 и f2 – целые рациональные функции, поэтому, [image: формула]и [image: формула]. Мы выяснили, что область определения функции [image: формула]находится из системы неравенств [image: формула]. Подставляем в нее наши данные и находим ее решение:
[image: ]
Таким образом, областью определения исходной функции является множество [image: формула]. 
  Исследование функции на четность или нечетность. 
Функция является четной, если [image: формула]. Четность функции указывает на симметрию графика относительно оси ординат. 
Функция является нечетной, если [image: формула]. Нечетность функции указывает на симметрию графика относительно начала координат. 
Если же ни одно из равенств не выполняется, то перед нами функция общего вида. 
В нашем примере выполняется равенство [image: формула], следовательно, наша функция четная. Будем учитывать это при построении графика - он будет симметричен относительно оси Oy. 
 Находим точки пересечения графика с осями координат.
Находим нули функции – это точки пересечения графика функции [image: y=f(x)]с осью абсцисс (OX).
Для этого мы решаем уравнение [image: f(x)=0].
Корни этого уравнения являются абсциссами точек пересечения графика функции с осью ОХ.
Находим точку пересечения графика функции [image: y=f(x)]с осью ординат (OY). Для этого ищем значение функции при [image: x=0].
  Исследование функции на промежутки монотонности. 
Функция f (x) называется монотонно возрастающей на отрезке [a; b], если для любых точек x1 и x2 этого отрезка выполняется следующее:
x1 < x2 ⇒ f (x1) < f (x2).
Функция f (x) называется монотонно убывающей на отрезке [a; b], если для любых точек x1 и x2 этого отрезка выполняется следующее:
x1 < x2 ⇒ f (x1) > f (x2).
Другими словами, для возрастающей функции чем больше x, тем больше f (x). Для убывающей функции все наоборот: чем больше x, тем меньше f (x).
Исследование функции на экстремумы.
Если функция меняется с возрастания на убывания, и наоборот, то в данной точке находится точка экстремума.
Рассмотрим график:
[image: ]

Область определения функции (-12; 2), множество значений функции [-4:3].
Определим точки экстремумов, это точки, в которых функция имеет «горки» и «впадины». Итак, точки минимума – это «впадины», точки максимума – это вершины «горок». При определении точек экстремума называются их абсциссы. 
Xmin = -9; -4.
Xmax = -10; -7; 0
Построение графика функции.
Чтобы построить график функции нужно построить таблицу значений, где значению x соответствует значение y
	Номер ученика в списке журнала
	Номер варианта

	1, 9, 17, 25
	1

	2, 10, 18, 26
	2

	3, 11, 19, 27
	3

	4, 12, 20, 28
	4

	5, 13, 21, 29
	5

	6, 14, 22, 30
	6

	7, 15, 23
	7

	8, 16, 24
	8



Задание 1. Найдите значение функции.
	Номер варианта
	Задание

	1
	Дана функция: f(x)=2x3-3x2+12x-7
Найти: f(-1), f(2), f(k+1)
Дана функция: f(x)=log2(x2+7)
Найти: f(1), f(-3)

	2
	Дана функция: f(x)=-2x3-x2+8x-10
Найти: f(-2), f(1), f(m-1)
Дана функция: f(x)=log5(x2+4)
Найти: f(1), f(-11)

	3
	Дана функция: f(x)=3x3-5x2+3x-6
Найти: f(3), f(-2), f(n+1)
Дана функция: f(x)=log6(x2+5)
Найти: f(-1), f()

	4
	Дана функция: f(x)=x3-9x2-3x-5
Найти: f(-2), f(3), f(t+1)
Дана функция: f(x)=log3(x2+9)
Найти: f(0), f(-)

	5
	Дана функция: f(x)=-3x3-2x2+5x-9
Найти: f(-1), f(4), f(s-1)
Дана функция: f(x)=log3(x2-7)
Найти: f(4), f(-)

	6
	Дана функция: f(x)=3x3-3x2+5x-1
Найти: f(-1), f(3), f(p+1)
Дана функция: f(x)=log2(x2-8)
Найти: f(-4), f()

	7
	Дана функция: f(x)=4x3-5x2+2x-3
Найти: f(-1), f(3), f(q-1)
Дана функция: f(x)=log7(x2+3)
Найти: f(2), f(-)

	8
	Дана функция: f(x)=-3x3+5x2-7x-2
Найти: f(1), f(-4), f(a-1)
Дана функция: f(x)=log4(x2+12)
Найти: f(-2), f()



Задание 2. Найдите область определения функции.
	Номер варианта
	Функции

	1
	y=; y=; 
y=

	2
	y=; y=; 
y=

	3
	y=; y=; 
y=

	4
	y=; y=; 
y=

	5
	y=; y=; 
y=

	6
	y=; y=; 
y=

	7
	y=; y=; 
y=

	8
	y=; y=; 
y=



Задание 3. Построить график функции.
	Номер варианта
	Функции

	1
	y= – 2

	2
	y= – 1

	3
	y= + 2

	4
	y= – 4

	5
	y= – 3

	6
	y= + 1

	7
	y= + 5

	8
	y= – 4



Задание 4. По графику функции найти D(y), E(y), промежутки монотонности, наименьшее и наибольшее значение функции,  точки экстремума.
	Номер варианта
	График функции

	1
	[image: ]

	2
	[image: ]

	3
	[image: ]

	4
	[image: ]

	5
	[image: ]

	6
	[image: ]

	7
	[image: ]

	8
	[image: ]





Задание 5. Исследовать функцию на четность/нечетность.
	Номер варианта
	Функции

	1
	


	2
	


	3
	


	4
	


	5
	


	6
	


	7
	


	8
	






Методические указания по выполнению самостоятельной работы по теме: «Симметрия многогранников»
Из курса математики 5–6-х классов вы уже знакомы с кубом, прямоугольным параллелепипедом, прямой призмой. Рассмотрение прямого и наклонного параллелепипеда, наклонной призмы возможно только после изучения понятия параллелограмм. Итак, параллелепипед — многогранник, поверхность которого состоит из шести параллелограммов. Здесь очень важно показать модели различных видов параллелепипедов: прямоугольного параллелепипеда, прямого параллелепипеда и наклонного параллелепипеда. На моделях полезно обсудить, какими четырехугольниками являются грани параллелепипедов различных видов.
Свойства параллелепипеда 
1о. У параллелепипеда 8 вершин, 12 ребер и 6 граней.
2о. Каждая грань параллелепипеда — параллелограмм.
3о. Противолежащие грани параллелепипеда равны.
4о. Параллельные ребра параллелепипеда равны.
Сечение параллелограмма 
1. Сечение параллелепипеда плоскостью, параллельной грани. В сечении образуется параллелограмм.
2. Сечение параллелепипеда плоскостью, проходящей через противолежащие ребра. В сечении образуется параллелограмм. В некоторых случаях в сечении может образоваться ромб, прямоугольник или квадрат.
При рассмотрении каждого вида многогранников (параллелепипеда, призмы, пирамиды) можно рассмотреть стандартные сечения, такие как сечение многогранника плоскостью, параллельной плоскости одной из граней, и сечение многогранника плоскостью, проходящей через два не соседних параллельных ребра многогранника. При рассмотрении сечений многогранника вид сечения определяют с помощью каркасных моделей многогранников или моделей, сделанных из пластилина. 
Призма — это многогранник, поверхность которого состоит из двух равных многоугольников, называемых основаниями призмы, и параллелограммов, называемых боковыми гранями (причем у каждого параллелограмма две противолежащие стороны лежат на основаниях призмы). 
Свойства призмы
1о. Основания призмы являются равными многоугольниками.
2о. Боковые грани призмы являются параллелограммами.
3о. Боковые ребра призмы равны.
Сечение призмы 
1. Сечение призмы плоскостью, параллельной основанию. В сечении образуется многоугольник, равный многоугольнику, лежащему в основании.
2. Сечение призмы плоскостью, проходящей через два не соседних боковых ребра. В сечении образуется параллелограмм. Такое сечение называется диагональным сечением призмы. В некоторых случаях может получаться ромб, прямоугольник или квадрат.
Рассмотрение правильной призмы возможно только после введения понятия правильный многоугольник. Правильная четырехугольная призма представляет собой прямоугольный параллелепипед с квадратами в основаниях. Правильная призма — прямая призма, основаниями которой являются правильные многоугольники. 
Свойства правильной призмы 
1о. Основания правильной призмы являются правильными многоугольниками. 
2о. Боковые грани правильной призмы являются равными прямоугольниками. 
3о. Боковые ребра правильной призмы равны. 
Сечение правильной призмы 
1. Сечение правильной призмы плоскостью, параллельной основанию. В сечении образуется правильный многоугольник, равный многоугольнику, лежащему в основании.
2. Сечение правильной призмы плоскостью, проходящей через два не соседних боковых ребра. В сечении образуется прямоугольник. В некоторых случаях может образоваться квадрат.
Пирамида — многогранник, поверхность которого состоит из многоугольника, называемого основанием пирамиды, и треугольников с общей вершиной, называемых боковыми гранями пирамиды. Знакомство с правильной пирамидой возможно только после изучения понятия правильный многоугольник. 
Правильная пирамида — пирамида, в основании которой лежит правильный многоугольник и все боковые ребра равны. 
Свойства правильной пирамиды 
1о. Основание правильной пирамиды — правильный многоугольник. 
2о. Боковые грани правильной пирамиды — равнобедренные треугольники. 
3о. Боковые ребра правильной пирамиды равны. 
Сечение правильной пирамиды 
1. Сечение правильной пирамиды плоскостью, параллельной основанию. В сечении образуется правильный многоугольник, подобный многоугольнику, лежащему в основании.
2. Сечение правильной пирамиды плоскостью, проходящей через два не соседних боковых ребра. В сечении образуется равнобедренный треугольник. В некоторых случаях может образоваться равносторонний треугольник.
 (
Рис. 1
)С некоторыми правильными многогранниками вы уже встречались. Это треугольная пирамида и куб. Гранями треугольной пирамиды являются правильные треугольники. Ее называют правильным тетраэдром, что в переводе с греческого означает четырехгранник. Куб имеет шесть граней, поэтому называется правильным гексаэдром (по-гречески «гекса» означает шесть). Рассмотрение правильных многогранников следует начинать с тех из них, гранями которых являются правильные треугольники. Один из таких многогранников вам уже знаком — это правильный тетраэдр. Другой многогранник, гранями которого являются правильные треугольники, изображен на рисунке 1.
Его поверхность состоит из восьми правильных треугольников, поэтому его называют правильным октаэдром («окта» — восемь).
И третий многогранник, гранями которого являются правильные треугольники — это правильный икосаэдр («икоса» — двадцать). Его поверхность состоит из двадцати правильных треугольников (рис. 2).
Многогранник, гранями которого являются квадраты — это куб. Учащимся он хорошо знаком. Многогранник, гранями которого являются правильные пятиугольники, изображен на рисунке 3. Его поверхность состоит из двенадцати правильных пятиугольников, поэтому его называют правильным додекаэдром («доде» — двенадцать). 
 (
Рис. 3
) (
Рис. 2
)			
Симметрия куба 
1. Центр симметрии — центр куба (точка пересечения диагоналей куба) (рис. 4). 
 (
Рис. 4
)
2. Плоскости симметрии: три плоскости симметрии, проходящие через середины параллельных ребер; шесть плоскостей симметрии, проходящие через противолежащие ребра (рис. 5).
 (
Рис. 5
)
3. Оси симметрии: три оси симметрии, проходящие через центры противолежащих граней; четыре оси симметрии, проходящие через противолежащие вершины; шесть осей симметрии, проходящие через середины противолежащих ребер (рис. 6).
 (
Рис. 6
)

 Симметрия прямоугольного параллелепипеда 
1. Центр симметрии — точка пересечения диагоналей прямоугольного параллелепипеда (рис. 7).
 (
Рис. 7
) 
2. Плоскости симметрии: три плоскости симметрии, проходящие через середины параллельных ребер (рис. 8).
 (
Рис. 8
)
3. Оси симметрии: три оси симметрии, проходящие через точки пересечения диагоналей противолежащих граней (рис. 9).
 (
Рис. 9
)

Симметрия параллелепипеда 
Центр симметрии — точка пересечения диагоналей параллелепипеда (рис. 10).
 (
Рис. 10
)
Симметрия прямой призмы 
Плоскость симметрии, проходящая через середины боковых ребер (рис. 11).
 (
Рис. 11
)
Симметрия правильной призмы 
1. Центр симметрии при четном числе сторон основания — точка пересечения диагоналей правильной призмы (рис. 12)
 (
Рис. 12
)
 2. Плоскости симметрии: плоскость, проходящая через середины боковых ребер; при четном числе сторон основания — плоскости, проходящие через противолежащие ребра (рис. 13).
 (
Рис. 13
)
 3. Оси симметрии: при четном числе сторон основания — ось симметрии, проходящая через центры оснований, и оси симметрии, проходящие через точки пересечения диагоналей противолежащих боковых граней (рис. 14).
 (
Рис. 14
)
 Симметрия правильной пирамиды 
1. Плоскости симметрии: при четном числе сторон основания — плоскости, проходящие через противолежащие боковые ребра; и плоскости, проходящие через медианы, проведенные к основанию противолежащих боковых граней (рис. 15).
 (
Рис. 15
)
 2. Ось симметрии: при четном числе сторон основания — ось симметрии, проходящая через вершину правильной пирамиды и центр основания (рис. 16).
 (
Рис. 16
)

Примеры решения задач.
1) 
Постройте сечение куба плоскостью проходящей через точки, указанные на рисунке 
	а) проводим линию пересечения
с гранью куба (АВ)
б) проводим параллельную ей (АВ) 
на противолежащей грани (ЕС)
в) проводим ЕА
г) проводим прямую BD||EA 
д) Соединяем D c C
е) Сечение (ABDCE) построено.
	






2) Постройте сечение правильной четырехугольной пирамиды плоскостью, через точки, указанные на рисунке.


Решение:
	А) проецируем на плоскость основания, путем центрального проецирования из вершины, точки В и С, получая точки: B’ и C’.
Б) пересекаем прямые B’C’ и BC, находим точку P’
В) пересекаем AP’ и D’C’, находим точку D”.
Г) пересекаем D”C и SD’, находим D
ABDC – сечение.
	




3)  (
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)В прямоугольном параллелепипеде постройте сечение, проходящее через параллельные диагонали боковых граней. Найти площадь сечения, если длина, ширина и высота соответственно равны 5, 3 и 4 см.
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а) Построим сечение, проходящее через диагонали боковых граней. Для этого проведем диагонали боковых граней C1D и AB1. Диагонали параллельны, значит можно провести сечение, как на верхнем рисунке. Получили сечение AB1C1D. Сечение является прямоугольником, так как по теореме о трех перпендикулярах C1D перпендикулярна AD, так же как и CD перпендикулярна AD.
б) Чтобы найти площадь сечения или прямоугольника, нужно умножить его длину на ширину, то есть AD * C1D. Так как AD является длиной прямоугольного параллелепипеда и по условию равна 5 см, то остается найти C1D. Для этого воспользуемся полученным прямоугольным треугольником C1CD. По условию, высота C1C = 4, CD = 3, следовательно мы можем воспользоваться теоремой Пифагора: C1D2 = C1C2 + CD2. C1D2 = 32 + 42. C1D2 = 9 + 16. C1D2 = 25. C1D = 5 см.
в) Площадь сечения равна AD * C1D, то есть, 5 * 5 = 25 см2.
 (
B
1
)4) Дана правильная треугольная призма с высотой 15 см и длиной ребра в основании 8 см. Найдите площадь боковой поверхности и полной поверхности призмы.
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а) Так как треугольная призма является правильной, то это означает, что в основании лежит равносторонний треугольник. Длина стороны основания, по условию, равна  8 см.
б) Чтобы найти площадь боковой поверхности нужно сложить площадь боковых граней. Все они являются прямоугольниками, значит для этого нужно умножить длину на ширину, то есть CC1 * AC. Таких прямоугольников три, следовательно Sбок = 3 * CC1 * AC.
Sбок = 3 * 15 * 8 = 45 * 8 = 360 см2.
в) Чтобы найти площадь полной поверхности, нужно воспользоваться формулой Sполн = Sбок + Sосн . Площадь оснований находится по формуле площади треугольника:
 S = 0,5 * a * h, где а – основание треугольника, h – высота треугольника.
Нужно найти высоту BH. Так как треугольник равносторонний, то он имеет свойства равнобедренного треугольника и BH является помимо высоты медианой и биссектрисой, следовательно AH=HC = 8 : 2 = 4 см. Найдем BH из прямоугольного треугольника ABH по теореме Пифагора: BH2 = AB2 – AH2. BH2 = 82 – 42. BH2 = 64 - 16. BH2 = 48. 
BH =  =  см.
Так как оснований два, то Sосн = 2* 0,5 * a * h = 1 * AC * BH = 8 *  = 32 см2
Отсюда Sполн = 360 + 32 см2
5) В прямой треугольной призме стороны основания равны 10 см, 17 см и 21 см, а высота призмы — 18 см. Найдите площадь сечения, проведенного через боковое ребро, и меньшую высоту основания.

Данным сечением является прямоугольник BHH1B1 со сторонами ВВ1=18 см и ВН; где ВН — меньшая высота ΔАВС. Меньшая высота проводится к большей стороне треугольника. Далее, площадь основания с одной стороны равна:

С другой стороны

так что

Тогда искомая площадь сечения равна

Ответ: 144 см2.
6) Найти диагональ прямоугольного параллелепипеда, если измерения длины a, ширины b, высоты c соответственно равны 2 см, 3 см, 4 см. 
Так как для расчета диагонали прямоугольного параллелепипеда используется формула:
d2 = a2 + b2 + c2,
то подставив все данные вычислим:
d2 = 22 + 32 + 42
d2 = 4 + 5 + 16
d2 = 29
d = 
Зная три измерения из четырех (длина, ширина, высота, диагональ) можно вычислить любое из измерений. Достаточно, соответствующие данные подставить в формулу квадрата диагонали и выразить нужное измерение прямоугольного параллелепипеда.





Решить задачи:
1) Построить сечение в прямоугольном параллелепипеде ABCDA1B1C1D1, проходящее через точки: 

	Номер ученика в списке журнала
	Точки, через которые проходит сечение

	1, 7, 13, 19, 25
	A, середину C1D1, середину A1B1

	2, 8, 14, 20, 26
	D, середину B1B, середину C1C

	3, 9, 15, 21, 27
	B, середину B1C1, середину A1D1

	4, 10, 16, 22, 28
	A, середину C1D1, середину A1B1

	5, 11, 17, 23, 29
	Середину A1B1, середину B1C1, середину BC

	6, 12, 18, 24, 30
	Середину BB1, середину CC1, середину A1C1  



Найти площадь полученного сечения, если AD = 12 см, A1B1 = 6 см, CC1 = 8 см.

Указания к ответу: Если в ответе, например, получился , то его не нужно извлекать с помощью микрокалькулятора. Однако необходимо выполнить преобразования: .

2) Построить сечение в правильной треугольной призме ABCA1B1C1, проходящее через точки A1, C1, B. Найти площадь полученного треугольника по формуле Герона: S =  , где p – полупериметр, a,b,c – стороны треугольника. 
Сторона основания и боковое ребро равны соответственно:

	Номер ученика в списке журнала
	Сторона основания и боковое ребро

	1, 7, 13, 19, 25
	5 и 12

	2, 8, 14, 20, 26
	7 и 24

	3, 9, 15, 21, 27
	9 и 40

	4, 10, 16, 22, 28
	8 и 15

	5, 11, 17, 23, 29
	20 и 21

	6, 12, 18, 24, 30
	12 и 35



3) Найти площадь полной поверхности тетраэдра, если все его ребра равны:

	Номер ученика в списке журнала
	Длина ребра тетраэдра

	1, 7, 13, 19, 25
	9

	2, 8, 14, 20, 26
	7

	3, 9, 15, 21, 27
	5

	4, 10, 16, 22, 28
	4

	5, 11, 17, 23, 29
	3

	6, 12, 18, 24, 30
	6


	Указания к ответу: полученный ответ поделить на . Например, если у вас получается: 2013*  , то ответом является число 2013.
4) Найдите площадь диагонального сечения правильной четырехугольной пирамиды, сторона основания которой равна a, а ее боковое ребро образует с плоскостью основания угол α.

	Номер ученика в списке журнала
	Сторона основания равна

	1, 7, 13, 19, 25
	5

	2, 8, 14, 20, 26
	3

	3, 9, 15, 21, 27
	8

	4, 10, 16, 22, 28
	2

	5, 11, 17, 23, 29
	7

	6, 12, 18, 24, 30
	6



	Указания к ответу: полученный ответ будет содержать тригонометрическую функцию от угла α. В ответе ее следует оставить. Например, ответ: 100 * ctg α.
5) В прямоугольном параллелепипеде даны длина a см, ширина b см и диагональ прямоугольного параллелепипеда d см. Найти высоту c параллелепипеда.
	Номер ученика в списке журнала
	Измерения  a, b, d 

	1, 7, 13, 19, 25
	3, 7, 

	2, 8, 14, 20, 26
	5, 8, 

	3, 9, 15, 21, 27
	7, 10, 

	4, 10, 16, 22, 28
	2, 5, 

	5, 11, 17, 23, 29
	3, 8, 

	6, 12, 18, 24, 30
	1, 7, 



6) Дана прямая треугольная призма, стороны основания которой равны 13,18 и 19 см, а высота призмы 19 см. Найдите площадь сечения, проведенного через боковое ребро и меньшую высоту основания.


Методические указания по выполнению самостоятельной работы по теме: «Призма и Пирамида»

Призма — многогранник, две грани которого являются многоугольниками, лежащими в параллельных плоскостях, а остальные грани — параллелограммами, имеющими общие стороны с этими многоугольниками.		
Виды призм
· Призма, основанием которой является параллелограмм, называется параллелепипедом.
· Прямая призма - это призма, у которой боковые ребра перпендикулярны плоскости основания. Другие призмы называются наклонными.
· Правильная призма - это прямая призма, основанием которой является правильный многоугольник. Боковые грани правильной призмы - равные прямоугольники.
· Правильная призма, боковые грани которой являются квадратами (высота которой равна стороне основания), является полуправильным многогранником.

                                      
                                         прямая призма             наклонная призма
Свойства призмы:
· Основания призмы являются равными многоугольниками.
· Боковые грани призмы являются параллелограммами.
· Боковые ребра призмы параллельны и равны.

Площадь боковой поверхности прямой призмы: Sб.п. = P•H  где  P — периметр основания призмы (сумма всех сторон основания), H — высота призмы.
Площадь полной поверхности призмы равна сумме площади её боковой поверхности и удвоенной площади основания: Sп.п. = P•H  +2• Sосн
Диагональ прямой призмы:   
Квадрат диагонали прямоугольного параллелепипеда равен сумме квадратов трех его линейных размеров:   d2 =  a2 +b2 +c2
Сечения призмы:                        диагональные сечения


Сечения призмы под углом к плоскости основания:
                  
Сечение плоскостью перпендикулярной ребрам наклонной призмы:
     

Пирами́да — многогранник, основание которого — многоугольник, а остальные грани — треугольники, имеющие общую вершину. По числу углов основания различают пирамиды треугольные, четырёхугольные и т. д. 
      наклонная                    прямая

Элементы пирамиды

апофема — высота боковой грани правильной пирамиды, проведенная из ее вершины [ℓ];
боковые грани — треугольники, сходящиеся в вершине пирамиды;
боковые ребра — общие стороны боковых граней;
вершина пирамиды — точка, соединяющая боковые рёбра и не лежащая в плоскости основания;
высота — отрезок перпендикуляра, проведённого через вершину пирамиды к плоскости её основания (концами этого отрезка являются вершина пирамиды и основание перпендикуляра)  (Н);
диагональное сечение пирамиды — сечение пирамиды, проходящее через вершину и диагональ основания;
основание — многоугольник, которому не принадлежит вершина пирамиды.

Правильная пирамида

Пирамида называется правильной, если основанием её является правильный многоугольник, а вершина проецируется в центр основания. Тогда она обладает такими свойствами:
боковые ребра правильной пирамиды равны; в правильной пирамиде все боковые грани — равные равнобедренные треугольники; в любую правильную пирамиду можно как вписать, так и описать около неё сферу;
Прямоугольная пирамида

Пирамида называется прямоугольной, если одно из боковых рёбер пирамиды перпендикулярно основанию. В данном случае, это ребро и является высотой пирамиды.
Усечённая пирамида

Усечённой пирамидой называется многогранник, заключённый между основанием пирамиды и секущей плоскостью, параллельной её основанию.

Боковая поверхность — это сумма площадей боковых граней.
Для нахождения боковой поверхности в правильной пирамиде можно использовать формулу:
Sб.п.= 1/2•Р•ℓ
Полная поверхность — это сумма площади боковой поверхности и площади основания.
Для нахождения полной поверхности в правильной пирамиде можно использовать формулу:
Sп.п. = 1/2•Р•ℓ+Sосн.


















Самостоятельная работа:
	Номер ученика в списке журнала
	Номер варианта

	Нечетный
	1

	Четный
	2



Вариант 1.
1. Найдите длину диагонали прямоугольного параллелепипеда, если его измерения равны 3см, 4см, 5см.
2. Найдите длину ребра куба, если длина его диагонали равна 18см.

3. В правильной четырехугольной пирамиде высота равна 4см, а длина диагонали основания - 6см. Найдите площадь полной поверхности пирамиды.
4. Основанием прямого параллелепипеда служит параллелограмм со сторонами 3 см. и 5 см. Острый угол параллелограмма равен 60 градусов. Площадь большого диагонального сечения равна 63 см2. Найдите площадь полной поверхности параллелепипеда.
5. В правильной усеченной четырехугольной пирамиде площади оснований равны 25 и 9 см2, а боковое ребро образует с плоскостью нижнего основания угол 450. Вычислить площадь боковой поверхности пирамиды.
6.  В правильной четырёхугольной усечённой пирамиде высота равна 2 см, а стороны   оснований 3 см   и   5 см.   Определить диагональ этой усечённой пирамиды.
Вариант 2.
1. Найдите длину диагонали прямоугольного параллелепипеда, если его измерения равны 2м, 3м, 5м.
2. Найдите длину ребра куба, если длина его диагонали равна 12см.
3. Высота правильной треугольной пирамиды равна 12см, сторона основания 15см. Найти площадь полной поверхности пирамиды.
4. Основание прямой призмы -равнобедренная трапеция, основание которой 11 и 21см, а боковые стороны 13см; площадь диагонального сечения равна 180 см2. Вычислите площадь полной поверхности призмы.
[bookmark: YANDEX_10][bookmark: YANDEX_11][bookmark: YANDEX_12][bookmark: YANDEX_13][bookmark: YANDEX_14][bookmark: YANDEX_15][bookmark: YANDEX_16][bookmark: YANDEX_17][bookmark: YANDEX_27]5. Основание пирамиды  —  треугольник со сторонами  равными  6 , 10  и  14  см.  Каждый двугранный угол при  основании  равен 300.  Вычислите площадь боковой поверхности  пирамиды.
6. Определить стороны оснований правильной четырёхугольной усечённой пирамиды, если её высота равна 7 см, боковое ребро 9 см и диагональ 11  см.



Методические указания по выполнению самостоятельной работы по теме: «Тела вращения».
Цилиндр, конус, шар
Цилиндр, конус и шар относятся к объемным (трехмерным) геометрическим фигурам вращения.
Объемные фигуры вращения (еще говорят — «тела», подразумевая объемность фигуры), как правило, образованы вращением плоской фигуры вокруг какой-то линии (прямой).
Так, цилиндр — это фигура, полученная от вращения прямоугольника вокруг одной из его сторон как оси; конус — вращением прямоугольного треугольника вокруг его катета как оси, шар — вращением полукруга вокруг его диаметра как оси.
Объемные фигуры бывают прямые (прямой цилиндр, прямой конус) и наклонные (наклонный цилиндр, наклонный конус), что зависит от вида той плоской геометрической фигуры, которая их образует.
Определение. Цилиндр — это тело (объемная геометрическая фигура), полученное вращением прямоугольника вокруг одной из его сторон как оси.
[image: цилиндр]
Определение. Конус (прямой) — это тело (объемная геометрическая фигура), полученное вращением прямоугольного треугольника вокруг его катета как оси.
[image: конус]
Усеченный конус -  геометрическое тело, отсекаемое от круглого конуса плоскостью, параллельной основанию.        
[image: К ст. Усечённый конус.]
Определение. Шар — это тело (объемная геометрическая фигура), полученное вращением полукруга вокруг его диаметра как оси.
[image: шар]

Развертки цилиндра и конуса
Разверткой геометрической фигуры называется изображение плоскости, ограничивающей фигуру, в одной плоскости листа по размерам фигуры.
Развертка цилиндра приведена схематически.
[image: развертка цилиндра]
Развертка конуса приведена схематически. 
[image: развертка конуса]
Площади боковой поверхности цилиндра и конуса
Правило. Площадь боковой поверхности цилиндра равна произведению длины окружности основания и высоты цилиндра.
[image: площадь боковой поверхности цилиндра]
где C — длина окружности, H — высота цилиндра, R — радиус окружности основания.
Правило. Площадь боковой поверхности конуса равна произведению половины длины окружности основания и образующей конуса.
[image: площадь боковой поверхности конуса]
где C — длина окружности основания, l — длина образующей конуса, R — радиус основания.
Площадь боковой поверхности усеченного конуса: S=[image: http://uztest.ru/jsmath/jsMath/fonts/cmmi10/alpha/144/char19.png](r1+r2)*l
Площадь полной поверхности усеченного конуса: S=π (r12+(r1+ r2) *l + r22)
Площадь поверхности шара
Правило. Площадь поверхности шара равна учетверенной площади большого круга шара.
[image: площадь поверхности шара]где R — радиус шара.
Комбинация шара с призмой.
1. Шар, вписанный в прямую призму.
Теорема 1. Шар можно вписать в прямую призму в том и только в том случае, если в основание призмы можно вписать окружность, а высота призмы равна диаметру этой окружности.
Следствие 1. Центр шара, вписанного в прямую призму, лежит в середине высоты призмы, проходящей через центр окружности, вписанной в основание.
Следствие 2. Шар, в частности, можно вписать в прямые: треугольную, правильную, четырехугольную (у которой суммы противоположных сторон основания равны между собой) при условии Н = 2r, где Н – высота призмы, r – радиус круга, вписанного в основание.
2. Шар, описанный около призмы.
Теорема 2. Шар можно описать около призмы в том и только в том случае, если призма прямая и около ее основания можно описать окружность.
Следствие 1. Центр шара, описанного около прямой призмы, лежит на середине высоты призмы, проведенной через центр круга, описанного около основания.
Следствие 2. Шар, в частности, можно описать: около прямой треугольной призмы, около правильной призмы, около прямоугольного параллелепипеда, около прямой четырехугольной призмы, у которой сумма противоположных углов основания равна 180 градусов.
Комбинация шара с круглыми телами.
Теорема 3. Около цилиндра, усеченного конуса (прямых круговых), конуса можно описать шар.
Теорема 4. В цилиндр (прямой круговой) можно вписать шар в том и только в том случае, если цилиндр равносторонний.
Теорема 5. В любой конус (прямой круговой) можно вписать шар.
Теорема 6. В усеченный конус (прямой круговой) можно вписать шар в том и только в том случае, если его образующая равна сумме радиусов оснований.
Сечения цилиндра, конуса, шара:
[image: http://works.tarefer.ru/50/100105/pics/image005.gif]
[image: http://works.tarefer.ru/50/100105/pics/image012.gif]
Сечения сферы – окружности;
Сечения шара – круги.
1) Сечения шара плоскостями, равноудаленными от центра равны;
2) Сечение шара плоскостью тем больше, чем ближе она расположена к центру;
3) Rсеч =[image: http://works.tarefer.ru/50/100105/pics/image034.gif], где r – радиус сферы (шара),
d – расстояние от центра сферы до центра сечения
4) Два больших круга пересекаются по диаметру;
5) Линия пересечения двух пересекающихся сфер – соразмерна линии центров сфер.
Примеры решения задач
Задача 1. 
Найдите площадь полной поверхности цилиндра, если диагональ его осевого сечения, равная 8см, составляет с образующей цилиндра угол величиной 30 градусов. 
Решение. 
[image: Цилиндр с сечением]
Поскольку AC = 8 см, а угол ACD = 30°, то CD = AC cos 30° 
Пояснение. Треугольник ACD - прямоугольный. Соответственно, CD / AC = cos ∠ACD по свойству тригонометрических функций в прямоугольном треугольнике. Значение cos 30 найдем из таблицы значений тригонометрических функций.
CD = 8 * √3/2 = 4√3
Аналогично, 
AD = AC sin 30° = 8 * 1/2 = 4, откуда радиус основания цилиндра равен 4 / 2 = 2 см
Площадь основания цилиндра, соответственно, равна S1 = πR2 = 4π 
Площадь боковой поверхности цилиндра равна площади его развертки - произведению длины окружности основания и высоты цилиндра. То есть: 
S2 = 2πRh = 2π * 2 * 4√3  = 16π√3 
Общая площадь поверхности цилиндра равна: S1 + S2 =   4π +  16π√3    
Ответ:  4π +  16π√3 

Задача 2. 
Площадь основания конуса  36π см2 , а его образующая 10 см. Вычислить боковую поверхность конуса. 
Решение. 
Зная площадь основания, найдем его радиус. S = πR2, подставим данные:
36π = πR2 откуда R2 = 36 и получим R = 6 
Площадь боковой поверхности конуса найдем по формуле: 
S = πRl, где R - радиус основания, l - длина образующей 
откуда  S = π * 6 * 10 = 60π 

Ответ: 60π см2 .
Задача 3. 


Сечение шара плоскостью имеет площадь 36(м). Радиус шара 10м. Найти расстояние от центра шара до плоскости сечения.



Дано:  шарS(O,OX)    S= 36(м) , R = OX = 10 м 

Найти: ОО
Решение:









1. Любое сечение шара плоскостью есть круг. S= r    36 = r        r= 36 (м)


2. ООХ – прямоугольный 


ОО = h  ,  OX = r ,  OX = R



h= R- r -  теорема Пифагора 

h=100 – 36 =64,  h = 8 м
Ответ: h = 8м

Задача 4. 
На поверхности шара даны три точки, кратчайшее расстояние между которыми равно 6 см. Определить площадь сечения, проходящего через эти точки.
Решение:



1. Пусть А, В, С – три данных точки. Рассмотрим сечение шара плоскостью. Это будет круг, окружность которого описана около АВС; R – радиус окружности, описанной около АВС   R =   




2. S=       p =  ; p =  = 9(см)




S=  = 9 (см)   


3.  R =  =  (см)
4. Любое сечение шара плоскостью – круг 







S=R        S= = 12(см)



Ответ:  S= 12(см)

Решение задач
1. Осевое сечение цилиндра - квадрат, площадь которого S. Найдите площадь полной поверхности цилиндра.
	Номер ученика в списке журнала
	S=

	1, 7, 13, 19, 25
	144

	2, 8, 14, 20, 26
	49

	3, 9, 15, 21, 27
	64

	4, 10, 16, 22, 28
	81

	5, 11, 17, 23, 29
	196

	6, 12, 18, 24, 30
	121


2. В цилиндре радиуса R проведено сечение, параллельное его оси и проходящее на расстоянии d от центра основания. Образующая цилиндра равна h. Найдите площадь сечения, если R, d, h равны:
	Номер ученика в списке журнала
	R, d, h

	1, 7, 13, 19, 25
	R=8, d=5, h=

	2, 8, 14, 20, 26
	R=9, d=6, h=

	3, 9, 15, 21, 27
	R=7, d=4, h=

	4, 10, 16, 22, 28
	R=10, d=7, h=

	5, 11, 17, 23, 29
	R=5, d=2, h=

	6, 12, 18, 24, 30
	R=6, d=3, h=


3. В равностороннем конусе (в осевой сечении – правильный треугольник) радиус основания равен R. Найдите площадь полной поверхности конуса, если угол между образующими конуса равен 600.
	Номер ученика в списке журнала
	R

	1, 7, 13, 19, 25
	R=20

	2, 8, 14, 20, 26
	R=18

	3, 9, 15, 21, 27
	R=16

	4, 10, 16, 22, 28
	R=14

	5, 11, 17, 23, 29
	R=12

	6, 12, 18, 24, 30
	R=10


4. Радиусы оснований усеченного конуса равны R и r, образующая равна l. Найдите площадь осевого сечения усеченного конуса.
	Номер ученика в списке журнала
	R, r, l

	1, 7, 13, 19, 25
	r=7, R=12, l=13

	2, 8, 14, 20, 26
	r=6, R=14, l=10

	3, 9, 15, 21, 27
	r=9, R=18, l=15

	4, 10, 16, 22, 28
	r=24, R=31, l=25

	5, 11, 17, 23, 29
	r=14, R=22, l=17

	6, 12, 18, 24, 30
	r=16, R=36, l=29


5. Радиус сферы равен R см. Точка находится на касательной плоскости на расстоянии d см от точки касания. Найдите ее кратчайшее расстояние от поверхности сферы.
	Номер ученика в списке журнала
	R, d

	1, 7, 13, 19, 25
	R=12, d=35

	2, 8, 14, 20, 26
	R=25, d=60

	3, 9, 15, 21, 27
	R=45, d=28

	4, 10, 16, 22, 28
	R=44, d=33

	5, 11, 17, 23, 29
	R=42, d=40

	6, 12, 18, 24, 30
	R=21, d=20





Методические указания по выполнению самостоятельной работы по теме: вычисление производной.
Основные теоретические сведения









1.  Пусть на некотором промежутке   определена функция .  Разность  называется приращением аргумента, а разность  − приращением функции  на отрезке .  Производной функции  в точке  называется предел отношения приращения функции к приращению аргумента, когда последний стремится к нулю:

                                                       (1)




Производная есть скорость изменения функции в точке . Геометрически значение производной в точке численно равно значению тангенса угла наклона касательной к графику функции в точке с абсциссой к положительному направлению оси . 
Процесс отыскания производной называется дифференцированием. 

Правила дифференцирования





Если функции и  дифференцируемы в точке , то сумма, разность, произведение и частное этих функций (частное при условии ) также дифференцируемы в этой точке и имеют место следующие формулы:


1)  ;        2) ;


3) ;        4) , 

где  − постоянная.
Правила дифференцирования сложной
и параметрически заданной функции

1. 


Если сложная функция, а  и − дифференцируемые функции, то 

.
2. 




Если функция аргумента  задана параметрическими уравнениями                , то или 

ТАБЛИЦА ПРОИЗВОДНЫХ
простейших элементарных функций


I . ;



II.  , в частности , ;


III. , в частности ;


IV. , в частности ;


V.  ;                                           VI.   ;


VII.;  				VIII. ;


IX.   ;			          X.     ;


XI.  ;				XII. .




1. Производной второго порядка (второй производной) функции  называется производная от ее производной первого порядка и обозначается   или , или .
Аналогично определяются производные высших порядков.
Если функция задана параметрически, то

.





2. Дифференциалом функции  в точке  называется главная, линейная относительно , часть приращения функции. Дифференциалом аргумента называется приращение аргумента: . 

Дифференциал функции равен произведению его производной на дифференциал аргумента: . 



Если приращение аргумента мало по абсолютной величине, то  и  ,                                                            (2)
то есть дифференциал функции может применяться для приближенных вычислений. 



3.  Уравнение касательной к графику функции  в точке с абсциссой   имеет вид ,                                         (3)

а уравнение нормали .                                         (4)
Примеры решения задач:
Примеры.
1. Если [image: l05image040], то [image: l05image042]

2. Найти производную функции в точке.

y = x3 – 3x2 + 5x + 2. Найдем y '(–1). 
y ' = 3x2 – 6x+ 5. Следовательно, y '(–1) = 14.
3. y = ln x · cos x, то y ' = (ln x) ' cos x + ln x (cos x) ' =1/x∙cos x – ln x · sin x. 
4. [image: l05image044]

5. Найти производную сложной функции:
а) 
y ' = 
=

б) 

6. Составить уравнений касательной к графику функции
  в точке 

Найдем производную функции
                  
Подставим точку  в производную функции

Подставим точку  в функцию


Составим уравнение касательной, для это подставим данные в формулу 

Отсюда: 



Полученное уравнение  есть уравнение касательной.

7. Точка движется прямолинейно по закону S = 2t3+3t2+4. Найдите величины скорости и ускорения в момент времени t = 5с

Воспользуемся физическим смыслом производной. Скорость изменения точки есть первая производная по времени, ускорение есть вторая производная по времени. Отсюда получим:

S’ = 6t2 + 6t
S’’ = 12t + 6
Подставим момент времени t = 5с в эти равенства вместо t:
S’ (5) = 6*52 + 6*5=6*25 + 30 = 150 + 30 = 180 м/с
S’’ (5)= 12*5 + 6 = 60 + 6 = 66 м/с2
Итак, V = 180, a = 66.
Решите задачи:
1. Найти производную функции
	Номер ученика в списке журнала
	Функция

	1, 9, 17, 25
	y=7x4 – 5x3  + 8x2 – 9x –20

	2, 10, 18, 26
	y=5x4 + 9x3 + 7x2 + 11x –22

	3, 11, 19, 27
	y=8x4 + 6x3 + 6x2 – 13x –24

	4, 12, 20, 28
	y=9x4 + 10x3 + 5x2 +15x –21

	5, 13, 21, 29
	y=2x4 + 7x3 + 4x2 – 14x –23

	6, 14, 22, 30
	y=12x4 – 18x3 + 3x2 + 12x –25

	7, 15, 23, 31
	y=17x4 + 15x3 + 2x2 + 10x –26

	8, 16, 24, 32
	y=11x4 – 6x3 + 9x2 – 16x –28



2. Найти производную функции y= в точке x0
	Номер ученика в списке журнала
	Функция x5 – 5x4 – 4x3 – 3x - 20

	1, 9, 17, 25
	x0 = 6

	2, 10, 18, 26
	x0 = 5

	3, 11, 19, 27
	x0 = 4

	4, 12, 20, 28
	x0 = 3

	5, 13, 21, 29
	x0 = 7

	6, 14, 22, 30
	x0 = 9

	7, 15, 23, 31
	x0 = 2

	8, 16, 24, 32
	x0 = 8


3. Найти производную функции y= в точке x0
	Номер ученика в списке журнала
	Функция y=2(x2-8x-5)3

	1, 9, 17, 25
	x0 = 2

	2, 10, 18, 26
	x0 = 8

	3, 11, 19, 27
	x0 = 5

	4, 12, 20, 28
	x0 = 7

	5, 13, 21, 29
	x0 = 6

	6, 14, 22, 30
	x0 = 3

	7, 15, 23, 31
	x0 = 9

	8, 16, 24, 32
	x0 = 4


4. Найти производную функции
y = 6xn * sinx

 






Примечание: вместо n необходимо подставить число равное, номеру ученика в журнале. Например, если ученик 30й в журнале, то его примеры выглядят так:
y = 5x30 * sinx

 


5. Составить уравнение касательной к графику
  где n – номер ученика в журнале.
В точке x0
	Номер ученика в списке журнала
	x0 = …

	1, 9, 17, 25
	x0 = 2

	2, 10, 18, 26
	x0 = 4

	3, 11, 19, 27
	x0 = 6

	4, 12, 20, 28
	x0 = 8

	5, 13, 21, 29
	x0 = 9

	6, 14, 22, 30
	x0 = 7

	7, 15, 23, 31
	x0 = 5

	8, 16, 24, 32
	x0 = 3


6. Точка движется прямолинейно по закону S = t3 + 5t2 + 4. Найдите величины скорости и ускорения в момент времени t = n cекунд.
	Номер ученика в списке журнала
	n  = …

	1, 9, 17, 25
	8

	2, 10, 18, 26
	5

	3, 11, 19, 27
	6

	4, 12, 20, 28
	4

	5, 13, 21, 29
	3

	6, 14, 22, 30
	7

	7, 15, 23, 31
	10

	8, 16, 24, 32
	2


7. Найти производную функции



Методические указания по выполнению самостоятельной работы по теме: применение производной для исследования функции.
Основные теоретические сведения









1.  Пусть на некотором промежутке   определена функция .  Разность  называется приращением аргумента, а разность  − приращением функции  на отрезке .  Производной функции  в точке  называется предел отношения приращения функции к приращению аргумента, когда последний стремится к нулю:

                                                       (1)




Производная есть скорость изменения функции в точке . Геометрически значение производной в точке численно равно значению тангенса угла наклона касательной к графику функции в точке с абсциссой к положительному направлению оси . 
Процесс отыскания производной называется дифференцированием. 

Правила дифференцирования





Если функции и  дифференцируемы в точке , то сумма, разность, произведение и частное этих функций (частное при условии ) также дифференцируемы в этой точке и имеют место следующие формулы:


1)  ;        2) ;


3) ;        4) , 

где  − постоянная.
ТАБЛИЦА ПРОИЗВОДНЫХ
простейших элементарных функций


I . ;



II.  , в частности , ;


III. , в частности ;


IV. , в частности ;


V.  ;                                           VI.   ;


VII.;  				VIII. ;


IX.   ;			          X.     ;


XI.  ;				XII. .




1. Производной второго порядка (второй производной) функции  называется производная от ее производной первого порядка и обозначается   или , или .
Аналогично определяются производные высших порядков.
Если функция задана параметрически, то

.





2. Дифференциалом функции  в точке  называется главная, линейная относительно , часть приращения функции. Дифференциалом аргумента называется приращение аргумента: . 

Дифференциал функции равен произведению его производной на дифференциал аргумента: . 



Если приращение аргумента мало по абсолютной величине, то  и  ,                                                            (2)
то есть дифференциал функции может применяться для приближенных вычислений. 



3.  Уравнение касательной к графику функции  в точке с абсциссой   имеет вид ,                                         (3)

а уравнение нормали .                                         (4)
Исследования с помощью производной (продолжение)
	[image: proibodn]
· Нахождение промежутков монотонности. Найти интервалы монотонности функции f(x) (то есть интервалы возрастания и убывания). Это делается с помощью исследования знака производной f ’ (x). Для этого находят производную f ’ (x) и решают неравенство f ’ (x)[image: http://uztest.ru/jsmath/jsMath/fonts/cmmi10/alpha/144/char3E.png]0. На промежутках, где это неравенство выполнено, функция f(x) возрастает. Там, где выполнено обратное неравенство f ’(x)[image: http://uztest.ru/jsmath/jsMath/fonts/cmmi10/alpha/144/char3C.png]0, функция f(x) убывает. 
· [bookmark: tex2html20]Нахождение локального экстремума. Найдя интервалы монотонности, мы можем сразу определить точки локального экстремума там, где возрастание сменяется убыванием, располагаются локальные максимумы, а там, где убывание сменяется возрастанием -- локальные минимумы. Вычислить значение функции в этих точках. Если функция имеет критические точки, не являющиеся точками локального экстремума, то полезно вычислить значение функции и в этих точках. 


· Нахождение интервалов выпуклости и вогнутости. Это делается с помощью исследования знака второй производной f ’’ (x). Найти точки перегиба на стыках интервалов выпуклости и вогнутости. Вычислить значение функции в точках перегиба. Если функция имеет другие точки непрерывности (кроме точек перегиба), в которых вторая производная равна 0 либо не существует, то в этих точках также полезно вычислить значение функции. Найдя f ’’(x) , мы решаем неравенство f ’’(x)[image: http://uztest.ru/jsmath/jsMath/fonts/cmmi10/alpha/144/char3E.png]0. На каждом из интервалов решения функция будет выпуклой вниз. Решая обратное неравенство f ’’(x)[image: http://uztest.ru/jsmath/jsMath/fonts/cmmi10/alpha/144/char3C.png]0, мы находим интервалы, на которых функция выпукла вверх (то есть вогнута). Определяем точки перегиба как те точки, в которых функция меняет направление выпуклости (и непрерывна). 
Функция f(x) называется выпуклой вниз (выпуклой) на промежутке (a; b), если ее график лежит выше касательной, проведенной в любой точке  (риc. a).
Функция f(x) называется выпуклой вверх (вогнутой) на промежутке (a; b), если ее график лежит ниже касательной, проведенной в любой точке  (рис. b).
	[image: http://nww13.narod.ru/vm1/Pic/54816473120056262130.gif]

	                        Рис.  a                             Рис. b



	Нахождение наибольшего и наименьшего значений функции y = f(x) на отрезке [a; b] [image: max_min]
1. Найти производную функции: f ’(x).
2. Найти точки, в которых производная равна нулю: f ’(x)=0[image: http://uztest.ru/jsmath/jsMath/fonts/cmsy10/alpha/144/char29.png] x1, x2,...
3. Определить принадлежность точек отрезку [a; b]: пусть x1[image: http://uztest.ru/jsmath/jsMath/fonts/cmsy10/alpha/144/char32.png][image: http://uztest.ru/jsmath/jsMath/fonts/cmex10/alpha/144/char02.png]a;b[image: http://uztest.ru/jsmath/jsMath/fonts/cmex10/alpha/144/char03.png] , а x2[image: http://uztest.ru/jsmath/jsMath/fonts/cmmi10/alpha/144/char3D.png][image: http://uztest.ru/jsmath/jsMath/fonts/cmsy10/alpha/144/char32.png][image: http://uztest.ru/jsmath/jsMath/fonts/cmex10/alpha/144/char02.png]a;b[image: http://uztest.ru/jsmath/jsMath/fonts/cmex10/alpha/144/char03.png] .
4. Найти значения функции в выбранных точках и на концах отрезка: f(x1), f(x2),..., f(xa), f(xb)
5. Выбор наибольшего и наименьшего значений функции из найденных.
Замечание. Если на отрезке [a; b] имеются точки разрыва, то необходимо в них вычислить односторонние пределы, а затем их значения учесть в выборе наибольшего и наименьшего значений функции.



Исследование функции на экстремум с помощью второй производной:
1. Найти производную функции f ’(x).
2. Найти критические точки, решив уравнение f ’(x)=0
3. Найти вторую производную функции f ’’(x).
4. Исследовать знак второй производной в каждой из критических точек. Если вторая производная окажется отрицательной, то функция в этой точке имеет максимум, если окажется положительной, то функция в этой точке имеет минимум. Если она будет равна 0, то экстремум ищется с помощью первой производной.
Итак: Если f ’’(x) < 0, то максимум.
Если f ’’(x) > 0, то минимум.
Если f ’’(x) = 0, то с помощью первой производной.
5. Вычислить значения функции в точках экстремума.
Исследование функции на выпуклость с помощью второй производной:
1. Найти производную функции f ’(x).
2. Найти критические точки, решив уравнение f ’(x)=0
3.  Найти вторую производную функции f ’’(x).
4. Если на некотором промежутке f ’’(x)>0, то функция выпукла вниз на этом промежутке, если f ’’(x)<0, то – вверх.
Точки перегиба.
Точка графика функции, разделяющая промежутки выпуклости противоположных направлений этого графика, называется точкой перегиба. Точками перегиба могут служить только критические точки, принадлежащие области определения функции, в которых вторая производная обращается в ноль или терпит разрыв. Если при переходе через критическую точку x0 вторая производная меняет знак, то график функции имеет точку перегиба.
Правило нахождения точек перегиба графика функции y = f(x):
1. Найти производную функции f ’(x).
2. Найти критические точки, решив уравнение f ‘’(x)=0, в которых вторая производная обращается в ноль или терпит разрыв.
3. Исследовать знак второй производной в промежутках, на которые найденные критические точки делят область определения функции f(x). Если при этом критическая точка x0 разделяет промежутки выпуклости противоположных направлений, то x0 является абсциссой точки перегиба функции.
4. Вычислить значение функции в точке перегиба.

Примеры решения задач:
Примеры.
8. Исследовать функцию на промежутки монотонности функции, найти наибольшее/наименьшее значение функции.


Найдем производную функции и приравняем ее к нулю

, значит 
		Отсюда  x = 1.
	Изобразим на числовой прямой точки, где . В нашем примере такая одна.
	y'	   _			+
	
		y		      1
Чтобы поучить верхние знаки производной подставим любое значение из соответствующего промежутка в уравнение производной. Например, из левого промежутка  подставим 0, получим ответ -4, хотя какое число получится не имеет значения, главное ответить на вопрос: положительное оно или отрицательное. -4 отрицательное, следовательно левый промежуток имеет знак минус. Подставим из правого промежутка  число 2, получится 4, ответ положительный, промежуток имеет знак +. 
После этого поставим под первым промежуток знак убывания, у второго знак возрастания. Если знак производной отрицательный, значит, функция убывает на этом промежутке, иначе возрастает.
Теперь отвечаем на вопрос: найти наибольшее/наименьшее значение функции. Так как в точке 1 убывание меняется на возрастание, то в этой точке Min функции, то есть наименьшее значение. Найдем его, подставив 1 в уравнение функции 

ymin= 2*(1)2 - 4*1+5 = 2 – 4 + 5 = -2 + 5 = 3
Ответ: 3.
	9. Определите точки перегиба графика функции [image: http://nww13.narod.ru/vm1/Pic/2016473120056279710.gif].

	  Решение

	Первая производная заданной функции равна [image: http://nww13.narod.ru/vm1/Pic/1878473120056279730.gif]. Исследуя первую производную легко убедиться, что функция имеет минимум в точке где x=0, решив предварительно уравнение  f ’(x) = 0.
Теперь вычислим вторую производную
[image: http://nww13.narod.ru/vm1/Pic/4526473120056279750.gif]
и исследуем ее. Вторая производная меняет знак в точках [image: http://nww13.narod.ru/vm1/Pic/1024473120056279780.gif]. По знаку второй производной [image: http://nww13.narod.ru/vm1/Pic/732473120056279790.gif] можно выяснить характер выпуклости функции.
	[image: http://nww13.narod.ru/vm1/Pic/27488473120056281200.gif]

	


Из рисунка видно, что функция имеет две точки перегиба [image: http://nww13.narod.ru/vm1/Pic/1252473120056279880.gif]. На рисунке  показан график заданной функции.

	

	10. Исследуйте характер выпуклости графика функции [image: http://nww13.narod.ru/vm1/Pic/1334473120056283400.gif] и найдите точки перегиба.

	  Решение

	Поскольку первая производная функции [image: http://nww13.narod.ru/vm1/Pic/2974473120056283410.gif] всюду положительна, то функция возрастает при всех значениях [image: http://nww13.narod.ru/vm1/Pic/634473120056283430.gif].
	[image: http://nww13.narod.ru/vm1/Pic/15086473120056283440.gif]

	


Вычислим вторую производную [image: http://nww13.narod.ru/vm1/Pic/2886473120056283520.gif]. Вторая производная не существует при [image: http://nww13.narod.ru/vm1/Pic/992473120056283540.gif] и меняет знак в этой точке. Поскольку функция определена на всей числовой оси, то [image: http://nww13.narod.ru/vm1/Pic/992473120056283550.gif] - точка перегиба. График функции показан на рисунке выше.



Решите задачи:
1).  Найдите точки минимума/максимума функции.
	Номер ученика в списке журнала
	Функция

	1, 9, 17, 25
	y=x3-27x+26

	2, 10, 18, 26
	y=x3-7x2-5x+11

	3, 11, 19, 27
	y=-2x3+21x2+19

	4, 12, 20, 28
	y=2x3+x2-8x-7

	5, 13, 21, 29
	y=3x3-9x2+5x-2

	6, 14, 22, 30
	y=x3-2,5x2-2x-1

	7, 15, 23, 31
	y=x3-4x2+3x-6

	8, 16, 24, 32
	y=x3-8,5x2-9x+1


Примечание: если номер ученика нечетный, то найти максимум функции, если номер в журнале четный, то минимум функции.

2).  Найти промежутки монотонности функции, наибольшее или наименьшее значение функции.
Примечание: если номер ученика нечетный, то найти наименьшее значение функции, если номер в журнале четный, то наибольшее значение функции.

	Номер ученика в списке журнала
	Функция

	1, 9, 17, 25
	

	2, 10, 18, 26
	

	3, 11, 19, 27
	

	4, 12, 20, 28
	

	5, 13, 21, 29
	

	6, 14, 22, 30
	

	7, 15, 23, 31
	

	8, 16, 24, 32
	



3). 	Найти минимум/максимум функции:
а) 
б
в) 
4). 	Исследуйте на выпуклость функцию.
		Номер ученика в списке журнала
	Функция

	1, 9, 17, 25
	

	2, 10, 18, 26
	

	3, 11, 19, 27
	

	4, 12, 20, 28
	

	5, 13, 21, 29
	

	6, 14, 22, 30
	

	7, 15, 23, 31
	

	8, 16, 24, 32
	


5).  Найти точки перегиба функции
		Номер ученика в списке журнала
	Функция

	1, 9, 17, 25
	

	2, 10, 18, 26
	

	3, 11, 19, 27
	

	4, 12, 20, 28
	

	5, 13, 21, 29
	

	6, 14, 22, 30
	

	7, 15, 23, 31
	

	8, 16, 24, 32
	


6).  Исследовать функцию на точки минимума/максимума, выпуклость, наибольшее/наименьшее значение функции, точки разрыва.



Методические указания по самостоятельной работе по теме «Первообразная и интегралы»
[bookmark: SECTION0002200000000000000000]Неопределённый интеграл и таблица неопределённых интегралов 
Определение   Пусть   -- функция, заданная на объединении интервалов вещественной оси. Набор всех первообразных для  называется неопределённым интегралом от и обозначается . Операция нахождения неопределённого интеграла по заданной функции называется интегрированием этой функции; найти неопределённый интеграл означает проинтегрировать данную функцию. Функция , записанная после знака интеграла (или, как часто говорят, под знаком интеграла), называется подынтегральной функцией.     

















       Функция  называется первообразной  функции  , если  . Так, для функции  первообразной будет функция , так как  . Но первообразными будут также функции  , так как производные от этих функций совпадают с  . Таким образом, если функция   имеет первообразную , то она имеет бесконечно много первообразных вида , где  . Множество всех первообразных для  иначе называется неопределенным интегралом  от функции  и обозначается символом . Итак, . Например,                    .



      Теорема существования:  всякая непрерывная в промежутке   функция  имеет на этом  промежутке первообразную .
Свойства неопределенного интеграла




     1. .          2. .         3. .    


     4. . 5. .

Таблица неопределенных интегралов


1.  .                   5. .


2. .                                         6. .   


3. .                                      7. .


4.  .                                       8.  .   


9. .                              11. .


10. .                                12. .

      Фактически 10 первых табличных интегралов могут быть получены из таблицы производных, читаемой справа налево. Здесь u  может быть как  независимой переменной, так  и  дифференцируемой  функцией  от  х:  , С – произвольное
число.
      Кроме этих 12 интегралов желательно знать наизусть несколько легко вычисляемых интегралов.


1. .                                    4. .  


2. .                              5. .         


3. .                 6. .
      При вычислении интегралов они сводятся к одному или нескольким табличным с помощью методов интегрирования. При этом произвольная постоянная ставится после последнего взятого интеграла.
Интегрирование по частям





       Если  - дифференцируемые функции, то справедлива следующая формула интегрирования по частям:  . При нахождении    подынтегральное выражение    разбивают на два сомножителя  (u  и dv)  таким образом, чтобы вновь образованный интеграл    был табличным или сводился к табличному.
Замена переменной в неопределённом интеграле
(интегрирование подстановкой)
Пусть [image: Image223]. Тогда [image: Image224]. Здесь t(x) - дифференцируемая монотонная функция.
[image: Image0]Если в подынтегральной функции удаётся сразу заметить оба сомножителя, и f(t(x)), и [image: Image230], то замена переменной осуществляется подведением множителя [image: Image230]под знак дифференциала: [image: Image232], и задача сводится к вычислению интеграла [image: Image233].
Замену переменной можно осуществлять формальным сведением подынтегрального выражения к новой переменной. Так, в [image: Image245]имеет смысл перейти к переменной (сделать подстановку) t = sin x. Выражаем все множители подынтегрального выражения через переменную t: [image: Image246]; в результате [image: Image247][image: Image248](возвращаемся к исходной переменной) [image: Image249].
Определенный интеграл и его приложения










      Пусть функция   определена на отрезке . Разобьем этот отрезок произвольно на  n  частей точками  . В каждом из образовавшихся отрезков возьмем произвольную точку   и вычислим значение функции . Обозначив длину соответствующего отрезка    составим сумму  , которая называется  интегральной  суммой функции  на отрезке .


      Определение.  Предел интегральной суммы при условии, что число частичных отрезков неограниченно увеличивается, а длина наибольшего из них стремится к нулю, называется определенным интегралом от функции  на отрезке , 

                                    т. е. .


Заметим, чтобы существовал предел, т. е. чтобы существовал определенный интеграл, достаточно, чтобы подынтегральная функция  была на отрезке интегрирования  непрерывной.
Свойства определенного интеграла

      1. .

      2. .


      3. , где .


      4. Если , то  .



      5. Теорема об оценке определенного интеграла. Если  m - наименьшее, М – наибольшее значения  на , то    .






      6. Теорема о среднем  значении   на . Если  непрерывна на , то на этом отрезке существует такая точка , что   .






      7. Геометрический смысл определенного интеграла: если   , то  численно равен площади криволинейной трапеции, ограниченной графиком функции , отрезком  оси ОХ и прямыми  .
Формула Ньютона-Лейбница



      Чтобы вычислить определенный интеграл на отрезке   от непрерывной на этом отрезке функции  , надо найти первообразную этой функции с помощью неопределенного интеграла, а затем вычислить разность значений этой первообразной на верхнем и нижнем пределах интегрирования, т. е. следует воспользоваться формулой Ньютона-Лейбница:

                                                
Приложения определенного интеграла

1. Площадь плоской фигуры.
На основании свойства 7 определенного интеграла (см. его  геометрический смысл) площадь криволинейной трапеции вычисляется по формуле


                                         
                    У  

                                        
                                                                 х
                    О        а                    в 
[image: ]
[image: ]

МЕХАНИЧЕСКИЕ ПРИЛОЖЕНИЯ ОПРЕДЕЛЕННОГО 
ИНТЕГРАЛА
1. Работа переменной силы



Работа переменной силы, заданной функцией  и направленной вдоль оси на отрезке , равна интегралу: 

.
2. Вычисление пути пройденного точкой.
Путь, пройденный точкой при неравномерном движении по прямой с переменной скоростью s=f(t) за промежуток времени от t1 до t2 , вычисляется по формуле:


3. Вычисление силы давления жидкости.
Значение силы P давления жидкости на горизонтальную площадку зависит от глубины погружения x этой площадки, то есть от расстояния площадки до поверхности жидкости.
Сила давления (Н) на горизонтальную площадку вычисляется по формуле:
P = 9807 δSx, где δ – плотность жидкости, кг/м3; S – площадь площадки, м2; x – глубина погружения площадки, м. 
Если площадка, испытывающая давление жидкости не горизонтальна, то давление на нее различно на разных глубинах, следовательно, сила давления на площадку есть функция глубины ее погружения P(x).

Примеры решения задач:
1) Найти неопределенный интеграл функции:
Воспользуемся следующим свойством неопределённого интеграла:

                        , где  первообразная от функции f(ax+b).
                   и  таблицей основных интегралов.

       а) ,

       б) 

       в) 


Воспользуемся алгебраическим тождеством:                и правилами интегрирования 1 и 2.

  а) 

     

  б) 


      

        
Используем другие табличные данные для решения неопределенных интегралов:
 + C
 + C
2) Найти неопределенный интеграл методом замены переменной:




3) Найти определенный интеграл:

Обратите внимание, вторую часть решения лучше взять в скобки, так как по формуле Ньютона-Лейбница из верхнего предела вычитается нижний, где подстановку нижнего предела следует взять в скобки, тем самым ошибок в знаках удастся избежать. 
4) Скорость движения точки изменяется по закону V=(3t2+2t+1) м/с. Найдите путь пройденный точкой за 10 с от начала движения.
По условию f(t) = 3t2+2t+1, начало движения t1=0, t2=10. Используем формулу интеграла пути по времени:

Примечание: Если необходимо вычислить путь пройденный не с начала движения, то нижний предел изменится на это самое число. Например, можно вычислить путь, пройденный с 5 по 8 секунду.
5) Пружина в спокойном состоянии имеет длину 0,2 м. Сила в 50Н растягивает пружину на 0,01 м. Какую работу надо совершить, чтобы растянуть ее от 0,22 до 0,32 м?
Найдем коэффициент сжатия, для этого воспользуемся формулой F=kx, где F = 50H, x= 0,01м, k = F/x=50/0,01=5000 Н/м
Находим пределы интегрирования a = 0,22-0,2=0,02 (м), b=0,32-0,2=0,12 (м). Теперь используем формулу вычисления работы:

6) Пример нахождения площади фигуры ограниченной линиями находится выше.
Решите задачи:
1. Найдите неопределенный интеграл от функции:

	Номер ученика в списке журнала
	Функция f(x)=

	1, 9, 17, 25
	

	2, 10, 18, 26
	

	3, 11, 19, 27
	

	4, 12, 20, 28
	

	5, 13, 21, 29
	

	6, 14, 22, 30
	

	7, 15, 23, 31
	

	8, 16, 24, 32
	


Примечание: например для второго варианта пример выглядит вот так:

P.s. Воспользуйтесь формулами сокращенного умножения, чтобы раскрыть функцию.

2. Найдите неопределенный интеграл от функции:


	Номер ученика в списке журнала
	Функция f(x)=

	1, 9, 17, 25
	


	2, 10, 18, 26
	


	3, 11, 19, 27
	


	4, 12, 20, 28
	


	5, 13, 21, 29
	


	6, 14, 22, 30
	


	7, 15, 23, 31
	


	8, 16, 24, 32
	



3. Найти неопределенный интеграл от функции:
а)
Где n – номер ученика в журнале. Например, если номер 27, значит пример выглядит так:

б)  
	Номер ученика в списке журнала
	Интеграл

	1, 9, 17, 25
	


	2, 10, 18, 26
	


	3, 11, 19, 27
	


	4, 12, 20, 28
	


	5, 13, 21, 29
	


	6, 14, 22, 30
	


	7, 15, 23, 31
	


	8, 16, 24, 32
	




4. Найти определенный интеграл от функций:

	Номер ученика в списке журнала
	Функция f(x), пределы a, b.

	1, 9, 17, 25
	, a = 2 , b = 3.

	2, 10, 18, 26
	, a = 2 , b = 3.

	3, 11, 19, 27
	, a = 2 , b = 3.

	4, 12, 20, 28
	, a = 1 , b = 2.

	5, 13, 21, 29
	, a = 1 , b = 2.

	6, 14, 22, 30
	, a = 2 , b = 3.

	7, 15, 23, 31
	, a = 1 , b = 3.

	8, 16, 24, 32
	, a = 2 , b = 3.



5. Найти площадь фигуры ограниченной линиями:
;



Примечание: Так как не во всех функциях даны границы слева и справа, то вычислите точки, в которых функции пересекаются, эти точки и будут точками x. 
6. Найти площадь фигуры ограниченной линиями:
	Номер ученика в списке журнала
	Линии

	1, 9, 17, 25
	




	2, 10, 18, 26
	




	3, 11, 19, 27
	




	4, 12, 20, 28
	




	5, 13, 21, 29
	




	6, 14, 22, 30
	




	7, 15, 23, 31
	



	8, 16, 24, 32
	




7. Скорость движения точки изменяется по закону V=(9t2-2t+3) м/с. Найдите путь, пройденный точкой с a секунды до b секунды движения.
	Номер ученика в списке журнала
	a, b секунды

	Четный
	a = 3, b = 7

	Нечетный
	a = 4, b = 8


8. Пружина в спокойном состоянии имеет длину 0,5 м. Сила в 100Н растягивает пружину на 0,01 м. Какую работу надо совершить, чтобы растянуть ее от a до b м?
	Номер ученика в списке журнала
	a, b метров

	Четный
	a = 0,65, b = 0,75

	Нечетный
	a = 0,7, b = 0,8





[bookmark: MapleAutoBookmark149]Тема: «Измерения в геометрии».
Теоретический материал.
Объёмы многогранников 
	Объемы равных тел равны.  
Если тело разбито на несколько тел, не имеющих общих внутренних точек, то его объем равен сумме объемов этих тел.  
Отношение объемов подобных тел равно кубу коэффициента подобия.  
	 

	Объем призмы равен:  
произведению площади ее основания на высоту  
[image: V = `*`(S[0], `*`(H))] 
произведению площади ее перпендикулярного сечения на боковое ребро  
[image: V = `*`(`#msub(mi(] 
	[image: Image] 

	Объем пирамиды равен одной трети  произведения площади ее основания на высоту.  
[image: V = `+`(`*`(`/`(1, 3), `*`(S[0], `*`(H))))] 
	[image: Image] 

	Объемы призм (пирамид), имеющих равновеликие основания,  относятся как их высоты.  
Объемы призм (пирамид), имеющих равные высоты, относятся как площади их оснований.  
	 

	Объемы тетраэдров, имеющих общий  трехгранный угол, относятся как произведения  ребер, содержащих этот угол.  
	[image: Image] 

	Объем тетраэдра может быть найден по  формуле:  
[image: V = `+`(`*`(`/`(1, 6), `*`(a, `*`(b, `*`(c, `*`(sin, `*`(`ϕ`)))))))],  
где a и b — длины скрещивающихся ребер,  
с — расстояние между ними,  
ϕ — угол между ними. 
	[image: Image] 

	Объем усеченной пирамиды 
[image: V = `+`(`*`(`/`(1, 3), `*`(H, `*`(`+`(S[1], S[2], sqrt(`*`(S[1], `*`(S[2]))))))))] 
	[image: Image] 

	Объем многогранника можно получить, разбив его на не имеющие общих внутренних точек тетраэдры (триангуляция) и суммировав их объемы.  
	 

	Если в многогранник можно вписать шар, то объем многогранника равен:  
[image: V = `+`(`*`(`/`(1, 3), `*`(R, `*`(S[?>;=]))))],  
R — радиус вписанного шара,  
[image: S[?>;=]]—  площадь полной поверхности многогранника.  
	 



[bookmark: MapleAutoBookmark150]Объёмы тел вращения 
	Объем цилиндра  
	[image: V = `*`(Pi, `*`(`^`(R, 2), `*`(H)))] 

	Объем конуса  
	[image: V = `+`(`*`(`/`(1, 3), `*`(Pi, `*`(`^`(R, 2), `*`(H)))))] 

	Объем усеченного конуса  
	[image: V = `+`(`*`(`/`(1, 3), `*`(Pi, `*`(H, `*`(`+`(`*`(`^`(R, 2)), `*`(R, `*`(r)), `*`(`^`(r, 2))))))))] 

	Объем шара  
	[image: V = `+`(`*`(`/`(4, 3), `*`(Pi, `*`(`^`(R, 3)))))] 

	Объем шарового сегмента  
	[image: V = `*`(Pi, `*`(`^`(H, 2), `*`(`+`(R, `-`(`*`(`/`(1, 3), `*`(H)))))))] 

	Объем шарового сектора  
	[image: V = `+`(`*`(`/`(2, 3), `*`(Pi, `*`(`^`(R, 2), `*`(H)))))] 


 




Примеры решения задач:
1. Вычислить объем прямоугольного параллелепипеда длиной 6 м, шириной 4 м и высотой 8 м.
Решение. Так как длина, ширина и высота измеряются одной и той же единицей длины (м), то подставим их в формулу V=а*b*с и вычислим объем:
V = 6 * 4 * 8 = 192 (м3)
Ответ: 192 м3.
2. Основание пирамиды ABCD – равнобедренный треугольник АВС с основанием AB = 12 и боковой стороной 10. Найти объем пирамиды, если все боковые грани образуют с плоскостью основания двугранные углы в 450 .
Решение. Пусть CK – высота треугольника АВС (см. рис. 81), тогда из прямоугольного треугольника АСК имеем 
[image: ]
Так как все боковые грани образуют с плоскостью основания двугранные углы в 450, то основание О высоты DO пирамиды совпадает с центром окружности, вписанной в треугольник АВС, то есть OK = r , где r – радиус этой окружности. Радиус найдем по формуле
[image: ]
Так как угол OKD является линейным углом данного двугранного угла и угол OKD = 450 , то из треугольника OKD имеем OD = r = 3.

Объем пирамиды равен
[image: ]
Ответ: 48.
3. Найдите объем прямоугольного параллелепипеда, диагональ которого равна 14, периметр основания 20 и периметр меньшей боковой грани – 32.
[image: ]
4. Куб со стороной a имеет объем  V=18π. Найти объем шара, вписанного в данный куб. 
[image: ]
[image: ]
Задания для самостоятельной работы:
1) Стороны основания четырехугольной правильной пирамиды равны a см, боковые стороны b см. Найдите объем пирамиды.
	Номер ученика в списке журнала
	a, b

	1, 9, 17, 25
	a= 8, b=  

	2, 10, 18, 26
	a= 6, b= 

	3, 11, 19, 27
	a=, b= 

	4, 12, 20, 28
	a= , b= 

	5, 13, 21, 29
	a= , b= 

	6, 14, 22, 30
	a= , b= 12

	7, 15, 23, 31
	a= , b= 15

	8, 16, 24, 32
	a= , b= 13


2) В прямоугольном параллелепипеде ABCDA1B1C1D1 проведено сечение ABC1D1, проходящее через диагонали боковых параллельных граней AD1 и BC1. Площадь сечения = S1, AB = 10, высота равна h. Найдите объем прямоугольного параллелепипеда ABCDA1B1C1D1.
	Номер ученика в списке журнала
	S1, h

	1, 9, 17, 25
	S1 = 300,  h = 24

	2, 10, 18, 26
	S1 = 340,  h = 30

	3, 11, 19, 27
	S1 = 200,  h = 16

	4, 12, 20, 28
	S1 = 260,  h = 24

	5, 13, 21, 29
	S1 = 250,  h = 24

	6, 14, 22, 30
	S1 = 410,  h = 40

	7, 15, 23, 31
	S1 = 170,  h = 15

	8, 16, 24, 32
	S1 = 130,  h = 12


3) Сторона треугольной пирамиды, в основании которой лежит правильный треугольник, равна a, ее высота h. Вычислите, чему равен объем пирамиды.
	Номер ученика в списке журнала
	a, h

	1, 9, 17, 25
	a = 8, h = 70

	2, 10, 18, 26
	a = 6, h = 60

	3, 11, 19, 27
	a = 10, h = 35

	4, 12, 20, 28
	a = 12, h = 50

	5, 13, 21, 29
	a = 14, h = 20

	6, 14, 22, 30
	a = 16, h = 12

	7, 15, 23, 31
	a = 18, h = 10

	8, 16, 24, 32
	a = 20, h = 26


4) Площадь осевого сечения равностороннего цилиндра равна S. Найдите объем цилиндра.
	Номер ученика в списке журнала
	S =

	1, 9, 17, 25
	729

	2, 10, 18, 26
	484

	3, 11, 19, 27
	784

	4, 12, 20, 28
	523

	5, 13, 21, 29
	625

	6, 14, 22, 30
	576

	7, 15, 23, 31
	676

	8, 16, 24, 32
	441


Примечание: В ответе укажите значение площади в виде . Например, если получается 999, то в ответе следует написать 999. Будьте внимательны.
5) Шар вписан в цилиндр. Найдите объем цилиндра, если радиус шара равен R.
	Номер ученика в списке журнала
	R =

	1, 5, 9, 13, 17, 21, 25
	4

	2, 6, 10, 14, 18, 22, 26
	6

	3, 7, 11, 15, 19, 23, 27
	3

	4, 8, 12, 16, 20, 24, 28
	5


6) Цилиндр и конус имеют общую высоту и общее основание. Вычислите объем цилиндра, если объем конуса равен (40 - n) см3, где n – номер ученика в журнале.
7) Найдите объем многогранника (все двугранные углы прямые), изображенного на рисунке:

	Номер ученика в списке журнала
	Рисунок

	1, 5, 9, 13, 17, 21, 25
	


	2, 6, 10, 14, 18, 22, 26
	


	3, 7, 11, 15, 19, 23, 27
	


	4, 8, 12, 16, 20, 24, 28
	



8)  Найти объем части цилиндра, изображенного на рисунке.
	Номер ученика в списке журнала
	Рисунок

	1, 5, 9, 13, 17, 21, 25
	


	2, 6, 10, 14, 18, 22, 26
	


	3, 7, 11, 15, 19, 23, 27
	


	4, 8, 12, 16, 20, 24, 28
	





9) Внутри цилиндра диаметра d, с высотой h лежат две фигуры: конус и куб. Конус касается куба в точке пересечения его диагоналей. Известно, что центра основания конуса совпадает с центром верхнего основания цилиндра, а высота конуса равна половине высоты цилиндра. Диаметр конуса совпадает с высотой куба и составляет третью часть диаметра цилиндра. Найти объем фигуры, изображенной на рисунке, где из цилиндра вырезаны конус и куб.
[image: ]
	Номер ученика в списке журнала
	d, h

	1, 5, 9, 13, 17, 21, 25
	d = 30, h = 40

	2, 6, 10, 14, 18, 22, 26
	d = 12, h = 50

	3, 7, 11, 15, 19, 23, 27
	d = 18, h = 60

	4, 8, 12, 16, 20, 24, 28
	d = 24, h = 30


P.s. В ответе оставить выражение с .



Методические указания по выполнению самостоятельной работы по теме: «Элементы теории вероятностей»

Классическое определение вероятности
В теории вероятностей с каждым событием А связывается определенное число Р(А) – вероятность события А, отражающая степень объективной возможности этого события.

Классическое определение вероятности. Вероятностью появления события А называют отношение числа исходов, благоприятствующих наступлению этого события, к общему числу всех единственно возможных и несовместных элементарных исходов.
P(A) =  (1.1)
где N – число всех исходов; М – число исходов, благоприятствующих
наступлению события.
Свойства вероятности
1. Вероятность достоверного события равна 1.
2. Вероятность невозможного события равна 0.
3. Вероятность любого события есть число положительное, заключенные
между 0 и 1.
4. Сумма вероятностей противоположных событий равна 1, то есть
Р(А) + Р( А ) = 1.
Комбинаторикой называется область математики, в которой изучаются вопросы том, сколько различных соединений можно составить из элементов, принадлежащих заданному множеству. Иногда комбинаторику рассматривают как введение в теорию вероятностей, поскольку методы комбинаторики помогают осуществить подсчет числа возможных и
благоприятных исходов в разных конкретных случаях.
[image: ]
[image: ][image: ]
[image: ]
[image: ][image: ][image: ][image: ][image: ][image: ][image: ][image: ][image: ]
[image: ]
[image: ]



Решите задачи:
1) В урне N билетов. Из них M выигрышных. Какова вероятность того, что первый
вынутый билет окажется выигрышным?
[image: ]
2) В чемпионате мира по футболу 2010 в Южной Африке, участвовало 32 команды. Ниже представлен состав групп:
	Группа А
	 Группа В
	 Группа С
	 Группа D

	 [image: http://starol.org/wc2010/flag/rsa.gif] ЮАР
	 [image: http://starol.org/wc2010/flag/arg.gif] АРГЕНТИНА
	 [image: http://starol.org/wc2010/flag/eng.gif] АНГЛИЯ
	 [image: http://starol.org/wc2010/flag/ger.gif] ГЕРМАНИЯ

	 [image: http://starol.org/wc2010/flag/mex.gif] МЕКСИКА
	 [image: http://starol.org/wc2010/flag/kor.gif] ЮЖНАЯ КОРЕЯ
	 [image: http://starol.org/wc2010/flag/usa.gif] США
	 [image: http://starol.org/wc2010/flag/aus.gif] АВСТРАЛИЯ

	 [image: http://starol.org/wc2010/flag/uru.gif] УРУГВАЙ
	 [image: http://starol.org/wc2010/flag/nga.gif] НИГЕРИЯ
	 [image: http://starol.org/wc2010/flag/alg.gif] АЛЖИР
	 [image: http://starol.org/wc2010/flag/gha.gif] ГАНА

	 [image: http://starol.org/wc2010/flag/fra.gif] ФРАНЦИЯ
	 [image: http://starol.org/wc2010/flag/gre.gif] ГРЕЦИЯ
	 [image: http://starol.org/wc2010/flag/svn.gif] СЛОВЕНИЯ
	 [image: http://starol.org/wc2010/flag/srb.gif] СЕРБИЯ

	 Группа E
	 Группа F
	 Группа G
	 Группа H

	 [image: http://starol.org/wc2010/flag/ned.gif] ГОЛЛАНДИЯ
	 [image: http://starol.org/wc2010/flag/ita.gif] ИТАЛИЯ
	 [image: http://starol.org/wc2010/flag/bra.gif] БРАЗИЛИЯ
	 [image: http://starol.org/wc2010/flag/esp.gif] ИСПАНИЯ

	 [image: http://starol.org/wc2010/flag/jpn.gif] ЯПОНИЯ
	 [image: http://starol.org/wc2010/flag/nzl.gif] НОВАЯ ЗЕЛАНДИЯ
	 [image: http://starol.org/wc2010/flag/prk.gif] КНДР
	 [image: http://starol.org/wc2010/flag/hon.gif] ГОНДУРАС

	 [image: http://starol.org/wc2010/flag/cmr.gif] КАМЕРУН
	 [image: http://starol.org/wc2010/flag/par.gif] ПАРАГВАЙ
	 [image: http://starol.org/wc2010/flag/kot_d_ivu.gif] КОТ-Д'ИВУАР
	 [image: http://starol.org/wc2010/flag/chi.gif] ЧИЛИ

	 [image: http://starol.org/wc2010/flag/den.gif] ДАНИЯ
	 [image: http://starol.org/wc2010/flag/svk.gif] СЛОВАКИЯ
	 [image: http://starol.org/wc2010/flag/por.gif] ПОРТУГАЛИЯ
	 [image: http://starol.org/wc2010/flag/sui.gif] ШВЕЙЦАРИЯ


Найти вероятность события:
А) Победитель группы D представляет Европу;
Б) Победителем группы Е будет Япония;
В) Бразилия займет третье место в группе G;
Г) Испания и Швейцария не выйдут из группы H;
Д) Все представители Африки выходят из групп;
Е) Алжир занимает 4 место в группе C;
Ж) Датчане займут первое, японцы второе, голландцы третье, камерунцы четвертое место в группе E;

4) Три студента сдают экзамен. Предполагается, что события успешной сдачи экзамена студентами независимы и вероятности успешной сдачи равны р1, р2, р3. Какова
вероятность того, что:
а) хотя бы один студент экзамен не сдаст?
б) все три студента сдадут экзамен?
в) второй студент сдаст экзамен, два других не сдадут?
[image: ]
5) Найдите вероятность того, что наудачу взятое двузначное число окажется
кратным либо А, либо В, либо тому и другому одновременно.
[image: ]
6) Процент людей, купивших новое средство от головной боли после того, как увидели
его рекламу по телевидению, есть случайная величина, заданная таблицей:
	xi 

	0
	10
	20
	30
	40
	50

	pi 

	0,1
	0,2
	0,35
	0,2
	0,1
	0,05


А) убедитесь, что задан ряд распределения.
Б) Найти вероятность того, что более 20% людей откликнутся на рекламу.


Методические указания по выполнению самостоятельной работы по теме: «Элементы математической статистики».
Теоретический материал:[image: ][image: ]
[image: ][image: ][image: ]

[image: ][image: ]
[image: ][image: ]
[image: ][image: ][image: ][image: ]



[image: ][image: ][image: ]
[image: ][image: ]


Решение задач:
1) Найти по диаграмме:
Нечетный номер в журнале:
[image: ]
Четный номер в журнале:
[image: ]
2) Ответить на вопросы по диаграмме.
Нечетный номер в журнале:
[image: ]
Четный номер в журнале:
[image: ]
3) Используя табличные данные ответить на вопрос.
Нечетный номер в журнале:[image: ]
Четный номер в журнале:
[image: ]
4) Дан ряд чисел. Найдите среднее арифметическое, размах, моду, медиану, дисперсию. 
	Номер ученика в списке журнала
	Ряд чисел

	1, 9, 17, 25
	-32; 23; 40; 12; 36; -5; -17; 23; -6; 26

	2, 10, 18, 26
	22; -8; 14; 5; 35; 61; -50; -8; 1; 8

	3, 11, 19, 27
	48: -17; 14; -24; 4; -36; 3; 48; 5; 15

	4, 12, 20, 28
	29; -40; 32; -8; -9; 29; 4; 3; 29; 51

	5, 13, 21, 29
	-54; 14; -12; 32; 43; 8; 4; 14; 21; 20

	6, 14, 22, 30
	-33; 2; 41; -60; -8; 41; 34; 11; 23; 9

	7, 15, 23, 31
	24; 8; 20; -15; 31; 16; -22; -15; 19; 4

	8, 16, 24, 32
	-16; 25; -34; 2; 24; 8; 7; 25; 19; 20


5) Используя таблицу выполнить задание.
Нечетный номер в журнале:
[image: ]
Четный номер в журнале:
[image: ]


Методические указания по выполнению самостоятельной работы по теме:  «Уравнения».
1) Иррациональные уравнения.
Если в уравнении неизвестная величина содержится под знаком радикала, то такое уравнение называется иррациональным. Одним из способов решения таких уравнений в степень, равную показателю степеней корня. Если показатель чётный, то необходима проверка найденных решений.
Иррациональное уравнение имеет вид 
Основной метод решения иррациональных уравнений - метод уединение радикала 
1. При решении иррационального уравнения с радикалом четной степени: 
Проверка полученных решений (x1, x2, …) путем их подстановки в исходное уравнение: 
· если исходное уравнение превращается в верное равенство, то полученные значения являются корнями уравнения; 
· если исходное уравнение превращается в неверное равенство, то полученные значения являются посторонними корнями уравнения 
Введение ограничения на неизвестную в виде условия g(x)[image: http://uztest.ru/jsmath/jsMath/fonts/cmsy10/alpha/120/char15.png] 0: 
· условие неотрицательности правой части исходного уравнения, поскольку его левая часть по определению корней четной степени неотрицательна; 
· при введении ограничения на неизвестную величину исходного уравнения  сводится к решению системы 
2. При решении иррационального уравнения с радикалом нечетной степени возведение в нечетную степень правой и левой части уравнения всегда приводит к равносильному уравнению и потеря корней или их приобретения происходить не может. 

Примеры иррациональных уравнений и их решений:
[image: ]

Переносим  -x в правую часть

Возводим обе части уравнения во вторую степень


Приводим полученное равенство к квадратному уравнению



Далее можно выполнить проверку, подставив корни в исходное уравнение, либо выполнить ОДЗ:

Откуда видно, что 
Корень  не входит в ОДЗ, следовательно, ответ 8.
Ответ: 8

2) Показательные уравнения.
Показательными называются уравнения, содержащие искомую величину в
показателях степеней членов, входящих в уравнение.
I. Простейшие показательные уравнения:
ax = b, a > 0, b > 0, a ≠ 1, имеет решение x = loga b
II. По свойству степеней.
Если степени по одному и тому же основанию, отличного от 1, равны, то
показатели этих степеней тоже равны.
Примеры: 5x-6 = 515-2x ⇒ x-6 = 15-2x, x=7
III. Вынесение общего множителя за скобки
Пример: 5x+1 + 3*5x-1 – 6*5x + 10 = 0
5x* 51 + 3* 5x *5-1 – 6*5x = - 10
[image: ]
IV. Уравнения, приводимые к квадратным
а)
 [image: ]

б)
[image: ]
V. Различные основания степеней
[image: ]
При решении показательных уравнений выгодно использовать свойства степеней:
[image: ]
3) Тригонометрические уравнения.
При решении тригонометрических уравнений необходимо привести уравнение к виду: 
Тригонометрическая функция(выражение внутри функции) = число
Например, sin(3x)=1/2.
При решении тригонометрических уравнений следует помнить следующие формулы:
· [image:  \sin x = a.]
Если [image: |a|>1] — вещественных решений нет.
Если [image: |a| \leqslant 1] — решением является число вида [image: x=(-1)^n \arcsin a + \pi n;\ n \in \mathbb Z.]
· [image:  \cos x = a.]
Если [image: |a|>1] — вещественных решений нет.
Если [image: |a| \leqslant 1] — решением является число вида [image: x=\pm \arccos a + 2 \pi n;\ n \in \mathbb Z.]
· [image:  \operatorname{tg}\, x = a.]
Решением является число вида [image: x=\operatorname{arctg}\, a + \pi n;\ n \in \mathbb Z.]
· [image:  \operatorname{ctg}\, x = a.]
Решением является число вида [image: x=\operatorname{arcctg}\, a + \pi n;\ n \in \mathbb Z.]

Для синусов и косинусов, следует помнить особые случаи, когда формулы изменяются на:
[image: ][image: ]
Например:

Поделим обе части уравнения на 2: 	

Используем формулу для cos:	
Перенесем вправо - 
Поделим обе части на 2, оставим x без коэффициента      
Распишем знак 

4) Рациональные уравнения
Данных тип уравнения известен из 8-9 класса школьной программы.
Алгоритм решения рационального уравнения 
[image: Алгоритм решения рационального уравнения]
Решите уравнения:
1)  Решите рациональные уравнения:
	Номер ученика в списке журнала
	Уравнения

	1, 9, 17, 25
	[image: http://ftp.bti.secna.ru/education_/abiture/abitur/matem/image1630.gif]
[image: http://ftp.bti.secna.ru/education_/abiture/abitur/matem/image1567.gif]

	2, 10, 18, 26
	[image: http://ftp.bti.secna.ru/education_/abiture/abitur/matem/image1553.gif]
[image: http://ftp.bti.secna.ru/education_/abiture/abitur/matem/image1568.gif]

	3, 11, 19, 27
	[image: http://ftp.bti.secna.ru/education_/abiture/abitur/matem/image1554.gif]
[image: http://ftp.bti.secna.ru/education_/abiture/abitur/matem/image1567.gif]

	4, 12, 20, 28
	[image: http://ftp.bti.secna.ru/education_/abiture/abitur/matem/image1551.gif]
[image: http://ftp.bti.secna.ru/education_/abiture/abitur/matem/image1568.gif]

	5, 13, 21, 29
	[image: http://ftp.bti.secna.ru/education_/abiture/abitur/matem/image1575.gif]
[image: http://ftp.bti.secna.ru/education_/abiture/abitur/matem/image1567.gif]

	6, 14, 22, 30
	[image: http://ftp.bti.secna.ru/education_/abiture/abitur/matem/image1570.gif]
[image: http://ftp.bti.secna.ru/education_/abiture/abitur/matem/image1568.gif]

	7, 15, 23, 31
		[image: http://ftp.bti.secna.ru/education_/abiture/abitur/matem/image1572.gif]
[image: http://ftp.bti.secna.ru/education_/abiture/abitur/matem/image1567.gif]
	




	8, 16, 24, 32
	[image: http://ftp.bti.secna.ru/education_/abiture/abitur/matem/image1571.gif]
[image: http://ftp.bti.secna.ru/education_/abiture/abitur/matem/image1568.gif]


2) Решите показательные уравнения
	Номер ученика в списке журнала
	Уравнения

	1, 9, 17, 25
	








	2, 10, 18, 26
	








	3, 11, 19, 27
	








	4, 12, 20, 28
	








	5, 13, 21, 29
	








	6, 14, 22, 30
	








	7, 15, 23, 31
	








	8, 16, 24, 32
	









3) Решите иррациональные уравнения:
В этом задании уравнения разделены на 3 три уровня. Уровень 1 на оценку «3», уровень 2 на оценку «4», уровень 3 на оценку «5»
	Уровень 1
	Уровень 2
	Уровень 3

	
1) 
	
1)
	
1)

	
2) 
	
2)
	
2)

	
3)
	
3)
	
3)

	
4)
	
4)
	
4)

	
5)
	
5)
	
5)


4) Решите тригонометрические уравнения 
	Номер ученика в списке журнала
	Уравнения

	1, 9, 17, 25
	[image: ]



	2, 10, 18, 26
	




	3, 11, 19, 27
	




	4, 12, 20, 28
	




	5, 13, 21, 29
	




	6, 14, 22, 30
	




	7, 15, 23, 31
	




	8, 16, 24, 32
	





5) Решите уравнения:




[image: ]


Методические указания по выполнению самостоятельной работы по теме: «Неравенства».

1) Рациональные неравенства.
Рациональное неравенство можно определить как неравенство, правая и левая части которого являются  рациональными функциями. По- другому рациональное неравенство можно определить как неравенство, имеющее один из следующих видов: R(x)>0, R(x)<0, R (x)≤0, R(x)≥0, где R(x)- рациональная функция.
Рациональные неравенства решаются методом интервалов. Пусть нам предстоит  решить рациональное неравенство R(x)^0, где ^- некоторый из знаков ≥‚≥‚<,>. Разложим числитель и знаменатель функции R(x) на множители двух типов: линейные и квадратичные с отрицательным дискриминантом.  Квадратичные множители  с отрицательным дискриминантом являются знакоопределенными (не меняют знака), а следовательно знак R(x) полностью зависит от знаков линейных множителей. Очевидно, что корень  линейного множителя разделяет числовую ось на два  участка, в одном из которых этот множитель знакоположителен, а в другом знакоотрицателен. Поэтому смена знака функции R(x) возможна только при переходе через корень того или иного линейного множителя. Отсюда становится понятной предлагаемая процедура решения рациональных неравенств. Надо нанести на числовую ось все корни линейных множителей, а затем, двигаясь по числовой оси, отмечать знак функции R(x) на различных участках, следя за возможной сменой знака функции R(x) при переходе через корни линейных множителей. Затем, уже определив знаки R(x) на различных участках, следует обратить внимание на то, входят ли граничные точки (точки, которые разделяют участки) в ответ.


2) Показательные неравенства.
[image: ]
[image: ]
3) Логарифмические неравенства.
[image: ]

[image: ]
[image: ]
[image: ]
4) Тригонометрические неравенства.
Решение неравенств, содержащих тригонометрические функции, сводится, как правило, к решению простейших неравенств вида sin t > a, cos t [image: http://shkola.lv/goods/ymk/algebra/work7/recomend/16/mr.gif]a, tg t [image: http://shkola.lv/goods/ymk/algebra/work7/recomend/16/br.gif]a и т.п.
Простейшие тригонометрические уравнения решаются при помощи единичной окружности или графика соответствующей тригонометрической функции.
Следует обратить внимание на область определения функций у= tg t : решения нестрогих неравенств не всегда получаются из решений соответствующих строгих неравенств просто заменой знаков > и < на знаки [image: http://shkola.lv/goods/ymk/algebra/work7/recomend/16/mr.gif] и [image: http://shkola.lv/goods/ymk/algebra/work7/recomend/16/br.gif].
Рассмотрим на примерах способы решений тригонометрических неравенств.
1.Решить неравенство cos x [image: http://shkola.lv/goods/ymk/algebra/work7/recomend/16/mr.gif] 1/2.
Решение: Абсциссу, не большую 1/2, имеют все точки дуги М1ММ2 единичной окружности (см. рисунок).
[image: http://shkola.lv/goods/ymk/algebra/work7/recomend/16/40.gif]
Поэтому решениями неравенства cos x [image: http://shkola.lv/goods/ymk/algebra/work7/recomend/16/mr.gif] 1/2 являются числа х, принадлежащие промежутку [image: http://shkola.lv/goods/ymk/algebra/work7/recomend/16/pi.gif]/3 [image: http://shkola.lv/goods/ymk/algebra/work7/recomend/16/mr.gif] х [image: http://shkola.lv/goods/ymk/algebra/work7/recomend/16/mr.gif] 5[image: http://shkola.lv/goods/ymk/algebra/work7/recomend/16/pi.gif]/3. Все решения данного неравенства – множество отрезков 
[[image: http://shkola.lv/goods/ymk/algebra/work7/recomend/16/pi.gif]/3 +2[image: http://shkola.lv/goods/ymk/algebra/work7/recomend/16/pi.gif]n ; 5[image: http://shkola.lv/goods/ymk/algebra/work7/recomend/16/pi.gif]/3+2[image: http://shkola.lv/goods/ymk/algebra/work7/recomend/16/pi.gif]n ], n [image: http://shkola.lv/goods/ymk/algebra/work7/recomend/16/e.gif] Z.
Ответ: [[image: http://shkola.lv/goods/ymk/algebra/work7/recomend/16/pi.gif]/3 +2[image: http://shkola.lv/goods/ymk/algebra/work7/recomend/16/pi.gif]n ; 5[image: http://shkola.lv/goods/ymk/algebra/work7/recomend/16/pi.gif]/3+2[image: http://shkola.lv/goods/ymk/algebra/work7/recomend/16/pi.gif]n ], n [image: http://shkola.lv/goods/ymk/algebra/work7/recomend/16/e.gif] Z.
2.Решить неравенство tg x > 1.
Решение: Построим графики функций у = tg x и у = 1.
[image: http://shkola.lv/goods/ymk/algebra/work7/recomend/16/41.gif]
Рисунок показывает, что график функции у = tg x лежит выше прямой у=1 на промежутке ([image: http://shkola.lv/goods/ymk/algebra/work7/recomend/16/pi.gif]/4;[image: http://shkola.lv/goods/ymk/algebra/work7/recomend/16/pi.gif]/2), а также на промежутках, полученных сдвигами его на[image: http://shkola.lv/goods/ymk/algebra/work7/recomend/16/pi.gif]n, где n [image: http://shkola.lv/goods/ymk/algebra/work7/recomend/16/e.gif] Z.
Ответ: ([image: http://shkola.lv/goods/ymk/algebra/work7/recomend/16/pi.gif]/4+[image: http://shkola.lv/goods/ymk/algebra/work7/recomend/16/pi.gif]n ; [image: http://shkola.lv/goods/ymk/algebra/work7/recomend/16/pi.gif]/2 +[image: http://shkola.lv/goods/ymk/algebra/work7/recomend/16/pi.gif]n ), где n [image: http://shkola.lv/goods/ymk/algebra/work7/recomend/16/e.gif] Z.
Решите неравенства:
1) Решите рациональные неравенства:
	Номер ученика в списке журнала
	Неравенства

	Нечетный
	






	Четный
	







2) Решить рациональное неравенство
[image: ]
3) Решите показательные неравенства:
	Номер ученика в списке журнала
	Неравенства

	Нечетный
	

;;

;



	Четный
	

;;

;




4) Решите логарифмические неравенства:
	Номер ученика в списке журнала
	Неравенства

	Нечетный
	






	Четный
	







5) Решите тригонометрические неравенства:
	Номер ученика в списке журнала
	Неравенства

	Нечетный
	[image: ]



	Четный
	








Демовариант экзамена за 1 курс
1 вариант
1) Маша отправила SMS-сообщения с новогодними поздравлениями своим 16 друзьям. Стоимость одного SMS-сообщения 1 рубль 30 копеек. Перед отправкой сообщения на счету у Маши было 30 рублей. Сколько рублей останется у Маши после отправки всех сообщений?
2)  
	На рисунке жирными точками показано суточное количество осадков, выпадавших в Мурманске с 7 по 22 ноября 1995 года. По горизонтали указываются числа месяца, по вертикали – количество осадков, выпавших в соответствующий день, в миллиметрах. Для наглядности жирные точки на рисунке соединены линией. Определите по рисунку, сколько дней из данного периода выпадало менее 3 миллиметров осадков. 




3) Вычислите:


4)  
	Для того, чтобы связать свитер, хозяйке нужно 400 граммов шерстяной пряжи синего цвета. Можно купить синюю пряжу по цене 60 рублей за 50 граммов, а можно купить неокрашенную пряжу по цене 50 рублей за 50 граммов и окрасить её. Один пакетик краски стоит 10 рублей и рассчитан на окраску 200 граммов пряжи. Какой вариант покупки дешевле? В ответ напишите, сколько рублей будет стоить эта покупка. 


5) 

6) 

7) Решите уравнение:

8) 
Функция y=f(x) задана графиком. Укажите:
9) Область определения и множество значений функции.
10) При каких значениях x  f(x) > 0
11) Количество точек, где  f ’(x) = 0
12) Вычислите  f(-1)+2*f(1)-f(4)-2014*f(5)

13)    
	 Научная конференция проводится в 5 дней. Всего запланировано 75 докладов – первые три дня по 17 докладов, остальные распределены поровну между четвертым и пятым днями. Порядок докладов определяется жеребьёвкой. Какова вероятность, что доклад профессора М. окажется запланированным на последний день конференции? 


14) Найдите производную функции:

15)  

16)  Решить уравнение:

17) Решить уравнение:

18) 
Дополнительная часть
19) 

20) 
21) Решите систему уравнений:

22) Решите уравнение:





2 вариант
1) При оплате услуг через платежный терминал взимается комиссия 5%. Терминал принимает суммы кратные 10 рублям. Аня хочет положить на счет своего мобильного телефона не меньше 300 рублей. Какую минимальную сумму она должна положить в приемное устройство данного терминала?
	На рисунке изображен график осадков в г.Калининграде с 4 по 10 февраля 1974 г. На оси абсцисс откладываются дни, на оси ординат – осадки в мм. 
Определите по рисунку, сколько дней из данного периода выпадало от 2 до 8 мм осадков. 


2)  



3) Вычислите:  
                                     
4)  
	При строительстве сельского дома можно использовать один из двух типов фундамента: каменный или бетонный. Для каменного фундамента необходимо 9 тонн природного камня и 9 мешков цемента. Для бетонного фундамента необходимо 7 тонн щебня и 50 мешков цемента. Тонна камня стоит 1600 рублей, щебень стоит 780 рублей за тонну, а мешок цемента стоит 230 рублей. Сколько рублей будет стоить материал для фундамента, если выбрать наиболее дешевый вариант? 


5) 

6)  Вычислите 
7) Решите уравнение:

8) 


Функция y=f(x) задана графиком. Укажите:
9) Количество промежутков возрастания и область определения функции.
10) При каких значениях x  f(x) > 2
11) Количество точек, где f ’(x) = 0
12) Вычислите f(-2)+2014*f(0)+f(2)-f(1)


13)  
	 Конкурс исполнителей проводится в 5 дней. Всего заявлено 80 выступлений – по одному от каждой страны. В первый день 8 выступлений, остальные распределены поровну между оставшимися днями. Порядок выступлений определяется жеребьёвкой. Какова вероятность, что выступление представителя России состоится в третий день конкурса? 


14) Найдите производную функции

15) 

16) Решить уравнение:

17) Решить уравнение:

18) 

Дополнительная часть
19) 

20) 
В прямоугольном параллелепипеде стороны основания равны 12 см и 5 см. Диагональ параллелепипеда образует с плоскостью основания угол в . Найдите боковое ребро параллелепипеда.
21) Решите систему уравнений:
 
22) Решите уравнение:
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pudeckne pasmepbl, HanpsXXeHna U MHoroe gpyroe. Bce oHM aABnaroTCA
pe3ynbTaToM NPAMOro UM KOCBEHHOIO U3MEPEHNA 1 B NpUHLMUNE U3BECT-
Hbl MWLLL C HEKOTOPOI TOYHOCTLIO. B aToM cryyae o “ToyHoM”' 3HauyeHuu
BOOOLLE rOBOPUTL HEMNb34. TakMMm BenMYMHaMm ectecTBeHHee Obino Obl co-
NOCTaBNATb UHTEPBAN AEUCTBUTENbLHbLIX Yncen. OgHako NPUHATO U B 3TOM
criydae B pacdeTax UCnonb3oBaTb NPUONMXKEHHOE 3Ha4YeHune, paccMmaTpu-
Bad €ro Kak OEeUCTBUTENbHOE YUCMO, a TOYHOCTb XapaKTepusoBaTb MNO-
PELLHOCTBIO A.

OmHocumesibHOU no2pewHOCMbHK, YacTO BbipaaeMon B MNpPo-
LLleHTaX, Ha3bIiBaKT BENMUYNHY O(a) TaKylo, UTO
a— A

a
OTHocuTenbHas NOorpeLlHoOCTb bornee nomnHo XapaKTepun3yetT CrterneHb 1To4-

<o(a).

HOCTU MPUONMXKEHHOrO YMcra, MOCKOMbKY MOXHO CpaBHMBATb TOYHOCTb
3a4aHNAa BENMUYUH, KaK CYLLLECTBEHHO pasnunyaroLlmxcs rno nopagky, TakK U
Bblpa)XXeHHbIX B pa3HbIX egnHuLax namepeHuns.

BepHble U COMHUMeNIbHbLIe UUPPpbI. 3Ha4yallyro LNdpy Ha3bl-
BalOT 6ePHOU 8 Y3KOM CMbicsie, ecnun abconTHas MOrpewHoCcTb
yucna He npesblwaeT 1/2 eguHUUbl paspaga, COOTBETCTBYHOLLEro 3TOW
Lndppe.

Hanpumep, a =9348; A(a) = 195;

9348 =9*10°+3*10°+ 4 *10" + 8 *10.

NMveem A (a) = 15> 5 u A(a) = 15 < 50; cnepoBaTenbHO, BEPHbIE
LUndopbl B y3koM cMmbicnie 9, 3 n 4. 3Havallyro Lumdpy HasbiBalOT eepHOU 8
WuUpoKoM cMbiciie?, ecnn abBconoTHasd NOrpeLlHoCTb YMcra He npe-
BbiLLAET eauHuLbl paspsna, COOTBETCTBYHLero atou uudpe. Lndpsl,
cToswue B bonee mnaglumnx paspsgax, HasblBaloT COMHUMesIbHbIMU.

OkpyaneHue. 3aMeHy 4yucna Ha ONU3KOEe MO 3HAYEHU, HO UMEID-

1] 7

' Kak Mbl rOBOpMM O TOYHOM 3Ha4YeHun Yucna “nu” unu vymcna “e”.
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HOro 3HaveHust A U NpUONMXEHHOro a, XapakTtepusyeT abcosiromHas
nozpewHocms, A(a).
Afa)=|A-a |.

Ha npakTuke BMecTo abContoTHOW MOrpeLlHoOCTU, KoTopasa OObIYHO
HEN3BECTHA, UCMNONb3ylT rMpedesibHYyrO abconromHyr0 nozapeul-
HoCcmb, A,

|A-a | <A,

NPUYEeM CNoBO npedesibHas ANAa KpaTKOCTWU OnycKatoT, YTo byaem genathb
B JalnbHeWWeM N Mbl. ECnn Hac MHTepecyeT TOYHOCTb YXXe NpoBeneEHHOro
pacyeTa, TO 3a A OepyT 4YMCrIo, KOTOPOE BO3MOXHO Onmxe K “MCTUHHOWN
NorpeLwHoCcTn. HasbiBaloT 3TO oueHkolu noepewHocmu. OueHKka no-
rPELUHOCTUN MOXET ObITb rpyboin nnm donee To4yHOW. [MOrpeLHOCTL MOXET
ObITb 3agjaHa 3apaHee, Torga BbIMUCIEHME MNPOBOAUTCA TaK, 4TOObI 3TO
HEpPaBEHCTBO BbIMNOSTHAMNOCSH.

NHdopmaumio 0 ToM, YTO a aBndaeTcs NpUbnmXeHHbIM 3HaYEeHUEM
yucrna A ¢ abcosiromHolU noepewHocmbo A, MPUHATO 3aMNUCbIBaTh B
BUaE

A=azx A,

yucrnaaum A 3anncbiBaloTCd C 0OAMHAKOBbIM KONMMYECTBOM 3HaKOB nocne

3anaToun.

_( o >_

o—/A o -+

Hanpumep, A =1.125+0.005, unu A = 1.125+ 5 *10™° , 03HayaeT, 4To

1.125-0.005 < A< 1.125 + 0.005.
Takum obpasom, BenudnHe A conoctaeBnsetca uHTepBan (1.120,

1.130).
B NWHXEHEPHDbIE PacCyHeTbl BXOOAT U BEJINYHNHDI, Bblpa>XakOLLUE HEKO-

TOPbIE XapPaKTEPUCTUKIN pPeEAalibHbIX 0OBEKTOB: MacCCbl, CUJ1bl TOKa, reomeT-
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TIpmep 2.3. TIpas ierie AKIHOHEPHOTO OGIECTBA BEIGHPACT i3 10 KARAMIATOB Tpex
4eT0BEK HA OMHAKOBBIC OTKHOCTH. CKOTBKO BCCBOSMOKHBIX TPYIII [0 TPH IETOBEKA MOKHO

cocTaBuTb 13 10 KarIHIaTOB?
10!

37 -

Pewenue. N=Cj, = 120
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Ocnosante npasmaa KoMGEEATOPEKE

TIPABHI0 CyMMBI: CCl OGBEKT @ MOKET GBITh BBIGPAEH M CIOCOBAMIL, 2 05BEKT b
MOKET GBITS BBIGPAH APYTHMH 1 CIOCOGAMIL, TO BEIGOP OXHOTO 3meMerTa a mm b s
OB BeAMHERHOI COBOKYIHOCTH MOKET GBITh OCYIIECTBICH M-+ CIOCOBAMIL.

Tipamep 2.4. neeres 20 msaemuit mepsoro copra i 30 m3emii BToporo copra.
HeoGX0mMoO BEIGPATS 1BA H3EMNA OTHOTO copTa. CKOTBKO CHIOCOGOB BRIG0PA ABYX M3 Xemmit
BOIMOKHO B JAHHOI CHIYAIIN, SCIH YINTHBACTCA TOPAIOK BRIGOPA M3,

Pewenue. TIyets N — 910 C1I0COGOB BHIGPATS B H3IETIA MePBOTO cOpTa, M -
HETO CIOCOGOB BEIGPATE 1BA H3XETHA BTOPOTO COPTA.

N=43, 2% 0*19-350, M=4 =39 j9+30=g70,

18 28!

N+ M =380 +870 = 1250.

TIpaBHI0 NPOH3BEXEHMs: CCTH OGBEKT A MOKET GBITh BEIOPAH M CIOCOBAMI I OCTE
KAAI0T0 TAKOTO BEIGOPA 0GBEKT b MOKET GEITS BEIGPAH N CIIOCOBAMIL TO BEIGOP IAPHI 0GBEKTOB
211 b B YKA3AHHOM MOPATKE MOAKET GBITb OCYMIECTEICH ™1 CIIOCOGAME.

TIpmvep 2.5. Haeetes 10 Gemsix 11 5 seprbix mapos. CKOTBKIMI CIOCOBAMI MOKHO
BHIGPATH 7 IAPO. YTOGE! CPEN HIIX GBUTH 3 TepHBIX?

Peuenue. TIyets N — 9r1e10 cIoco808 BBIGPATH TepHBIe Mmapst. a M — micao ciiocodon
BBIGpATs Gembie mapst, K — HCKOMOE KOTHTECTEO CIOCOG0B.
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HacroTa codbiTEA. CTaTHCTHTECKOE ONPeeTeHHe BEPOATHOCTH.

OTHOCHTebHOI TACTOTOM COBBITAS HATBEACTCA OTHOMEHIE THCTA HCMBITARMI m,
[IpH KOTOPBIX COGBITHE MOABAIOCS, K OBIIEMY TIHCTY IPOBEACHHBIX HCMBITARNH 1.

CTaTHCTHYECKOE OUPeIeeRTe BEPOSTHOCTH. BepoATHOCTEIO COGBITIA A HA3HBACT-
¢ TO HEH3BECTHO TETO P . OKOTO KOTOPOTO COCPEAOTATHBAIOTES SHATCHIA CTATHCTITCCKIX
ACTOT HACTYIICHII COGBITIA A IPH BO3PACTARMI THCTA HCMBITAHMH.

Tlyers | — MmO HCMBITARN, IPH IPOBEICHIN KOTOPBIX MOITIO NPOH3OHTH I He
IpomsOiTH codbrTie A, a k — HCTO HCMBITAIH, IPH IPOBEICHIIN KOTOPBIX COGBITIE A TPOM30-

k
1m0, OTHOmEHIE 7 HA3BIBACTCA CTATHCTHYECKON YACTOTOH coOBITHA A H 0603HAUACTCA
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k
B)=7
Tlpu zoeTaTouHo GoTsmon wmerte nembrranmit | P, (4) ~ P(A).

TIpmep 3.1. I3 1000 mpomsBo/bHO BEIGPAHHBLX AeTaneii IpHMEpHO 4 GpakyioTes.
CkolbKo GpaKOBAHHBIX OKakeTCA cpeant 2400 AeTancii (MpHOMITKeHHO)?
Peuenue. TIycTs A — coSbITHE. FTO BHOpARKAZ AeTas OpakosanHaz. Torza

P(A)=0.004. Ecant cpean 2400 AeTaneii X GpakoBaHKELX, TO

Xo ~0.004. orxyza x~10.
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TeomeTpmaeckas BepoSTHOCTE
TIyets ¢ BeposTHOCTBIO | TouKa Momazact & obacts D. Homatasie B 108yk0 TOUKY
obnacti D pasosepostso. Ilyers G D . KakoBa BepoATHOCTS TOF0, FT0 TOWKA HONAZET B
obnacts G?
TeoMeTpmIeckoli BepOSTHOCTBI0 COGHITI A HA3BIBACTCS OTHOMICHIE MepBI 0OTACTIL,
GIATONpPHATCTBYFOIel MOABICHIIO COBBITILA, K Mepe Beeii 06TaCTH.

P4)= %G
>
rae Sg - miomazs oéracti G. Sp - MIomazs o6tacta D.
TIpmvep 4.1. BUATIOHICT CTpeAeT B Mumes. MIICHD — Kpyr paziyea R =4 et
BHATIOUCT MONAZACT B MUIICHS ¢ BepoATHOCTSH0 1. Ilonaiarue B M06yIo TOTKY MUIICHH

pasHoBepoATHO. HeoGX0IMMO MoNacTs B kpyT pazmyea r =1 et
Sg _mrt _r 1

Pewenue. P(4)=2% ==

2D S, #R* R* 16
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JeficTBES HAZX COBBITHAME

Tlpomssexenmem AB (i nepecescnney A N B) 1syx codbrrmii A, B Hassisactes
COBBITHE, COCTOAIICE B COBMECTHOM MOABICHAM 1 cOBBITIA A, i cobsrTia B.

TIpmep 5.1. Onpeaemmns codITHe A KAk MHOKECTBO CTYACHTOB, CAABIIIX SHMHIOR
CeCCIio TOBKO Ha OTIMHO, @ COSBITHE B — KAK MHOKSCTBO CTYACHTOB, CIABIINX ICTHIOR
cecertio TosKo Ha oT1maHO. Tora npomssenchne AB — HOIMHOKSCTEO CTYACHTOB, CIABMIAX
Ha OTIIHO I SHMHIOK, 1 TETHIO CCCCII0.

Cymmoii A +B (m oSbeauserney AUB) syx codermmit A. B Hassmactes
COBBITHE, COCTOAMIEE B MOABICHMI XOTA G5l OTHOTO 3 HILX, T.¢. W A, Wik B, 1t odomx
BMecTe.

TIpmep 5.2. Ecmt coGermins A 1 B HMEIOT TOT e CMBICT. KAk i B Ipmyepe 5.1, To
cyaMa coBBITI A + B — HOIMHOKECTEO CTYACHTOB, CAABIIIX HA OTIHTHO MM TETHIOI, HIIl
SHMHIORO, HIIH 06E CECCHH.
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AKCHOMATH'IECKOE ONpee/IeHHe BepOATHOCTH.

Teopema c10menns BeposTROCTeH 1. BepOTHOCT CYMMBI IOTApHO

"HECOBMECTIMBIX COBBITHI PABHA CYMME BEPOATHOCTEI STHX COGBITIE.
P(A+B) =P(A) + P(B).

Teopema c10enms BeposTHOCTeH 2. BepOATHOCTS CYMMBI ABYX COOBITII pasHa

CyMME BepOATHOCTeH STIX COBBITH! 63 BEPOATHOCTI HX COBMECTHOrO IOABTCHIA. T.c.
P(A+B) =P(A) + P(B) — P(AB).
P(A+B+C)=P(A) + P(B) + P(C) — P(AB) — P(AC) — P(BC) —~ P(ABC).

TIpmyep 6.1. Ha BOCHRBIX YHCHIAX ICTIHK NOTYTIT 3aJAHAE (YHESTOKNTE) 3 PAIOM
PACTIOTOKCHHBIX CKTaa GOSNpHTacoB npoTHBHIKa. Ha Gopry cayoTeTa 0aHa GoMGa.
BepOATHOCTS MONAZAHI B IepBbLi CKIax MpmMepHo pasia 0.01, 5o BTopoii — 0,008, B Tpermii —
0,025. JTioGoe NONMAAHAE B Pe3yTBTATE ACTOHALINI BIZBIBACT B3PI i OCTATBHBIX CKAALOB.
KakoBa BePOATHOCTS TOTO, ¥T0 CKTA5! IPOTHBHAKA GYAYT YHITTOKCSH5I

Peurenue. O6osmami codsrria. ITycTs A — COGBITHE, ¥T0 CKTAT! YHHTTOKSHEL A —
COBBITIIE, TO ICTIHK TONAT B IepBELii CKTaZ, A) — COBBITH. STO TETHIK NOMAT BO BTOpoit
Kz, A — cOBBITHE, IT0 ICTIUK HOTAT BO BTOPO CKIaL.

P(A)=P(A;) + P(A2) + P(A3) = 0.01 + 0,008 + 0,025

.043.





image806.png
Caozxenme 0 yMHOzKeHIe BepOSTHOCTel

Teopema yMHOKeREs BepoSTHOCTeIH 1. BepOATHOCT COBMECTHOTO OABICHII TBYX.

"HE3ABHCHMBLX COGBITHI PABHA IPON3BEICHIIO BEPOATHOCTEH STIX COBBITIIL:
P(AB) = P(A) - P(B).

TIpmvep 1. B oxroii ypre HaxoaaTes 4 GeTbIX i § HepHBIX WAPO. B APYToii — 3 Gembrx
119 weprsix. U3 Kaxofi yps! Bbisyan o mapy. HallT BepoATHOCT Toro, wTo 06a mapa
OKaKyTCR GeTBIMIL

Peuenue. TIyets A — noABIeREE Geloro Wapa I3 Mepsoii YPHEL a B — mospaexme
Genoro mapa 13 BTopoit ypHst. CodbITiA A i B HesapHCmMBI.

41 31
PA)=1=5  PB=5=

11 1
PAB) = P(4) P(B) = == =0083.

Teopema yMEOKeHES BePOSTHOCTeIl 2. BEePOTHOCTS COBMECTHOTO TOABICHI ABYX
39BHCHMBIX COGBITII PABHA NPOM3BEICHIE OAKOrO H3 HUX Ha YCTOBHYIO BEPOATHOCTS BTOPOTO:
P(AB) = P(A) - Pa(B) = P(B) - Pa(A).
TIpmep 2. B smmke HaxoxmTes 12 XeTanei, 13 KoTopsix 8 cTamtapTHsLx. Padowmit
Gepet Hayzawy oxmy 3a Apyroii Ase AeTamis. HaliTit BepOATHOCTS TOTO, ¥T0 00¢ AeTATH
OKAKYTCA CTAHIAPTHEIMA.
Peutenue. TIycTs A — COSHITHIL, UT0 IlepBas B3ATax ACTATh CTARIAPTHaL, B — BTopas
BIATAA ACTATH CTAHAAPTHAA.
Codsirun A 1 B sasmcmsi.
27 _14_

P(4B) = P(A) P, (B) = T4y =5 = 0424
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BeposTHOCTE NOSIB/ICHAS XOTSI GBI OXHOro COGBITHS. BEPOATHOCT MOABICHIA XOTA
51 OAHOrO COBHITIA 3 1l HE3ABHCHMBIX B COBOKYNHOCTI COOBITII PaBHa pasoCTH Mexay 1 1t
NpOM3BEACHIEM BEpOATHOCTH COBBITHI, TPOTHBONOTOKHBIX IAHHBIM. T.c.

P(4)=1-P(&) P(L)-...- P(E,).

TIpmep 3. BepoATHOCTS TOTO, MT0 MOTPESHTENs YBILINT PEKIAMY ONPEAEICHHOTO
NpoayKTa o TeneBRICHIO pasia 0.04. BepoATHOCTS TOTO, IT0 NOTPEGHTEb YBIANT PEKIaMY
TOTo ke NPOAYKTA Ha PEKIAMHOM CTeRIe, pasHa 0.06. IpearonaracTes, To 06a COSBITI
HesaBuCIMBL. OTPESTHTS BEPOATHOCTS TOFO, STO HOTPEOHTETs YBILINT XOTA OBl OHY PEKIadMy

Pewenue. Tlyets codsrriic C — (IOTPESHTCTS YBITHT XOTA 551 OTHY peKIay». ITo
SHAUHT, IO NOTPEOHTEND YBIANT PEKIAMY [0 TENCBIACHIO MM Ha CTERIS, HIH 10
TeaeBuACHMIO 1 Ha cTerze. o MPABILTY ONpENETCHILA BEPOATHOCTH CYMMBI ABYX COOBITHIE
Haxozmi:

P(C) =1- P(4)P(B) = 1-0.96-0.94 = 0,0976.
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TIyeTs coGBITHE A MOKET HACTYIIHTS ¢ OXHIM H TOTBKO ¢ OTHIIM H3 HECOBMECTHELX
cobrrmii Hy.Hy.....H,. 00pasyiomix noasyso rpymy (TaKiie coGBITIA HAsBBARTER
ramoTesamm). Tora BEpOATHOCTE COGBITI A BEIMHCIACTEA Mo OpMYTE

P(4) = P(H,) Py, (A) + P(H,) Py, (4) + ..+ P(H, ) Py, (4).

KOTOPas HOGHT HA3BAHIE (OPMYTBI HOTHOI BePOATHOCTH.
BepostroeTn rimotes P(H;) b 5Toli opMyIe MPEATOTAraioTes H3BECTHEIMI 10 OMIBITA.
TIpmvep 1. 31aTeT5CTBO PASOCTATO PEKTAMHELE MATEPHATH Ha HOBBI YICOHIK 0

TeopHH BepoATHOCTeH, KoTopsie NoTywin 80% MPOGECCopos, THTARMIIX STOT KyPe B

PASTIHBIX yeGHBIX 3aBecHIAX. OTOSPATH STy KHIIY H IPUEATH ¢ A Ipenoasasia 30%

IpoGheCcopoB. MOy HBMAX peKTAMHBIE MaTepHaTsi n 10% e moTysmBmux mx. Uesy pasta

BEPOATHOCTS TOFO, IT0 CIyvaliHo BRIGPARHBIL podeccop Bysa IPHHAT STOT YHeOHIK 211

npentoxasarmu?

Peuenue. TIyeTs A — COGBITHE, FTO YieOHIK 0XOOPEH H IPHHAT K IPETIOIABAHIIO.
Tunotesa Hy — mpodeccop MOTyHmT pekTaMHELE MaTepHaTsl, rHmoTesa Hy — mpodeceop te
HOYHILT PEKTAMHBIC MATEPHATEL.

PH)=08. Pum(A)03

P(H2)=0.2, Pm(A)=0.1.
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P(A)=0.8-0.3 +0.2:0.1=0.24 + 0.02
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/lackpeTHbIe B HeNPePbIBAbIE CIYIANHbIE BeTHTHHBL
Beamriisa, KOTOpas B Pe3YIBTATE HCMBITARIA MOKET IPHHATS TO Ml HHOE SHATCHHE,

3aparee HEM3BECTHO. KAKOS HMEHHO, CHITACTCA CIyTaHO

Ciayaiifbie BETUMHHBL 1TATCA Ha TUCKPETHEIC I HEIPEPBIBHBIC CTyHAliHEE
BT,

1. luckpeTmoii (UpepriBHoii) cywaiimoii BeMMHROI HashBacTeA Takas ClyHaiinas
BTHAHHA, KOTOpAA IPHHAMACT KOHEHHOE I GECKOHEHHOE (CHCTHOE) THCI0 SHAUCHMIL, ¢
OMIPEACICHHBIME BEPOATHOCTAMIL.

OGosrauerne: X. Y. Z uta.

TIpmvep 1. Uico Mamii, NPOSTKARMIX 3a | ¥ 1epes HEKOTOPEL IEPEKPECTOK. MOX
BINAHIEM CTYHAlHEL OGCTOATETBCTE CCTh TUCKPETHAA CTyHaliHaz BETHTNEHA.

TIpmvep 2. Unico miceM, TOCTYNAMOIMIIX B HEKOTOPOS IOTTOBOE OTICTEHILS, &CTh
TcKpeTHAT cayaliKas BETMIHA,

CooTHOMERRE, YeTAHABIHBAMOMEE CBATS MEKIY OTICTBHBIMI BOSMOKHBIMI
SHAUCHIAMH CTyWal{HOM B HHBI I COOTBETCTBYIOMIMI HM BEPOATHOCTAMIL, HA3BIBACTCA
32KOHOM PACHpEXe/ICRIS AHCKPETHOM cIyTaiinoi Beamammbt. ETo MOKHO IPEICTABATS B
BIie TAGTHIEL

X x| x B X

i Pt P - Pa
Il mr060ft ARCKpETHOM cayualiRof e HEL

PP ttp, =R
=

JTackpeTaaz cTyuafiAz BETHTIHA MOKET GBITh 321aHA TpadIieeKI
MEoroyroasEmKoM (ToTnromon) pacnpeseenms (puc. 1)
Puc. 1. Tlouros pacnpeaetesus
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IIpamep 3. 3akoH pacnipeaeIeHn caydaiiHoil BeTmunHbl X NpelcTaBlIcH cleayrmei
Tabammett:

% 0 i 2 3
i 0.04 026 0.46 024
BEIMHCINTE CACAYIOMIE BEPOATHOCTI:

P(X>1). P(X<2). P(1<X<3).

Pewenue.

24=0.7.
.04+0.26+0.46=0.76.

P(1<X<3)=P(X=2)=0.46.
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Ne 1 |2 |3 |4 |5 |6 |7 (8 |9 |10 15
Bapu-

anma

P, |09]08[07[06]05[0a]03]02]01]09 04
P, |o08|o7]o06[05][04]03[02]01[09]08 03
P; |o7]06]05]04[03]02[01[09[08[07 02
Ne 20 |21 (2223 |24 |25 |26 |27 |28 |29

Bapu-

anma

P, |08|o7]06[05]04]03][02]01]09]08

P, |07]06[05[0a]03]02]01]09]08]0.7

P; |06]|05]04]03]02]01]09]08]07]06
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1. Pasmax, moga M meauaHa

TenepanbHble COBOKYIHOCTH M BBHIGODKHM CIYYaiHBIX BeJH-
YHH HHOrJa IPHXOAMTCA XapaKTepH30BaTh OAHHM YHCJIOM.
Ha npakTuke 5To GbIBaeT HeOGXOAMMO, HAIpPUMeD, AAA GBICTPO-
ro CPaBHeHHMSA JBYX WJIHM HECKOJbKHX COBOKYIHOCTeHl mo obiue-
My NPHM3HAKY.

PaccMOTPUM KOHKPETHBIH mpuMep.

Hwmerorcsa: 1) pacnpefeneHue ciayyailHON BeIMYMHBI X —
4MCJIA MPOYMTAHHBIX 38 KAHWKYJIBI KHUI JECATHIO JEBOUYKAMHK
no yacroraMm M (rabiuuma ciesa ); 2) pacnpejenenue no
4acToOTaM CHAyYyailHOW BEeJMUYMHBI Y — YMCJa NPOYMTAHHBIX 32
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KAaHUKYJBl KHHT JeBATHIO MaJbYMKAMH TOTO e Kiacca (Tabmm-
a cmpasa).

X |38 ]| 4 5 8 | 12 Y| 3| 4 5 6 7
3| 2 3 1 1 M| 2| 4 1 1 1
N=LM=10 N=IM=9

Hy»XHO CDaBHATh YHTATENbCKHE CIIOCOOHOCTH JeBOUEeK
M MaJbYMKOB BTOrO Kjacca. Korjia B COBOKYIHOCTH YHCIO die-
MeHTOB N HeGOJbIIOe, BCe 3HAYCHUS, KOTOPble OHH NPUHHMAIOT,
MOJKHO AJIA HATMJAAAHOCTH BBINNMCATHL B BUJIe YIIOPALOYEHHOIO pA-
Ja ynces — IOCAEAOBATENbHOCTH 3HAYEHHI CIy4yalHON BeIMYH-
HBl B IOpSAKe HX Bo3pacTanus. IIpu 9ToM KaxkJoe 3HAYeHHE
BBINIKCHIBAETCA CTOJIBKO pa3, KaKoBa ero 4acToTa B COBOKYIIHO-
cru. Hanpumep, sajanusle TabiunaMu pacupeeieHus BeTHYHH
X n Y MoryT 6BITh 3aIMCaHBI COOTBETCTBEHHO B BHJE CJeAyIO-
HX PAJOB:

3, 3 3 4, 4, 5 5 5 8 12 (¢Y]
3, 3 4, 4, 4, 4, 5 6, T (2)

Jlna cpaBHeHMs NPEAJIOXKEHHBIX COBOKYITHOCTEH MOTYT GhITH
HCIOJIB30BAHBI PA3/IMYHbIE XapAKTEPHCTHKH. [lepeuncanM HeKo-
TOpBIe W3 HHX.

Pasmax (o6osnavaerca R) — pasHuna Mexay HanboIbIIAM
¥ HAMMEHBIIMM 3HAYEHUAMH CJIYyYailHOW BeJMYMHBI.
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Tak, ans cosoxkynHoctu (1) R=13-3=10, a AnA COBOKYym-
HocTH (2) R=T7-3=4. MoxHO cKasaTh, 4T0 pa3bpoc B Kojmuye-
CTBE NPOYHMTAHHBIX KHHUI' Y JleBOYeK GO.YII:LUE, YeM y MaJIbYMKOB.

Moda (o6os3nayaror Mo) — HambGoJsee 4acTo BCTpevaloleecs
3HAYEHMe CAYYalHOM BeJTHYMHBI.
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Tak, B coBokynHocty (1) aABe Moasi: Mo, =3 u Mo,=5; B co-
BokynHocta (2) Mo=4 (cm. puc. 68). 3HaueHue 4 B COBOKyIN-
HocTH (2) BCTpeyaeTcs valle APYIHX. A €CIH ydYecTb, YTO pas-
Max COBOKYIHOCTH (2) MeHbIlle, YeM COBOKYNHOCTb (1), TO MO~
HO CKasaTh, 4TO BTOPas# COBOKYNHOCTh GoJiee OAHOPOAHAS
(paBHOMepHAas), 4eM mepBas.

Meduana (o6o3nauaior Me) — 3TO Tak Ha3bIBaeMoe cepe-
JAUHHOe 3HA4YEHHE YIOPAAOYEHHOTO DANa 3HAUEHME ciyuaid-
HOW BeNMUHMHBI.

B pany (1) uucao uneHoB fgecats (N=10) — ueTHoe umcio.
Ilns Hero MeAmaHa paBHA CPeAHEMY apHMMETHYECKOMY [ABYX
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AN AN
Mo, Mo, Mo
R—» R
Puc. 68
s, (N _10 _g)
IEeHTPAJbHBIX 3HAYEHMIt: 7_7_5 naroro (0HO paBHO 4)
" (%+ 1:6) — mecroro (0HO paBHO 5):
Me=415_4 5
2
B pazny (2) meuerHoe uuciao saeMenToB (N=9). Ero mexna-
Ha paBHA 3HAYEHMIO IIEHTPAIBLHOIO (%=9—?=5) — mAroro
uieHa psaja:
Me=4.

MoKHO CKAasaTh, YTO Me[MaHA AEJUT YIOPAZOYEHHBIH DAX
umces] HA /iBe PABHbIE 10 KOJHYECTBY OJIEMEHTOB YaCTH:
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3 3 3 4 4 5 5 5 8 12

MefuaHa

|
3 3 4 4@4 5 6 7

O coBoxynHocTH AeBouek (1) MOKHO CKasaTh, YTO OAHA IO~
JIOBMHA M3 HUX IpPOYMTAasa MeHblle 4,5 KHHUT, a Apyras IOJO-
BuHA — Gosbiue 4,5 KHUr. B coBokynHOCTH (2) OAHA MOJOBMHA
MaJb4YMKOB IpPOYMTaja He Goibllle 4 KHHI, & ADPYyras MOJOBH-
Ha — He MeHbIle 4 KHHT.

3anava 1. HaiiTn pasmax, MOJy M MeAuMaHy ciaeAyomei co-
BOKYITHOCTH:

-2,3,4-3,01,3,-2,-1,2,-2,1.
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0,142+0,045=0,187.
B kauecTBe BENUYNHLIL, oyeHU8ar weli abCcontoTHYH NOrpPeLUHOCTb (CM.
BbiLLE), BO3bMEM OKpYrneHHoe 00 o4HOU 3Havallen undopbl ee 3Ha4vYeHue.
A =0,2.
Takum obpasom,
y=156x0,2.
lToepew HOocmMmb npou3eedeHusi (OMHOWeEHUsI) nNpndnu-
XXEHHbIX 4Yncen. Ecnn nepemMHoXarTca ABa 4Ynucna a u b , UMetoLme no-
rpewHocTn A(a) u A(b), To npocton dpopmynbl Ana adbcontoTHOM NorpeLu-
HOCTU pe3ynbTaTa HeT. 3aTO0 OmHocuUmesibHble Mnoz2pewHocmu

COMHOXumesneu cknadbiearomcs, o(a-b) = o(a) + 0(b). AHanornu-

HO CKJ/ladblgearomcsi OomHocumesibHble rnoz2pewHocmu orne-
paHodoe u npu desieHuu (cMm., Hanpumep, [1]).

[Mpumep. Hanutm nponssepeHune ducen a; = 1,45+0.01, a, = 2,28+0,02 n aj
=1,12£0,01 n oueHUTL abCONMTHY U OTHOCUTESIBbHYIO MOrPELUHOCTU pe-
3ynbTaTa.

Bblumcnum HoMuHanbHoe® 3HadyeHue npousBedeHus, 1.45-2.28 - 1.12 =
3,70272, a Takke ero MmakcmmarnbHoe U MUHUMarbHoOEe 3Ha4YeHUda N UX pas-
HocTW. (1.45+0.01)(2.28+0.02)(1.12+0.01) = 3.79454.
(1.45+0.01)(2.28+0.02)(1.12+0.01) = 3.612384 . 3ameTum, 4YTO

BbIHNCITEHNA NMPOU3BOAATCA C COXPaHEHMEM BCEX 3HAYALLNX LI,I/ICbp.

Max — 3,79454 3,79454 3,70272
min — -3,612384 - 3,7/0272 - 3,612384
0,182156 0,09182 0,090336

[Tony4yaeTcd, 4YTO npousBeneHne nNpu N3MEHEHUU 3HAYEHUW COMHOXUTE-
new B npegenax WX MNOrpeLHOCTEN WU3IMEHAETCA B UHTepBane
(3.612384,3.79454). HomuHanbHOEe 3Ha4yeHne npousBefeHUsa, KOHEYHO,

NPUHALNEXNT 3TOMY UHTEPBAIlly. 3anuem pe3ylibTaTt B O0ObIYHOM BUOE a

> meeTcs B BUAY NPOU3BEAEHNE 3TUX COMHOXUTENEN, BbluUCreHHoe 6e3 yyeTa
UMEIOLLMXCA NMOTrPELLHOCTEN.
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} Banuinem NpeATOKeHHbIe 3HAUYEHUS B BHJE YIOPAAOYEHHOTO

pana yucen:
-8,-2,-2,-2,-1,0,1,1, 23,3, 4.

Pasmax R=4-(-3)=7, moga Mo=-2. Tak kak 4HCIO dJe-
MenToB N=12 — uyuClO ueTHOe, TO MeJMaHA DaBHA CDefHEMY
apudMeTHYECKOMY 3HAYEHMH IIECTOrO M CeAbMOr0 YJIEHOB
YHOPAAOYEHHOro pAfa YMCeN:

Me=0%1_0,5.

2

Orser. R=T7, Mo=-2, Me=0,5. <]

2. Cpennee 3nauenue
Cpednum 3HaueHweM ciyuaiiHOH BenwumHel X (0603Hauaer-
cs X) Ha3bIBAIOT cpefiHee apudMeTHUECKOe BCEX ee 3HAUYCHMH.

Ecau Bce 3Hauenus cayvaitasix seanuus X,, X,, ..., X, pas-
JTHYHBI, TO
7_ XitX,+...+X,
X=21"T2 T 3)
N
Ecau 3navenus cayuvaitHoit Benmumusl X, X,, ..., X, ume-
0T B COBOKYIHOCTH COOTBETCTBEHHO 4YacToTel M,, M,, ..., M,,

TO
T XM+ XM+ .. + XM,
X= M, +M,+ M, @

3nas, uto IM =N, dopmyay (4) MOKHO mepenucaTh B BUje

XM+ XM+ XM, @)
SLSmma e e ks,

>
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T_ XiM + XMy +...+ XM, -
X = T, @)
Bosspamasch K IPHMePY ¢ M3yYeHHEM YHTATEJbCKHX CIIO-

coGHOCTEH NeBOYEK M MaJbYMKOB KJjacca, HalZleM 1o dopmyie
(4) cpenHee 3HaYeHHe NMPEJIOXKEHHBIX COBOKYITHOCTEH:

X .8:8+4-2+45-3+8-1+12-1 _ 52 _
Xa= 3+2+3+1+1 10 52

X _ 3:2+4-4+45-1+6-1+7-1 _40 _
Xu= 2+4+1+1+1 g~

Tak xak X,>X,, MOXHO IOBODHTB, YTO 32 OJMH M TOT Xe
NPOMEXKYTOK BPEMEHHM [AeBOYKH KJacca B CPelHEM YHTAIOT 60Mb-
1le KHUT, YeM MAaJIbYUKH.

3amaua 2. Ha cOpeBHOBaHMAX MO (GHUIyPHOMY KaTaHHIO
2 ¢durypuctkn nmoayuymau (mo mecTubaNNbHON IIKAaNe) OLEHKH
cyJleit, npeAcTaBieHHble B Tabauie:
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Howmep Homep cyabn
Gurypersat {4 | 3 | 4 | 5 [ 6 | 7|8 |9
1 48|56 |49 (524749494847
2 51 (4250495051 ]50](51]50

Kortopas u3 GUIypHCTOK BBICTYNHIa Jydine?

} BanumeM B TaGIMIBI PaclpefesieHHe IO 4aCTOTaM OIEeHOK X

u Y, BBICTABJIEHHBIX COOTBETCTBEHHO NEpBOH M BTOPOH (urypu-
cTKaM:

X |4,7|48|49(52|56 Y | 42)49]50]51
2 2 3 1 1 M 1 1 4 3
IM=N=9 IM=N=9

Haiinem cpefiHee 3HaueHHe OIEHOK KAaXKJOH M3 QUIYPHCTOK:

% 4.7»2+4.8~2+4,9943+5,2- 1+5,6-1 =449,5:4_94,
_4,2:1+4,9- 1;5.0-4+5,1 -3 444403,
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Ilonyuaem X >Y, XOTA OY4EBHAHO, YTO y BTOPOH PUIYPHCTKH
mouTH Bee ouneHKH Gonbme 5,0, a y nepsoit — mensue 5,0. Ilpn
9TOM CpaBHEHHE B MO0JB3Y BTOPON (UIYPHCTKHM BBITJAAAT
HecnpaBeA uBeIM. TaKoil pe3yJbTaT MOJy4YeH, CKOpee BCEro, M-
33 HEOG'EKTHBHOCTH 2-TO CY[bH, 3aBBICHBIIETO 10 CPABHEHHIO C
OCTANbHBIMA CYAbSMHU OIEHKY NepBOi (GUIyPHCTKE W 3AHUIUB-
1Iero OUeHKY BTOpOM (urypmcrke.

Jins Gosblueil 06'5eKTHBHOCTH CPABHEHHS DE3yJLTATOB B MO
clelHAe TO/bl HA MeXAYHADOAHBIX CODeBHOBAHMAX M3 COBOKYII-
HOCTH GayyoB KakJoro Gurypucra orépachBaloT HauGosblee u
HauMeHblllee 3HAYEHHUHA.

ITocne or6pachiBanuMs HAMGONBIIEr0 M HAMMEHbBIIEro 3HaYe-
HHl U3 COBOKYNHOCTH 6ajjioB KaXJol QUIYDHCTKH MMeeM:

X 4T 1448:2449:5452:1 342 24,80,

_49- 1+5974+51 2 3511 5,01.
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Tak xak X'<Y’, cuuraeM, yTO BTOpas (PUIyPHCTKA BBICTY-
maja Jydine MepBOi. q
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Ecau B BbIGOpKE cpedHee 3HaUeHHe CYIIECTBEHHO OTJIHYAeT-
CA OT MOJbL, TO €ro HEPasyMHO BHLIGHPATH B Ka4yecTBe THIMYHO-
TO NMpPEeACTaBUTeNS COBOKYNHOCTH AaHHBIX (ueM Gonblue 3Have-
HHe MOObL OTIMYaeTcA OT cpedHezo, TeM «Gojnee HeCHMMeTpH-
4YeH» IOJHTOH YACTOT COBOKYIHOCTH).

Meduana nmeer CBOHCTBO, 3HAUMMOE AJA PEUIEHHS IPH-
KJafHbIX 3a/lau: CyMMa abGCOMIOTHBIX BEJMYMH OTKJIOHEHMiH oT
Hee SBJIAETCA AJNA DPACCMATPHBAEMON COBOKYNHOCTH MMHH-
MaJbHOM. 6
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OTKJIOHEHHME OT CPEeJHEero M JMCIepCHs

PACCMATPHBATOCH CPABHEHHME COBOKYNHOCTeH 3Haue-
HHH CIYy4YaWHON BeJMYHMHBI C MOMOINBIO IEHTPAJIbHBIX TEeHJeH-
nuit. IIpoaHanu3upyeM OJHY M3 CHTyaUuili, B KOTOPOil TaKoe
CpaBHEHHE BBIIOJIHUTH HEBO3MOMKHO.
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Ha MecTo TOKaps IpeTeHAyOT ABoe pabounx. JlIs Kamaoro
M3 HHX YCTAHOBHJIM HCHBITATEJBHBIA CDOK, B TeYeHHe KOTODOTO
OHH JOJIKHBI GBI H3TOTOBHTH OJMHAKOBHIE JeTanu. Peayibra-
Thl PaGOTHI IPETEH/IEHTOB IpeACTAaBJEHb B TabiuIe:

JneBHas BeIpaGoTKa
Henn nepenn
nepsoro pa6ouero (X) | Broporo pa6ouero (Y)
Touenensuux 52 61
Bropauk 54 40
Cpena 50 55
Yersepr 48 50
Iarauna 46 44
IX =250 1Y =250

Kaxxasiit m3 paGouux 3a 5 auneit marorosun 250 geraseit,
BHAYMT, CPeJHAA NPOMIBOAMUTENHHOCTH TPyAa 3a AeHb y 06OMX
pabounx OfMHAKOBAA:

=50 (mer./meHs).
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Moasl y mpeAnoKeHHbIX COBOKYIHOCTeH OTCYTCTBYIOT, & Me-
AuaHsl oguHakossle (50 u 50).

Bosuukaer Bonpoc: «Koro u3 sTux paGoyux NpeAnOYTHTE b
Hee B3ATH Ha PaboTy?» B AaHHOM ciyuae B KayecTBe KPHTEPHS
CpaBHeHHSA COBOKYHHOCTeﬁ MOXKeT BBICTYNaThb cmabuabHoCmb
NPOM3BOAUTENIBHOCTH TpyJAa puﬁoqero. Ee MoxHO OLleHUBATH
C NOMOIUBIO OTKJIOHEHHH OT CpeJlHero 3Ha4YeHHUs 3JJIEMEHTOB CO-
BOKYITHOCTH.

Ominonenuem om cpedrezo Ha3LIBAIOT PA3HOCTH MEXKAY pac-
CMAaTPHBAEMbIM 3HAYEHUEM CJIy4alHOH BEJMYMHBI ¥ CPeJHUM
3HAYEHHEM BCeil COBOKYIHOCTH.

Hanpumep, eciu 3HauyeHHe BeJnMYuHB X, =52, a 3HaueHHe
cpeanero X =50, To oTkjJ0oHeHHMe X, OT cpeAHero GyjAeT paBHO
X,-X=52-50=2.

OueBH/HO, OTKJIOHEHHE OT CPeJHEro MoXeT GBITh Kak I0JO-
JKUTEJbHBIM, TAK U OTPHUATEJbHBIM YHCJIOM. He'rpy}:mo noKa-
3aTh, 4YTO CyMMma OMKJIOHeHUll 6cex 3HA4eHUil co8oKynHocmu
om cpednezo 3Havenus pasHa nyaw. II09TOMY XapaKTepHCTUKON
CTaGMIBHOCTH 3JIEMEHTOB COBOKYITHOCTH MOJeT CAYXHUTh CYMMa
Keadpamos OmKAOHeHUiL om cpedHezo.




image862.png
Hanpuwmep, eciu 3HaueHHe BeJMYMHB X, =52, a 3HaueHHe
cpeasero X =50, To oTknoHeHne X, oT cpeAHero GyxeT paBHO
X,-X=52-50=2.

OueBH/IHO, OTKJIOHEHHE OT CPeJHEero MoXeT GbITh Kak I0J0o-
JKUTEJIbHBIM, TaK M OTPHIATEJbHBIM YHCJIOM. He'rpy}:mo noKa-
3aTh, 4YTO Cymma OMKJIOHeHUll 6cex 3HA4eHUil co8oKynHocmu
om cpednezo 3navenus pasra Hyxwo. [10dTOMy XapaKTepHCTHKOM
cTaGHUIBHOCTH BJIEMEHTOB COBOKYITHOCTH MOJKeT CAYXHUTb CYymMma
xaadpamos OmKAOHeHUllL om cpedHezo.
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U3 npeanosxkenHoit HuxKe TabAMIBI BUAHO, YTO Y BTOPOro pa-
Gouero cymMma KBaJPATOB OTKJOHEHHil OT CpeiHero Gojblie, YeM
y mepBoro paGouero:

(X -X)?<I(Y-Y).

3navenne Orknonenne Ksazparst
Tems caydaitHoi OT cpeaHero OTKJOHeHMit
BeJIMUMHED X=Y=50
Heflenn
X Y | X-X | Y-Y |(X-XP|(¥-YP
Tonenensrux 52 61 2 11 4 121
Bropauk 54 40 4 -10 16 100
Cpena 50 55 . o 5 0 25
Yersepr 48 50 -2 0 4 0
Martauna 46 44 -4 -6 16 36
Cymma 250 250 0 0 40 282
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Ha npaxkTuke 3TO 03HayaeT, 4YTO BTOPOH pabouyuil MMeeT He-
CTaGHIbHYIO TPOM3BOANTENLHOCTh TPYAA: B KAKHe-TO AHM PaGo-
TaeT He B IOJIHYIO CHJY, & B KAKHME-TO HABEPCTHIBAET YIyINeH-
HOe, YTO BCerZia CKA3bIBAETCA HA KauecTBe MpoAykunum. OueBna-
HO, uYTO paGoToAaTeNh IPEANOYTET B3ATH HA MECTO TOKAPSH
nepBoro pa6oyero (y KOTOPOro CyMMa KBafPATOB OTKJIOHEHHIt OT
cpefiHeil MPOM3BOAMTEIBHOCTH MEHbILE).

Ecau 661 pa6oune paGoTasu pasHoe KOJHYECTBO AHEH M MpPO-
M3BeJIH B CPeHEM OJMHAKOBOE YHCJIO JeTasell, TO cTabUIbHOCTH
paGoTHI Ka)J0r0 M3 HUX MOMKHO GBLIO Gbl OLEHHTH IO BeJHYH-
He CpedHez0 apu@memuueckoz0 CyMMbl K6adpamoe OMKLOHe-
nuit. Takad BeluuynHa HasbiBaeTcs ducnepcueir (ot nart. disper-
Sus — paccesHHBIH, pacchINaHHBIN) U oGo3Hauaercsa GykBoit D.

Jina cnyyaiiHoit Benrnunasl X, NpuHEMManiei N pasaudHbIX

3HaueHWil W uMeolleil cpeAHee 3HaueHMe X, AMCHEPCHA HAXO-
nuTca mo dopmyse

D- (X1 X)P+(X-X) 4o+ (Xy
N

X°, o
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Ha puarpamMme DOKAa3aHO COfepxaHMe NHTATENLHEIX BEINECTB B CIMBOYHOM MODOXKEHOM.

MOpOXKeHoe

Genxu

AupH

yraesoxEr

npouee*

* K IpOYeMy OTHOCATCS BOJA, BHTAMMHLI M MUHEDAJILHEIE BeIeCTSa
CxoOMBKO NPUMEPHO BEIIECTS, OTMWHLIX OT GEXKOB, KWPOB M YIWICBOAOB, COAEDHATCA
2 400 rpammax MopoeHOro?

1) oxono 40 r 3) oxono 10 r
2) okono 250 1 4) oxono 20 ©
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Ha amarpaMme 1OKa3aHO COJEeP:KaHME IUTATENbHBIX BEI[ECTB B CTYMEHHOM MOJOKe.

CTYIIEHHOE MOJIOKO
[

AHPBL

yraesomut

npouee*

* K IpoueMy OTHOCATCS BOJA, BUTAMUHB W MUHeDATIbHEIE BemecTBa

Kakas NDHMEDRO Macca CTYIEHHOTO MOJOKA cOfepxutT 90 r Bemecrts,
or GeJIKOB, JKHPOB M YriaeBoaos?

1) oxoxo 130 r 3) oxono 30 r

2) oxoso 400 r 4) oxono 900 T

OTJIMYHBIX
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i marpamMMe IDKGAHO PacIpEneiieHne THCA KIHGHTOR MEXAY P HIHEIME COTORKIME
onepatopav Poccii, BKI0Nas eTsipe Kpynieliuii oneparopa (1o JHHIM HEKOTOporo
OMPOCa, B KOTOPOM YHACTBOBAIH KTHEHTSI, MIO3YIONTECS YCTYTaMH TOsKO 07RO KoMTa-
i),

[
Merapon

& s

Hireea

Mo

a) VKaKHTE HOMepa BepHSIX y TBepA e

1. Knnentos komnarmi MTC wembine, Sew KineHTo Kommasii Tene-2.

2. Knestos Kovmasmy Bitalifi MeHBIIE, YeM HeTBEpTS BCEX YHACTHHKOB OIpOCa

3. Knwenmsr komnanmii Meragor i Bunaii, BecTe B3TSE, COCTARIAIOT MPHMEPHO
MONOBHHY BCEX KIHEHTOS.

4. Obitee wne0 KnerTOB Kommaii Brnaiis w Terte-2 IPEBOCKOTHT YHCTO KHEHTOB
MTC.

5. Knnenos xounasmii MTC 1 Merados, BMecTe BMTHX, MeHee MONOBHHE! BCEX
yaacTHRKOB Onpoca.

6. Knitertos kommasi Tezie-2 — 0koiI0 MCTBEPTH BCeX yHACTHHKOR OMIPOCA.
6) Halizume mphMepHOE KOTHYECTSO KNHEHTOB Konammi Meraow, yuacTsosasmmx 5
onpoce, ecn Beero Gsuto onpomero 3600 teosex

2. B TaGimine /1aHE! CBe/IEHHS 0 MYHKTAX NPOTEX S KoMmasui COTOBO/ CBY3H B HEKOTOPOM
roposie (110 IaHHEIM HEKOTOPOro HCCTEOBARAS).
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Ha anarpamve NokasaHo pacnpeesieRe THCA KIHEHTOB MKy PasiHHbIMH COTOBBIMH
onepatopanit Poccii, BKTIONGs YeTIpe KpyMHEHLIIX onepaTopa (10 ANHHSIM HEKOTOPOro
0MPOCa, B KOTOPOM YHACTBOBAIH KITHEHTSI, MIONB3Y IOUTHECS YCIY FAMH TOT5KO O/IHOH KoMTa~
)

[llivre

& Merapon

S e

i Tene2
Moo

a) VKaKHTE HOMepa BepHSIX y TBepA e

1. Knneros kowmasuin MTC Gonsirte, sem KeRTOB Kounaswi Bitaiis

2. Knentos xommasmn MTC Gomsime, tiem K1neRTB Kowmasmii Binaiiss n Tene-2
BeCTe BIATHIX.

3. Knesrsr kommasmn Binalifi COCTABIAIOT MPHMEPHO YETBEPTYIO 4ACTS BCEX YHACT-
HHKOB ompoca.

4. Knnertos xommasiti MTC MeHbILIC, HeM HETBEPT BCCX YHACTHIKOR OMPOCa.

VacTHIKOB OTpoca, He ABAIOWMXCH KIHEHTAMH Kowmarwii Bunain win Mera-

(o, ~ MpiMEpHO MIOTOBHHA O OGIIIETO KoMYECTBA.

6. Uncno KnHerTOB KoMaHHH Merahor He MEHbIIIE, Fen WHCO KTHEHTOB KOMMAHHH
MTC.
6) HaliiuTe npiMepHOe KOTHIECTB0 YHACTHHKOB OMPOCa, SCTH H3BECTHO, HTO B ONpOCE Y-
cTBOBaN0 800 KTHEHTOB KoMnannn B,
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B copeBHOBaHMAX IO TPORHOMY NPBIKKY YYACTHMKM COPEBHOBAHMI IOKA3AJIM CJIEAYIO-
IMe pesyaBTATHI:

1 Croprowen 7[’nm:.mm, T momris, [ nomama | 1V o, Vnm:m.. Vi nomma,
Bospm 16,08 | 15,87 16,34 16,46 16,03 15,45
Vrpiomos 16,25 | 15,98 16,12 16,45 15,76 16,26
Iapxos 15,38 | 15,33 15,77 16,01 15,63 15,89

MecTa pACTIPEAeIsIOTCS O Peay.IbTaTAM JTyuImell TONBITKA KaMAOro croprevena. Kaxo-
BO paclpe/ieJieRHe MecT, HAUMHAS C TEPBOTO, CPEU JAHHKIX YIACTHMKOB?

1) Yrpiomos, Boxms, Mapkos 3) Tapxos, Yrpiomos, Boms

2) Vrpiomos, TTapkos, Bommuu 4) Bosnun, Yrpiomos, [lapkos




image870.png
B copeBHOBAHMAX MO METAHMIO KOIMbs YYACTHHILI COPEBHOBAHME NMOKA3AJIM CleAyiolue

PesyJIBTaTEI:
I nomzrrxa, | II monsrrka, | 111 nomsrrka, IV nomrrea,| V nombirka, | VI nonsiTka,
Cnopremenxa M - M »n M M
Honesa 60,31 62,16 61,14 60,79 62,63 60,95
Adanacresa | 61,54 60,78 62,36 60,42 60,80 60,73
Munaesa 61,81 61,78 60,89 60,55 60,76 60,42

MecTa pacHpeAe/IOTCA O PeIy/ITATAM Jy€Ieil NONLITKM Kamao# cmoprememxw. Ka-

KOBO PACHDEZENCHNE MeCT, HAMHHAS C NEPBOTO, CDEAM AAHHBIX YIACTHHML?

1) Adanacresa, lonesa, Munaesa
2) Adanacsesa, Munaesa, Jonesa

3) Monesa, Adanacsesa, Munaesa
4) Munaesa, Jlonesa, Adanacsesa
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B Tadmune npuBencHs! Be XapakTepucTHKH 30
PATHBIX GEHIOMLL, MMEIOWNXCA B POIAKE —

MOMmHOCTs (B JOMATMHBIX CHIAX) H MAKCHMATHHAT

ma mus (en). To AAHHBDE TabHIBE

2) HAILTITe MeUAHY MOIIKOCTH AT GSH3OMLT ¢ LTii-

Hol B e Goee 40 e

) HaliTuTe MeMAHY MOMKOCTH AT GHSOMT ATii-

Holi e Gonee 40 e

5) Tlo BameMy MHCHIIIO, CYIISCTBRRHO i OTIIIAKTE

HOTyNCHHbIE MEMAHE AT STHX BYX TPYIH Gemso-

mun? TlonpoGylite 0GOCHOBATE CBOR TOWKY 3peHIIT

LTI OGBACHIITS CBOMMI CIOBAMH BOIMOAIYIO TIPITI-

Hy TAKOTO pasIiIA.

£335|23|55| 23|55
EE EE R I
=122 217 |5

T S [ T Y
2 s s w5 [s
s s [ fwssls
s Tw o s
s 2 w0 [ s
55 [ o5
2 38 |24 | 41 |215] 51
2o [sa o [2e [0
s e a5 [
2 Tas ol 54l
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B Tabamme mpHBEICHBL BE XapaKTepHCTHKH 30
PASHBIX CTHPATBHBIX MAUNH, MMCIOMHXCA B
NpOZke: MAKCHMATHAS 3ATPy3Ka Oelbt (KT) H Cpel-
Fuzit pacxoX Bosl Ka oAy cTupky (1). Ilo JammeDt
TabmL:
a) HalfITe MeHAHY PACKOTA BOTB! LA MALIIH, ¥ Ko-
TOpBIX 3arpy3Ka GeTb He Gotee 5 KT
5) HAHNTE MAMARY PacXola BOTs! A MALIIH, Y Ko-
TOpBIX 3arpy3Ka GebA Golee 5 KI.
5) ITo BaImeMy MHCHIO, CYMIECTBEHRO i OTIHAIOTCA
HOTyvICHHBIC MEAUAHEL AT STHX ABYX TPYIII MAIIIH?
[ompoSyiiTe OGOCHOBATS CBOM TOWKY 3peHNA HTH
OGBACHHTS CBOMMH CIOBAMH BOSMOKHYIO OpIHEHY
Taxoro pasTirmA.

H A HEER R

EHEN T HENEE N
35| 42 5 48 6 48
35| 4 5 45 6 48
4 43 5 40 6 47
4 43 5 43 6 48
45 | 40 5 52 6 48
45 | 40 55139 6 64
5 44 55| 49 7 47
5 44 6 48 7 2
5 49 6 45 7 42
5 46 6 47 8 56
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Bapanus

Vi =2ext —19=27

2 (x+3)-17=0;

r"—( x+3>‘—17:04=>{
x+3>0.

x-4>0,
x+2=(x—4)

m—z:rm{

m,m@{r?’:f’b”-

x=320.

Via—Te=—Vi—ie {;715:

x-4=0.

( [r"+5x:o.
() vi-3=0e {x—3 o,

Ux-3>0
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5'(5+305-6)=-10
xo 2y
5 (-2)=-10

S'=-10/(-3)=25
x=2
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aa™+ pa+7v=0

Iyets a*=t (a* > 0), Torma ot + Bt+ V=0

(= —Bd

20




image877.png
aa*+ pa¥+ 1=0

B

R 1
Tycrp a*=t,a™ = ; (a* > 0), Torna at+7+7=0

o’ +y+ =0
t#0
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Pasnenum Ha a* wim b*
( g)" =1.x=0
Tlpumep: 7,2% =5 * 3%

T3 =5.C) =2 ix = loq

vl
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sIN T = da.
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r=(—1)"arcsina+ mn; n € Z.
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T arccosa + 2mn; n € 4.
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r =arctg a+ mn; n € L.
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IlepBbie 200 gecATUYHBIX 3HAKOB 4YMCa TT.

OCHOBHbIE NOHATUSA

3Havawue yugpbl. B npuBblMHOW Ans Hac AECATUYHOW MO3uU-
LINOHHOW CUCTEME 3aMuCU YUCENT WUCMONb3YTCA CUMBOSbI  LMdpbl

T

0,1,2,3,4,5,6,7,8,9 n pecarnyHasa sanaraqa ', (BMeCTO 3anAToOW 4acTo WUC-
nonb3yrT Touky “."). Bce uudpbl, kpome 0, HasbiBaT 3HavYawumu.
Lindopa 0 aBnaeTcsa sHavallen, TonbKo ecrnn creesa OT HEé B 3anncu Ynucna
cTouT gpyraa umdppa. Hanpumep, 0123456780. JleBbl HONMb HE ABNAETCH
3Ha4allMM, ero MOXXHO U He nucaTb, 3HaYeHUe 4ncna oT 3TOoro He usme-
HUTCA.

3Havawummu umdpaMmu yucna HasbiBarwT Bce UU(PpbI B €ro 3a-
NUCU, HaYMHas C NepBOU HEHYIeBOU crneBa.

ToyHoe n nNpubnuxeHHoe 3HAaYEHUA BenuuuHbl. Bce BblUKC-
NEHNS B NHXEHEPHOW NpaKTUKe NpoBOAATCHA C HEKOTOPLIM HEDOMNLLLMM KO-
NNYECTBOM 3Havawmx undp. NosTomMy mppaumoHanbHbie Yyucna u pauuno-
HarnbHbIE C Nepunognyeckon nnu “grMHHoON” apobHOM YacTbio 3anuchIBaoOT-
CA NpubniuXxeHHO, T.€. 3aMeHSATCA APYruMu, 6/1U3KUMU MO 3HAYEHUIO
yucnamu. Hanpumep, M3BECTHOE OTHOLUEHME AONMMHbI OKPYXXHOCTU K ee
onameTpy - yucno ‘nn’, 7T . 3anuwem nm mbl T = 3.14, wnn T =
3.14159, oba aTn paBeHCTBA, CTPOro roBops, HEBEPHbLIE,

T -3.14159 = 0.

Ab6connromHass u omHocumesibHasi noapewHocmu. 3HaK

PaBEHCTBA B NPUOMMXKEHHbLIX BbIYUCIIEHUAX UMEET HE TOT CMbICI, KaK B

anredbpe. PaBeHCTBO 03Ha4yaeT He coBnageHue 3Ha4YeHuin, a aums onu-

30CTb. [OYHOCTb I'IpI/I6J'II/I>KeHHOFO PaBEHCTBA, T.€. CTElEHb Ornn3ocTn Tou-
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dopmy 3anmncu NpUBNMKEHHBLIX YUCen
A=aztA.

Takylo 3anucb UCNONb3yT HA NPaKTUKe OO0BOMNbHO peako. Bbl MoxeTe
BCTPETUTL €€ B CnNpaBOYHUKAX (PUINYECKMX KOHCTAHT TUMa 3apaga 3nek-
TPOHA, CKOPOCTU CBeTa B NYCTOTE U np. 3Ha4YeHUo abCconTHON NorpeLu-
HOCTU Npy OU3UYECKNX N3MEPEHNSAX YOENAT OonbLUOe BHUMaAHUE U dOUK-
CUPYIOT BMecTe c pesynbTtaTtoM. [opa3no bonee 4vacto abconwTHaa no-
rPELHOCTb OLIEHUBAETCH O,0BOSIbKO rpybo, ObIBAaEeT TONLKO NO NOPSAKY Be-
NNYMHBI®, NO3TOMY ee SIBHO He 3anucbiBatoT. [lpocTo 8 3anucu 4Yucna
ocmaesisrom MmoJibKO 8epHbie 8 WUPOKOM CMbicrsie YUugpbi
(MHorga cTapLlyro COMHUTENbHY). C y4eToM 3TOoro , Hanpumep, ABa YuUC-
na 0.0567 n 0.056700 pasnuyHbl. [lorpellHOCTbL NepBOro Yucna noapasy-
meBaeTca He npesocxogdawen 0.0001, a gna BToporo oHa ropasfgo MeHb-
e - He npesBocxogut 107° .

Ecnn B Uenon 4actu vumcna 3Havawmx uudpp donblue, YEM UMEETCS

BEPHbIX 3HAKOB, TO NCNOJIb3YHOT HOpMa.ﬂU3063HHy}O4 3allnCb. Hal'lpl/l-

Mep, nycTb a = 0.390-10°. M3 3anucuK cnegyeT, YTo UMEEeTCs TPpW BEPHbIX
3Havyawmx undpsl, 1 3anuck a = 39000 OygeT owmboYHON, T.K. NpeyBenu-
YMBaET TOYHOCTb 3TOro nNpubnmxkeHHoro 4vucna. Ha ypokax dounsnku Bbl
pellann 3ajadu, UCMonb3ysa AMa YCKopeHua cBoDOogHOro nageHua Ha
3emne, g , 3HaveHve 9.8 m/c’. NamepeHne 3Tol BENMUUMHBI MOXHO Mpo-
BECTU U Oonee To4HO. Ho Torga ctaHeT 3aMeTHOW 3aBUCUMMOCTb pe3yrib-
TaTa OT reorpaduUyecknx KoopauHaT TOYKU U3MepeHud. Hanpumep, 3Ha-
YeHUa yCKopeHnst cBobogHOro nageHusa Ha aKBaTope U Ha MNOSIHCE COOT-
BETCTBEHHO g = 9.78030 m/c* n g = 9.83216 m/c”.

> Tak roBopsT, ecnu U3BECTHO TONbKO, B KAKOM AECATUYHOM paspsiae CTOUT nepBad
3Havallas uudpa.

*T.e. B BUae npounsBeaeHnsa Yncna, UMeIoLLEero B LIENo YacTu TOMNbKO paspsa eguHuL,
n cootBeTcTBYloWen cteneHu 10.
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LLlee MeHbLLee KONMMYeCcTBO 3Havawmux undop (m) HasblBalOT OKpyaJsieHUeM.
[TpocTenwmnm cnocodb oKpyrneHns 3aknovaeTca B oTOpacbiBaHUWM MNagLInNX
pa3psanoB YMcna, BbIXOAAWMX 3a Npeaensl ctapwuunx m paspsnoB. Abco-
NOTHaa ownbKa npu 3TOM He NPEeBOCXOAUT eanHULbl MNajLlero paspsana
N3 ocTaBLUUXCA. Takoe OoKpyrrneHue npoucxoguT B BblMUCIIUTENbHbLIX Ma-
LLIMHAX N HEKOTOPbIX KanbKynaTopax, NOCKOMbKY ero npoLlle opraHn3oBaThb
N BblMUCIIEHUA NPOXOAAT ObICTpee.

Hanpumep, okpyrnutb vucno 3.37895 Ao Tpex 3Hadawux undpp otbpa-
CbIBaHUEM “NULLHUX" LKUdp.

OTBeT: 3.37, abcontoTHada norpewHoctb 3.37895 - 3.37 = 0.00895 <
0.01.

OBbblyHO nNpu “py4yHOM” CYETE UCMOMb3YETCA CUMMEMPUYHOE OK-
pyarsieHue, npu KOTOpPoOM “nullHME” undpbl cnpaBa nMpocTo oTdOpackbiBa-
IOTCA, ecrnun nepeas cnesa otopoweHHasa uudpa 0,1,2,3 nnu 4. Ecnun nep-
Bas oTbpowleHHasa uudpa 5,6,7,8 nnu 9, To B MNagLUMii OCTaBLLUMIACA pas-
pag NpndaeBnAlT eguHULLY.

Hanpumep, okpyrnutb Yucno 3.37895 oo natu 3Havawmx Lmdp no npa-
BUNY CUMMETPUYHOIo OKpyrneHus.

OTteT: 3.3790 ( ObasaTtenbHO nucaTb nocnegHun Homb!), abcontoTHas

norpellHocTb nonyyaetca 3.3790 - 3.37895 = 0.00005= 0.5-107" .

[TIpy CUMMETPUYHOM OKpPYrneHnn abcontoTHas MorpeLlHoOCTb He MpeBbI-
LLIaeT NofoBUHbI eAMHULbI MNagLlero paspsa.

Takum obpasom, ncrnonb3ys CUMMETPUYHOE OKpyrreHune, Bel nonyyaeTte
BEPHble LUMdpbl B Y3KOM CMbicrne. B HacTosulee BpeMs BCE BbIYUCIIEHUSA
NPOBOOATCA Ha KarnbKynaTopax WM KOMNblTEpPax, NO3TOMY MoApasyMe-
BaeTCsa okpyrrneHue bonee ‘rpyboe” - oTbpacbiBaHMEM “NMULLHUX 3HAKOB.
[ToaTOMYy BEpPHbIe Lndpbl MOHUMAIOT B LLUMPOKOM CMbICIE.

3anucb npubnuxeHHbIXx 4Yucesi. Mbl yxe npuBogunn OfHY

> MIMeHHO B 3TOM CMbICne TEPMUH “BepHas Ludpa” oObl4HO 1 ynoTpebnsaeTcs.
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