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Пояснительная записка

Человек постоянно стремится расширить свои знания и обогатить свою память. Но, как сказал еще древнегреческий философ Гераклит, многознание не научает мудрости. Мудрость – в знании оснований и причин. И в особенности логических оснований принимаемых положений. Без способности обосновывать имеющиеся убеждения, нет подлинного и твердого знания. 

Старый символ мудрости – сова. В Древней Греции она считалась спутницей богини Афины Паллады, помогающей человеку в работе и в сражениях и олицетворяющей также мудрость. Вряд ли сова умнее других птиц. Но старый символ остался, и осталась глубокая мысль, что мудрость – это не просто обширные знания, но, прежде всего умение рассуждать.

 Элективный курс « Применение непрерывности функции к решению алгебраических задач» введет школьников в мир основных  принципов и операций  человеческого мышления, изучаемых  в математическом анализе.

Программа курса «Применение непрерывности функции к решению алгебраических задач» не связана с отдельно взятым предметом. Она знакомит школьников с комплексными проблемами и задачами, требующими синтеза знаний по ряду предметов. 

Методические рекомендации по изучению данного курса.

Данный элективный курс предназначен для учащихся, выбирающих математический профиль обучения в старшей школе.

Курс расширяет и углубляет базовый уровень по математике, является предметно-ориентированным, несет в себе практическую направленность.

Одной из целей данного курса является формирование у учащихся умений решать различные по содержанию и уровню сложности задачи, отыскивать отличные  способы их решения.

Достичь этого предполагается путем рассмотрения базовых ключевых моментов, используемых при решении задач, а так же тех ключевых моментов, которым в школьной программе отведено мало внимания.

Данный курс является развитием ранее приобретенных программных знаний, создает достаточно целое представление о теме, расширяет спектр задач, посильных для учащихся.

Предлагаемые задачи предполагают различные способы их решения, что позволяет повысить учебную мотивацию учащихся, проявляющих интерес к математике, проверить свои способности.

Вместе с тем содержание курса позволяет ученику любого уровня проявить себя, т.к. включает в себя вопросы, доступные всем учащимся и может стать толчком в развитии интереса к предмету, вызвать желание узнать больше у тех школьников, у которых пока не проявляется заметных склонностей к математике.

Кроме того, данный курс подходит не только для реализации поставленных задач, но и для  подготовке учащихся к решению заданий ЕГЭ по математике. 

Набор задач на пункты разделен условно, так как при решении одной и той же задачи часто используются несколько теорем и формул, т.е. применяется материал из разных разделов математики. Это позволяет учителю менять порядок изучения тем, рассматривать ни все включенные в них вопросы, а отбирать материал по своему усмотрению в соответствие с возможностями и интересами учащихся, а также временем, отводимым на изучение курса.
Так как темы курса между собой строго не связаны, то учащиеся имеют возможность подключиться к занятиям в любой момент.

Курс является открытым: в нем можно добавлять новые фрагменты, изменять задачный материал по усмотрению учителя.

Основой проведения занятий является практикум по решению задач, который предполагает групповое, индивидуальное и дифференцированное обучение.

Курс заканчивается творческим отчетом учащихся, в котором они могут предложить различные способы решения задач по данной теме.

I. Цель курса:

        1.Расширение и углубление знаний учащихся по теме «Применение непрерывности функции к решению алгебраических задач» в системе профильной подготовки.

2.Формирование математической культуры учащихся.

II. Задачи курса: 

1.Познакомить учащихся с различными ключевыми моментами, которые используются при решении задач на применение непрерывности.

2.Развить способности учащихся к математической деятельности через решение задач.

3.Предоставить, учащимся самим проанализировать свои способности к математической  деятельности через отыскание различных способов решения задач.

4.Подготовка учащихся к продолжению образования в других учебных заведениях.
Учебно-тематический план

	№ п/п
	Наименование разделов
	Количество часов
	Форма контроля

	1.
	Метод интервалов для непрерывных функций.
	1
	

	2.
	Метод интервалов для рациональных функций и представленных в виде произведения линейных множителей.
	2
	Собеседование с учащимися

	3.
	Квадратные неравенства
	1
	Самостоятельная работа

	4.
	Неравенства вида 
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	1
	Собеседование

	5.
	Показательные неравенства.
	2
	Самостоятельная работа

	6.
	Показательно-степенные неравенства
	1
	Тренинг

	7.
	Логарифмические неравенства 
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	3
	Самостоятельная работа

	8.
	Более сложные логарифмические и другие неравенства.
	1
	Самооценка или оценка товарищей.

	9.
	Более сложные примеры применения теоремы.
	1
	

	10.
	Уравнения вида f(α(x)) = f(β(x)).
	2
	Собеседование

	11.
	Неравенства вида f(α(x)) > f(β(x)).
	2
	Самостоятельная работа

	12.
	Использование производной для решения уравнений и неравенств.
	1
	Собеседование

	13.
	Показательно-логарифмические неравенства.
	2
	Самостоятельная работа

	14.
	Урок – «марафон».
	1
	

	15.
	Контрольная работа.
	1
	


Глава1.    Cодержание изучаемого курса

Теоремы о промежуточных значениях функций, непрерыв​ных на отрезке
Назовем функцию  f непрерывной на промежут​ке X, если она непрерывна во всех точках этого промежутка (на концах промежутка, если они ему принадлежат, речь идет лишь об односторонней непрерывности). Мы изучим в этом пункте некоторые свойства функций, непрерывных на отрезке.
Пусть значения функции f в точках а и b имеют различные знаки. Тогда точки 

А (а; f(а)) и B(b, f (b)) графика этой функции лежат по разные стороны от оси абсцисс. Если функция f непре​рывна на отрезке [а; b] то геометрически очевидно, что ее график
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на этом отрезке является сплошной линией и потому должен в какой-то точке пересечь ось абсцисс (рис. 13).
Теорема 1. Пусть функция f не​прерывна на отрезке [а; b] и при​нимает на его концах значения раз​личных знаков. Тогда она обращает​ся в нуль хотя бы в одной точке с это​го отрезка.
При этом если функция f моно​тонна на [а;  b],  то она принимает значение 0 лишь один раз. 

Доказательство теоремы дадим в виде серии задач:
а)
Пусть f (a)<0. Обозначим через X множество точек отрез​ка [а; b] справа от которых есть точки того же отрезка, где функция  f отрицательна. Через Y обозначим множество остальных  точек отрезка [а; b]. Докажите, что множество Y расположено cправа от множества X. 
б)
Докажите, что в точке с, разделяющей множества X и Y, функция f равна нулю.
в) Проведите доказательство теоремы для случая, когда f(a)>0.

Следствие 1. Если функция f непрерывна на отрезке [а, b], то она принимает на этом отрезке любое значение µ, заключенное  между f (а) и f (b).
Доказательство. Мы имеем; f(а)<µ<f(b). Рассмотрим вспомогательную функцию F = f - µ. Так как функ​ции f непрерывна на [а; b], то тем же свойством обладает на [a,b] и функция F как разность двух непрерывных функций. При этом F(a)= f (а) — µ.<0 и F(b) = f (b)—µ>0. По теоре​ме 1 найдется такая точка с, что F(c)=0. Но тогда  f (с) —µ = 0, и потому f (с) = µ.
Например, функция х2 непрерывна на отрезке [1; 4] и принимает на этом отрезке все значения, заключенные между 12 = 1 и 4² = 16. Множеством значений этой функции на отрезке [1; 4] является отрезок [1; 16].
Следствие 2. Если функция f непрерывна на отрезке [а; b] и не обращается в нуль внутри этого отрезка (т. е. на интервале (a b)), то она имеет один и тот же знак во всех его внутренних точках.
Доказательство. Если бы функция имела различные знаки в точках х1 и х2 из 

(а; b) то по теореме 1 она обратилась бы в нуль хоть в одной внутренней точке отрезка [х1, х2]. Но эта точка внутренняя и для отрезка [a; b],  a внутри [а; b] функция по условию не обращается в нуль. Значит, функция f не может иметь на [а; b] значений различных знаков.
Теорема 1 и ее следствие применяются при решении уравне​ний и неравенств.
Пример 1. Докажем, что уравнение x³- 3x +1 = 0 имеет  корень на отрезке [0,  1], и найдем его с точностью до 0,1.
Решение. Функция f, где f (х) = x³- 3x +1 , непрерывна на всей числовой прямой, причем f(0)=1, f(l)= — l. По теоре​ме 1 она обращается в нуль хоть в одной точке отрезка [0; 1]. Можно доказать, что функция  f убывает на этом отрезке и потому ее график пересекает его лишь в одной точке (т. е. уравнение х3 — Зх + 1 имеет лишь один корень на этом отрезке).
Чтобы найти корень с точностью до 0,05, разделим отрезок [0; 1] пополам и вычислим значение функции в точке 0,5. Имеем f (0,5) =—0,375. Так как f(0)>0, f(0,5)<0, то делим пополам отрезок  [0;   0,5].   Так   как   f(0,25)= 
[image: image6.wmf]64
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>0,   то   делим   отрезок [0,25; 0,5] пополам. Деление продолжаем до тех пор, пока длина отрезка не станет меньше чем 0,1. Тогда середина этого отрезка будет значением корня с точностью до 0,05. В нашем случае этим значением является 0,34.
Описанный метод приближенного решения уравнений назы​вают заимствованным у артиллеристов названием «метод вилки».
При решении неравенств вида f(x)>0, где функция f непре​рывна на всей числовой оси, сначала решают уравнение f(x) = 0  и находят интервалы, на которые корни этого уравнения разби​вают числовую ось. Из следствия 2 вытекает, что на таких интер​валах функция f сохраняет постоянный знак. Поэтому доста​точно определить знак функции в какой-либо «пробной точке» взятого интервала, чтобы знать его на всем интервале. Если же функция f имеет точки разрыва, то числовую ось нужно делить на части не только точками, где f(x) = O, но и точками разрыва функции.
Метод интервалов для непрерывных функций
Пусть неравенство f (x)>0 и (или f (x)<0). Пусть М область существования функции f (x) – состоит из объединения конечного числа промежутков Xk, k=1, 2, …, n, занумерованных в порядке следования слева направо. При этом если n>1, то промежутки X1 и Xn могут быть бесконечными: (∞; а) или (-∞;а] и (b; + ∞) или [b; + ∞), а промежутки Х2, …, Хn-1 соответственно могут быть отрезками [c; d], полуинтервалами [c; d), (с; d) и интервалами (c; d), где a,b,c,d – конечные числа и с<d.

В случае же n=1 X1 может быть любым из перечисленных промежутков, а также промежутком (​​​​​-∞; +∞).

Рассмотрим случай, когда на каждом из промежутков Хk функция f(x) непрерывна и имеет конечное число нулей.

Сначала проверим справедливость неравенства в каждой точке – конце отрезка или полуинтервала Xk, k=1, 2, …, n.

Затем, исключив из множества М все эти концы отрезков и полуинтервалов и все нули функции f(x), получим множество М1, состоящее только из интервалов (при этом некоторые из промежутков Xk могут разбиться на конечное число интервалов). На каждом из полученных интервалов функция f(x) непрерывна  и не обращается в нуль. Значит, на каждом из них она сохраняет постоянный знак, т.е. для каждого х из этого интервала она принимает либо только только положительные, либо только отрицательные значения. Выбирая в каждом из них некоторую точку х0 и определяя знак f(x0), этот знак ставят над каждым интервалом. Тогда решения неравенства f(x)>0 на множестве М1 составляют объединение тех интервалов, над которыми поставлен знак «+», а решения неравенства f(x)<0 на множестве М1 оставляют объединение тех интервалов, над которыми поставлен знак «–». Объединяя решения, найденные на множестве М1 и в точках – концах отрезков и полуинтервалов, получим множество всех решений данного неравенства.

ПРИМЕР 1. Решим неравенство

                      2
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(4-х)log3(3+x)>0.                                    (1)

Область существования функции

                       f(x)=2
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множество М, состоит из всех х, одновременно удовлетворяющих условиям х2-1≥0 и 3+х>0, т.е. множество М есть объединение промежутков (-3; -1] и [1; +∞). Так как f(-1)=5 log32>0, f(1)=3log34>0,  то точки х1=–1, х2=1 – концы полуинтервалов – удовлетворяют неравенству (1).

Нули функции (2) есть х3=4, х4=-2. Исключив их и концы полуинтервалов из множества М, получим множество М1, состоящее только из интервалов (-3; -2), (-2; -1), (1; 4), (4;+ ∞) . Функция f(x) непрерывна на каждом из этих интервалов. Определим знак функции (2) на каждом из этих интервалов. Определим знак функции (2) на каждом из этих интервалов.


-3    -        -2      +       -1                         1             +                       4     -


Х
Поскольку -2,5 
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 (-3; -2) и f (-2,5)<0 , -1,5 
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 (-2; -1) и f (-1,5)>0, 2 
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 (1; 4) и f(2)>0, 5 
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 (4;+ ∞) и f(5)<0, то на интервалах (-3; -2) и (4; +∞) функция принимает отрицательные значения, а на интервалах (-2; -1) и (1; 4) – положительные значения.

Следовательно, множество всех решений неравенства (1) есть объединение интервалов (-2; -1) и (1; 4) и точек х1=-1, х2=1.

Ответ. (-2; -1] U [1; 4).
ПРИМЕР 2. Решим неравенство
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Область существования функции
                      f(x)= 
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состоит из всех х, одновременно удовлетворяющих условиям

x+8≥0, x2-x+1>0 и log2(x2-x+1)≠0, т.е. множество М есть объединение трех промежутков: [-8; 0), (0 ;1) и (1; -∞). Так как f(–8)=0, то точка х0= – 8 не удовлетворяет неравенству (3).

        

 -8      +      -4     -    -2    +      -1     -       0      -        1         +                [image: image16.png]
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Нули функции f(x) есть x1=-1, x2=
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3

, x3=-2, x4=-4.

Исключив их и конец промежутка [-8 ;0) из множества М, получим множество М1. состоящее только из интервалов (-8; -4), (-4; -2), (-2; -1), (-1;0), (0; 1), (1; 
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; +∞). Функция f(x) непрерывна на каждом из этих интервалов. Определим знак функции f(x) на каждом из них .

Поскольку -5
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(-8 ;-4) и f(-5)>0, -3
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; +∞) и f(2)<0, то на интервалах (-4; -2), (-1;0), (0; 1) и 
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; +∞) функция f(x) принимает отрицательные значения.
Следовательно, множество всех решений неравенства (3) есть объединение интервалов (-4;-2)
[image: image38.wmf]È

(-1;0) 
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Ответ: (-4;-2)
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(-1;0) 
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Если надо решить нестрогое неравенство f(x)≥0 (или f(x)≤0), то к полученному описанным выше способом множеству всех решений неравенства f(x)>0 (или f(x)<0 надо добавить все нули функции f(x).

ПРИМЕР 3.  Решим неравенство
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Область существования функции

f(x)= 
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состоит из всех х, которые одновременно удовлетворяют условиям трех интервалов: (-5; 0), (0; 2,5) и (2,5;+∞).

Нули функции f(x) есть х1=-2,5, х2=4. Исключив их из множества М, получим множество М1, состоящее из интервалов (-5;-2,5), (-2,5;0), (0;2,5), (2,5; 4) и (4; +∞). Функция f(x) непрерывна на каждом из этих интервалов. Определим знак функции f(x)  на каждом из них.
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  Поскольку -3
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(-5;-2,5) и f(-3)<0, -1
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(-2,5; 0) и f(-1)>0, 1
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(0; 2,5) и f(1)<0, 3
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(2,5; 4) и f(3)>0, 5
[image: image52.wmf]Î

(4; +∞) и f(5)>0, то на интервалах (-5; -2,5), (0;2,5) и 4;+∞) функция принимает отрицательные значения, а на интервалах (2,5;0) и 2,5;4) – положительные значения.

Следовательно, множество всех решений неравенства (4) есть объединение интервалов (-2,5; 0), (2,5; 4) и чисел х1=-2,5 и х2=4 – нулей функции f(x).

Ответ. (-2,5; 0)
[image: image53.wmf]È

(2,5; 4].

Для самостоятельной работы:

1. В чем заключается метод интервалов для непрерывных функций?  

          Решите неравенства:
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Квадратные неравенства.
Метод интервалов для рациональных функций

В школе, независимо от профиля, все изучают следующие методы решений неравенств:
а)  решение линейных неравенств;
б)  решение квадратичных неравенств;
в) метод интервалов для многочленов и рациональных функций. Многие школьники после изучения метода интервалов и квадра​тичные неравенства решают этим методом.
В классах с математическим профилем изучается обобщен​ный метод интервалов, который можно применять для произ​вольных непрерывных функций или их частного. 
Исследование квадратного трехчлена, наравне с решением квадратного уравнения, является основной темой в школьной программе по неравенствам.
Что необходимо знать о квадратном трехчлене?

1. Уметь строить эскиз графика любого конкретного квад​ратного трехчлена

у(х) = ах2 + вх + с,    а ≠ 0.
Для построения эскиза можно использовать разные подходы.
а) Если у квадратного трехчлена есть корни, то надо уметь их найти. Зная, что вершина находится посередине между корнями, уметь найти координаты вершины. Затем построить параболу по трем найденным точкам.
б)  Можно сразу воспользоваться соответствующими формулами

хверш.=[image: image120.png]lw



  , уверш.=[image: image122.png]


 , D =b2-  4ас 

  и построить  эскиз графика (направление ветвей определяется знаком чис​ла а). При необходимости, можно найти корни.
Полезно уметь приводить квадратный трехчлен к канони​ческому виду с помощью выделения полного квадрата. Это уме​ние может пригодиться и при решении других задач. Произведем тождественные преобразования

aх 2+bx+c = a (x2 +2x [image: image124.png]mle
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,  D=b2 – 4ac.

Отсюда сразу будет видно, как расположена наша парабола по сравнению с классической параболой  у = х2. Кроме того, хорошо видно, какова роль дискриминанта.
2. Знать, без построения эскиза, что у квадратного трехчле​на с положительным коэффициентом при квадрате переменной всегда есть минимальное значение, а у квадратного трехчлена с отрицательным коэффициентом при переменной всегда есть максимальное значение. Эти значения равны значению квадрат​ного трехчлена в вершине.

3. Уметь находить максимальное и минимальное значение квадратного трехчлена на заданном отрезке или другом задан​ном промежутке.

Это проще всего сделать, имея эскиз графика. Например, на рисунке 5 а), б), в) видны наибольшие и наименьшие значения квадратных трехчленов на отрезке [а;Ь].
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Важнейшим методом решения неравенств является метод интервалов.
В 9 классе изучается метод интервалов, прежде всего для многочленов. Он основан на том, что двучлен (х — а) положи​телен при x > а и отрицателен при х < а, т. е. меняет знак при переходе через точку а.
Заметим, что
1) двучлен (х — а) в нечетной степени ведет себя так же, как (х — а),
2) двучлен (х — а) в четной степени ведет себя по-другому: он не меняет знак при переходе через точку а.
3)  квадратный трехчлен, имеющий положительный коэф​фициент при x2 и отрицательный дискриминант, всегда положи​телен и может быть опущен при решении любого неравенства.
4)  при переходе через точку а может изменить знак только множитель (x—а)k , выражение (х — Ь)п, b≠ а при переходе через а знак не меняет.
Пример: Для функции   f(x) = (x-1)2 (x+1,5)3 (x-2) (x+2)4 (x-5)7решить неравенства а) f(х) > 0, б) f(х) < 0, в) f(х) ≥ 0, г) f(x) ≤ 0.
Решение: Для решения строгого неравенства наносим на числовую ось нули функции кружочками (дырками).
Теперь расставим знаки (рис. 6). Замечаем, что при боль​ших х (х > 5) все множители положительны. При переходе через точку х = 5 функция меняет знак, т.к. (х — 5} входит в нечет​ной, седьмой, степени. По этой же причине при переходе через х = 2 функция опять меняет знак, а вот при переходе через точ​ку х = 1 функция не меняет знак, т. к. (х — 1) входит в четной, второй, степени, и т.д.
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Рис. 6
1. Теперь отметим «прямоугольниками» решение неравен​ства а) (рис. 7) и записываем ответ: а) х Є( -1,5;1) U(1;2) U (5;+∞).
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Рис. 7
2. Теперь отметим «прямоугольниками» решение неравен​ства б) (рис. 8) и записываем ответ: а) х Є (-∞;-2)U(-2;-1,5)U (2; 5).
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Рис. 8
       3. Вспоминаем, что, по определению,

f(x) ≥0   ( ≤ 0)                  f(x) =0,

                                         f(x) > 0 (<0).

Для решения нестрогих неравенств наносим нули-функции на числовую ось точками. Затем расставляем знаки в промежутках (рис. 9).                                                         
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Рис. 9

4. При этом промежутки интересующего нас знака замыка​ются и к ним добавляются остальные нули функции (рис. 10)
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Рис. 10
5.  Теперь с рисунка 10 «снимаем» ответ: в) xЄ{—2}U[-1,5;2]U[5;+∞).
6.  Отмечаем решение неравенства (рис. 11) и записываем ответ: г) х Є (-∞; 1,5] U{1}U [2; 5]. 
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Рис. 11
Ответ: а) xЄ (-1,5; 1) U (1; 2) U (5; +∞), б) х Є (-∞; -2) U (-2;-1,5) U (2; 5), 

в) х Є {-2}U [-1,5; 2] U [5;+∞), г) х Є(-∞;1,5]U{1}U[2;5].

Метод интервалов легко распространяется на рациональ​ные функции.
Рациональные неравенства.

Рациональной называется функция, которая может быть представлена в  виде частного двух  многочленов,  т.е.  в  виде [image: image142.png]S
Q(x)



.

  Неравенство, содержащее только рациональные функции, называется рациональным. 
Неравенства вида 
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, наиболее часто решаются методом интервалов (промежутков). Этот метод основан на одном важном свойстве рациональной функции: в интервале между двумя соседними нулями рациональная функция сохраняет знак. Если рассматривается дробно-рациональная функция, то те значения переменной х, при котором функция обращается в нуль, будем называть нулями функции (точки числителя), а точки, при котором знаменатель дроби обращается в нуль, — точками разрыва функции. 
    Сущность метода интервалов состоит в следующем. На числовой оси отмечают все нули и точки разрыва функции f(х) (если они есть). При этом числовая ось разбивается на конечное число интервалов, на каждом из которых левая часть неравенства сохраняет постоянный знак. Чтобы установить этот знак, достаточно взять любую точку из интересующего нас промежутка и определить знак функции в этой точке. Что касается самих точек, то в случае строгого неравенства точки обозначают светлыми кружками. Это означает, что сами точки не входят во множество решений данного неравенства. В случае нестрогого неравенства точки наносят на числовую прямую темными кружочками, а это означает, что сами точки также входят во множество решений данного неравенства. Понятно, что во всех случаях точки разрыва функции обозначают светлыми кружочками. 
    Следует отметить, что наибольшие трудности возникают при определении знаков промежутков. 
При решении неравенств методом интервалов могут встретиться следующие типы неравенств: 
1. Простейшие неравенства, представленные в виде произведения линейных множителей.

Пример  1.

Решить неравенство 
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Решение. 

     Рассмотрим функцию 
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.(1) Найдём нули функции, для чего решим уравнение
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.                                                                  Отметим эти точки на числовой прямой. Так как мы решаем строгое неравенство, то все точки отмечаем светлыми кружками. На каждом из полученных 
промежутков каждый из множителей 
[image: image156.wmf])
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 сохраняет знак, и, следовательно, сохраняет знак все выражение. 
    Для определения знаков промежутков достаточно знать, какой знак имеет функция в одном из промежутков и, пользуясь свойством чередования знаков, найдем знаки во всех остальных промежутках. При этом удобно начинать с крайнего справа промежутка 
[image: image157.wmf])
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, так как в нем значение функции (1) заведомо положительно. Объясняется это тем, что при значения х, взятых правее наибольшего из нулей функции каждый из множителей 
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положителен. Определим теперь, используя свойство 
чередования знаков на числовой прямой, знаки данной функций в каждом из остальных промежутков: 
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Как видно из рисунка, те значения х, при которых 
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. Решение данного неравенства представляет собой объединение указанных промежутков. 

Ответ: 
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Пример 2. 

Решить неравенство 
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Решение. 

Решение данного неравенства полностью соответствует приведенному выше. Отличие состоит лишь в том, что неравенство нестрогое, а потому нули функции входят во множество решений. 
Такие точки, как было отмечено ранее, отмечаем темными кружками. 

Ответ: 
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2. Простейшие неравенства, разлагающиеся на линейные множители. 
Мы рассмотрели неравенство, левая часть которой уже была разложена на линейные множители, а в правой части число О. Рассмотрим неравенство, которое можно привести к аналогичному виду. 

Пример З. 

Решить неравенство 
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Решение. 

Запишем неравенство в виде 
[image: image165.wmf]0
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Вынесем общий множитель х за скобки: 
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Решая методом интервалов, получим 
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Ответ: 
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З. Простейшие дробно - рациональные неравенства без кратных корней. 


Пример 4. 

Решить неравенство 
[image: image170.wmf]0
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Решение

Функция 
[image: image171.wmf])
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 обращается в нуль в точках 
[image: image172.wmf]2
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 и претерпевает разрыв в точках 
[image: image173.wmf]5
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.         Эти 5 точек разбивают числовую прямую на 6 промежутков. Так как неравенство строгое, то все точки отмечаем светлыми кружками: 

   Нам надо решить неравенств
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. Решая методом интервалов, получим 
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Заметим, что ответ можно записать иначе: 
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Ответ: 
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Пример 5. 

Решить неравенство 
[image: image180.wmf]0
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Решение 
    В данном случае нули функции принадлежат множеству решений данного неравенства, поэтому на рисунке они отмечаются темными кружками, а точки разрыва функции  светлыми. 
      Ответ: 
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4. Неравенство, содержащее множитель, не принимающий нулевого значения на числовой прямой. 

Пример 6. 

Решить неравенство 
[image: image183.wmf]0
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Решение 
Запишем неравенство в виде 
[image: image184.wmf]0
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Умножим обе части полученного неравенства на -1, изменив знак неравенства на противоположный: 
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Заметим, что множитель 
[image: image186.wmf]0
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. В этом случае полученное неравенство равносильно неравенству 
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Тогда 
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. Решаем полученное неравенство методом интервалов:
Ответ: 
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Пример 7. 

Решить неравенство 
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Решение

Перенесем 1 из правой части в левую и упростим полученную дробь: 
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[image: image194.wmf]0
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Заметим, что 
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 и а=1>0, тогда имеем равносильное неравенство 
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[image: image201.wmf]1
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Ответ: 
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5. Простейшие неравенства с кратными корнями.

  Если в условии неравенства содержится множитель вида 
[image: image203.wmf](
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, то точку х=а будем называть двойной. Это означает, что при переходе через двойную точку функция не меняет знака.

  Если же неравенство содержит множитель с нечетным показателем, то справа и слева от точки х=а  функция имеет разные знаки. В этом случае точку  х=а  будем называть простой. Следовательно, при переходе через простую точку функция 
[image: image205.wmf])

(

x

f
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Пример 8. 

Найти область определения функции 
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Решение

Нахождение области определения данной функции сводится к решению неравенства 
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  Так как 
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 (так как D<0 b a=1>0),то полученное неравенство равносильно неравенству 
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. Заметим, что х=2 - нуль функции, а точка х=-1 - точка разрыва функции. Отметим, что слева и справа от точки х=-1 функция не меняет знака.                             

Ответ: 
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  Задачи.

Группа А.

Решить неравенства

1. 
[image: image216.wmf]0

4

7

3

2

£

+

-

х

х


             2. 
[image: image217.wmf]0

5

3

2

>

+

-

х

х


         3.
[image: image218.wmf]0

2

2

³

-

-

x

x


   4. 
[image: image219.wmf]0

)

2

)(

1

)(

3

(

2

>

-

-

-

x

x

x


     5. 
[image: image220.wmf]0

1

2

2

2

>

+

+

x

x


         6. 
[image: image221.wmf]1

2

7

2

-

>

+

x

x


 7. 
[image: image222.wmf]3

9

5

2

³

+

-

x

x


              8. 
[image: image223.wmf]0

1

4

5

6

<

+

-

x

x


        
 9. 
[image: image224.wmf]1

2

3

<

-

x


10. 
[image: image225.wmf]x

x

-

>

+

3

2

4


Найти наибольшее целое решение неравенства.
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Найти наибольшее целое отрицательное решение неравенства
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Найти наименьшее целое число, входящее в область определения каждой функции:
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Группа В.

Найти наименьшее целое решение неравенства
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    Найдите длины интервалов, на которых выполняются неравенства
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Найти середины интервалов, на которых выполняются неравенства:
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Найти среднее арифметическое целых решений неравенства:
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Найти наименьшие натуральные решения неравенств

41.
[image: image291.wmf]
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Найти наибольшее решение неравенств 
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Неравенство вида [image: image302.png]V)



 ≤ [image: image304.png]Ja(x)




ОДЗ неравенства:         f(x) ≥ 0,

                                             g(x) ≥ 0.

В ОДЗ обе части неравенства неотрицательны, и возведение в квадрат приводит к равносильному неравенству f(x) ≤ g(x). Из этого неравенства видно, что не обязательно решать неравенcтво g(x) ≥ 0, а достаточно только решить f(х) ≥ 0.Поэтому [image: image306.png]JF()



 ≤ [image: image308.png]Jo(x)



, или [image: image310.png]V)



 ≥ [image: image312.png]Jo(x)



,                                                                                                                                                                                                       (*)                                                  g(x) ≥ 0,                                       f(x) ≥ 0,                                    
                                                     f(x) ≥ g(x);                                   f(x) ≥ g(x).
                                                                                                                                                                                Отсюда, в частности, вытекает полезное следствие:
Правило1.   Знак разности [image: image314.png]


  - [image: image316.png]


 совпадает со знаком разности g(x) - g(x)  в ОДЗ.
Пример: Решите неравенство[image: image318.png]2x+1



 ≤  [image: image320.png]


 .

Решение: Воспользуемся (*):
[image: image322.png]V2x +1



 ≤  [image: image324.png]




2x + 1≤ x3 – 4x2 + x + 5,         (x – 1) (x + 1) (x – 4) ≥ 0,

      2x + 1 ≥ 0;                               x ≥ - [image: image326.png]


;                               x Є [- [image: image328.png]


; 1] U [ 4;+ ∞).




                -1                    -0,5                 1                                4
x
Неравенства решили методом интервалов.  Ответ: [- [image: image330.png]


; 1] U [ 4;+ ∞).

Показательные неравенства .

  Показательными неравенствами называют неравенства вида 
[image: image331.wmf])
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где а > 0, 
[image: image332.wmf]1

¹
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.   (1)

 Решение показательных неравенств основано на 
монотонности показательной функции. 
Решение неравенств вида (1) и неравенств, сводящихся к этому виду, основано на следующих утверждениях: если а > 1, то показательное неравенство 
[image: image333.wmf])
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  равносильно неравенству того же смысла 
[image: image334.wmf])
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; если 0 <а< 1, то показательное неравенство
[image: image335.wmf])
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 равносильно неравенству противоположного смысла: 
[image: image336.wmf])
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Рассмотрим неравенство аf (x)> а g (x) .
Пусть f(x) и g(х) — непрерывные функции на некотором промежутке X, а > 0. Тогда af(x), ag(x) — тоже непрерывны на X, и к неравенству аf (x) > а g (x)применим метод интервалов. Его решение зависит от того, является ли число о большим или меньшим 1.
•       Если а > 1, то f(х) > g(х) и  (а - 1)(f(х) - g(х)) > 0.
•       Если 0 < а < 1, то f(х) < g(х) и опять (а -1)(f(x) - g(х)) >0
Верно и обратное: если (а -1)(f(x) - g(х)) > 0, то 

· при а > 1 имеем f(x) > g(х) и аf (x) > а g (x) ;
· если 0 < a < 1, то f(x) < g(х) и опять аf (x) > а g (x) ;
Таким образом, мы вывели условие равносильности
          аf (x) > а g (x) ,    (а -1)(f(x) - g(х)) > 0.   (**)
Теперь рассмотрим нестрогое неравенство аf (x) ≤  а g (x) , где а > 0. Тогда


аf (x) ≤  а g (x),     аf (x) =  а g (x),
(а - 1)(f(х) - g(х))=0, (а - 1)(f(х) - g(х))≤0.
                          аf (x) >  а g (x);
(а - 1)(f(х) - g(х))<0;
Итак, для любого а > 0 верно, что аf (x) ≤  а g (x), (а - 1)(f(х) - g(х))≤0.
При рассмотрении неравенства аf (x) < а g (x)  меняется знак произведения в (**), и мы получаем
Правило 2. Знак разности аf (x) -  а g (x) совпадает со зна​ком произведения (а -1)(f(x)- g(х)).
При конкретном а неравенство аf (x) > а g (x)  конечно, может быть решено стандартным способом, и объем выкладок тот же. Но здесь есть некоторое преимущество — не надо задумываться над тем, какое а: больше оно или меньше 1.
Кроме того, из правила 2  следует, что для любой функции h(х) имеет место еще одно условие равносильности:

аf (x) -  а g (x)   ≥ 0 ( ≤ 0),  [image: image338.png](a=1) (7(x)- g(x))
(%)



≥ 0 (≤ 0).

       h(x)

А это условие может очень облегчить решение неравенств такого типа.

Пример: Решите неравенство [image: image340.png]xitx -2
F-D(z-16)



 ≥ 0.

Решение: Так как, в силу правила 2, знак разности (3 ͯ - 30) совпадает со знаком произведения (3 - 1)(х - 0), знак разности (2x2 — 24) совпадает со знаком произведения (2 -  1)(х2 — 4), то

 [image: image342.png]xitx -2
F-D(z-16)



 ≥ 0,  [image: image344.png](x+2)(x~1)
=)



 ≥0,                  x ≠ -2,



    [image: image346.png]-1
< (x-2)




≥ 0.
X Є (0; 1] U (2; +∞)

Ответ: (0; 1] U (2; +∞).

Пример (МГУ, 1976, мехмат): Решите неравенство

[image: image348.png]


 ≥ [image: image350.png]


.

Решение: Запишем цепочку равносильностей, в которой третий переход осуществлен в силу правила 2:
        [image: image352.png]


 ≥ [image: image354.png]


, [image: image356.png]2-3%-7 343
T-DE-1)



≤ 0, [image: image358.png]FaE)

GF—D(F-1)



 ≤ 0, [image: image360.png](1) (x—logsz
Ermye




 ≤ 0, 

                                          X Є [-log₃ 2; 0) U ([image: image362.png]logs2



; 1]. Ответ: [-log₃ 2; 0) U ([image: image364.png]logs2



; 1].
Пример 1. 
Решить неравенство: 
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Решение 

Имеем 
[image: image366.wmf]3
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. Это неравенство равносильно неравенству того же смысла: 
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[image: image368.wmf]4

;

8

2

>

>

x

x


Ответ:
[image: image369.wmf]
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Пример 2. 

Решить неравенство: 
[image: image371.wmf]2
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Решение: Так как  
[image: image372.wmf]2
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, то данное неравенство примет вид 
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. Поскольку 
[image: image374.wmf]1
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, то полученное неравенство равносильно неравенству противоположного смысла: 
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Ответ: 
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Пример 3

Решить неравенство: 
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     Решение
  Так как 
[image: image380.wmf]1
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, то данное неравенство равносильно неравенству 
[image: image381.wmf]
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. Решая полученное неравенством методом интервалом, получим 
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Ответ: 
[image: image385.wmf]3
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Пример 4
Решить неравенство  
[image: image386.wmf]9
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Решение

Так как 
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[image: image388.wmf]х

х

3

9

3

2

×

=

+

, то данное неравенство запишем в виде 
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   Пусть 
[image: image390.wmf]у

х

=

3

, где 
[image: image391.wmf]0

>

у

, тогда 
[image: image392.wmf]9

9

2

-

>

-

y

y

y

 или 
[image: image393.wmf]0

)

9

(

)

9

(

>

-

-

-

y

y

y

, 
[image: image394.wmf]0

)

9

(

9

>

-

-

-

y

y

y

. Так как 
[image: image395.wmf]0

9

>

-

y

, то
[image: image396.wmf]0

9

>

-

-

y

y

, или  
[image: image397.wmf]î

í

ì

-

>

>

9

9

y

y

у

, неравенство
[image: image398.wmf]9

-

>

y

y

 выполняется при у>9, тогда 
[image: image399.wmf]9
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Ответ: х> 2.

Пример 5. Решить неравенство 36х – 2 · 18х – 8 · 9х > 0.

Решение.

Так как 9х > 0 при всех х Є R, то, разделив обе части неравенства на 9х ≠ 0, получим равносильное неравенство:

([image: image401.png]


)х – 2 ([image: image403.png]


)х – 8 > 0 или 4х - 2·2х – 8 >0;

пусть 2х = t, где t > 0,тогда t2 – 2t – 8 >0, t1 = 4, t2 = -2.
                                                  
Так как t > 0, то t > 4 или 2х > 4, откуда х > 2.

Ответ: х > 2.
Пример 6. Решить неравенство 25 • 2х – 10х + 5х > 25.
Решение.
Применяя способ группировки, получим (25 • 2х - 25) - (10х – 5х) > 0 или 25 • (2х - 1) – 5х • (2х - 1) > 0, (2х - 1) (25 – 5х) > 0.
Полученное неравенство равносильно совокупнос​ти двух систем неравенств:

                     2х - 1> 0,                              2х  > 1,
                 х > 0,

                   25 – 5х > 0;                     5х  < 25;
                 х < 2,     или        
                                                                                                                  0 < х < 2.


 

                    2х - 1> 0,
х < 0,
                     25 – 5х > 0;                    х < 2,                        нет решения.

Итак, решением исходного неравенства будет ре​шение системы 1).
Ответ; 0 < х< 2. 

Пример 7. Решить неравенство 0,32 + 4 + … + 2х > 0,372.
Решение
Так как 0 < 0,3 < 1, то данное неравенство равно​сильно неравенству 2 + 4 +... + 2х < 72 или 1 + 2 +... + х < 36. Заметим, что левая часть полученного не​равенства - возрастающая арифметическая прогрес​сия, где а1  = 2, d = 2, аn = 2х, х - натуральное число.
Тогда имеем   [image: image405.png]1tx



х < 36 ;
х (х + 1) < 72;  x2 + х - 72 < 0;  x1 = -9; х2  = 8.                                                                                                                                                                                                                              

                                                                                                     8

-9 <x <8.
                   +                  -        
+                                                                                            
Так как х - натуральное число, то х = 1, 2, 3.....7.
Ответ: х = 1, 2, 3, ..., 7.
Пример 8. Решить неравенство   [image: image407.png]


 > 6,25.

Решение

Так как 6,25 = 6 [image: image409.png]


 = [image: image411.png]


- 2, то неравенство запишется в виде  [image: image413.png]


 >[image: image415.png]


- 2,       откуда имеем равносильное неравенство  [image: image417.png]


  или  [image: image419.png]6-5x
et 2<0



,   
[image: image421.png]


,   [image: image423.png]Sx+10.
Py




,  [image: image425.png]



Решая последнее неравенство методом интервалов, находим X1 = -2, х2 = - [image: image427.png]


 .
Ответ: - 2 < х < - [image: image429.png]


.

Пример 9. Решить неравенство [image: image431.png]


 < 0.

Решение.
Так как х2   + 2х + 5 = (х + I)2 + 4 > 0 при любом х Є R, то, умножив обе части неравенства на х2 +  2х + 5, получим равносильное неравенство[image: image433.png][Ghd
— 81



< 0 или 3- (8 + х) < 34.

Учитывая, что 3 > 1, имеем равносильное неравен​ство того же смысла 

- (8 + х)<4, 8 + х > -4, откуда >-12.

Ответ: х > -12.

Показательно-степенные неравенства
Это неравенства, в котором неизвестное находится одновременно и в показателе степени, и в основании степени.
Пример 10. Решить неравенство ([image: image435.png])




 . 

Решение 

Возможны 2 случая: 1) х - 3 > 1, т. е. х > 4.
В этом случае данное неравенство равносильно не​равенству 2х2 - 7х > 0. Таким образом, имеем систе​му неравенств
    х > 4,  
                      х > 4,
          2х2 - 7х > 0;                       2х (х – 3,5) [image: image437.png]


 0, откуда находим х> 4.
2)0 <  х - 3 < 1, т. е. 3 < х < 4. 

В этом случае получим систему неравенств

    3 < х < 4,
                                      3 < х < 4,
           2х2 -7х < 0              или                  2х (х – 3,5) < 0;      3< х < 3,5.

Ответ: 3< х < 3,5;  х > 4.

Пример 11. Решить неравенство
[image: image439.png](x2+ x+ 1)=



 ≥ ( x2 + x + 1)3.

Решение
х2 + х + 1 > 0 при всех х е R, так как D  < 0 и  а = 1 >0.
Данное неравенство равносильно совокупности
двух систем неравенств:

[image: image441.png]1) F+x+1=1,



                       x (x + 1) ≥ 0,
         [image: image443.png]x5

pey



                                      [image: image445.png]



Общим решением системы 1) будет -2 < х <   1. 
  2)        0 < [image: image447.png]¥+ x+1 =1,



                      x2 + x ≤ 0,

[image: image449.png]x5

pey



                              
[image: image451.png]



Аналогично, решая систему неравенств 2), имеем  - [image: image453.png]I

In



, тогда решением исходного неравенства будет объединение решений 1) и 2). 

Ответ: -2 < х < -1; - [image: image455.png]


 ≤ х ≤ 0 .
Задачи    Группа А
Найти наибольшее целое значение х, удовлетворя​ющее неравенству:
1. 3х < 9;                             2.([image: image457.png]


х > [image: image459.png]


;                                  3. 23х  ≤ [image: image461.png]


;

[image: image463.png]4.3z



 < 9;                           5. [image: image465.png]52 - 18



 < 1;                        6. [image: image467.png]=
@ <3
E



;

     7.(0,1)3х – 9 < 0,001;          8. ([image: image469.png]AR C



;               9.[image: image471.png]06 ¥ =1



;   [image: image473.png]~3x < g1
10.()F* <8



.

Найти наименьшее целое значение х, удовлетворя​ющее неравенству:
11.   0,13х – 4 ≤ 0,132 – х;               12. 3- 4х < [image: image475.png]


;
                         13. 2-х + 5 <[image: image477.png]


;

14. (0,2)- 2х/3 > 25;                        15. 3 6х – 2 [image: image479.png]>3



;
                     16. 21,5х + 3 > 16.

Группа Б
Найти наибольшее целое значение х, удовлетворяю​щее неравенству:

1. ([image: image481.png]


;
2. [image: image483.png]


;                              3. [image: image485.png]32 €

I



;

4. 8 · [image: image487.png]2% ~3x



 ≤ (0, 5)-1;                       5. [image: image489.png](0,25)37%




                6. [image: image491.png]2¥-1 <8,





7. [image: image493.png]


                                 8. [image: image495.png]V32-27%
2274 = g




           9. 25 · 0.042х > 0, 2х (3 – х);

10. 9х+ 1 - 2·3х < 7;                      11. 0,7| х + 2| ≥ 0,70,5;           12. [image: image497.png]Vizs - V5 <5 (9



.

Решить неравенства:

13. ([image: image499.png]VRFZ 5 37




 ;                   14. 52х + 1 > 5х  + 4;                     15. [image: image501.png]



16. 1 < [image: image503.png]


                   17. 4х + 1,5 + 9х < 9х + 1 ;             18. [image: image505.png]gx — 3=
3+ 5 3x9



;

19. [image: image507.png](4x?+ 2x+1)¥ 7% =1



;          20.  [image: image509.png][x—3 %77 =1




            21. [image: image511.png]3-27
P amtd =





22. [image: image513.png]3¥+2_ g
— 51
= 5¥ 1



 + [image: image515.png]


;          23. (0,3)2 + 4 + 6 + … + 2х > (0,3) 90.

Найти наименьшее целое значение х, удовлетворя​ющее неравенству:
23.  2·5х-2-3х - 1> 5·5х-3 х + 2;
                           24. 7 х + 2 – 64 · 8х < 42 · 7х - 7· 8 х + 1;
25. ([image: image517.png]


 ;              26. ([image: image519.png]


;        27. ( [image: image521.png]


 ;      

28. [image: image523.png]9**t— 27 -3+ 3 < 37



;             29. [image: image525.png](0,2)°%+2) = (0,04)%*



 ;

30. ([image: image527.png]s <@



;         31. 2 ·[image: image529.png]3VE _ 5 » 3170,



        32. ([image: image531.png]T >
—3)*




;  

33. (([image: image533.png]


 ≥ 1;                 34. ([image: image535.png]


 ≤ 1;     35.| [image: image537.png]24 -1
-5|<3



;

36.  [image: image539.png]g%

3x+2



  ≥ [image: image541.png]


         37. [image: image543.png]052%+ 2 =3 . 05"



.  
Логарифмические неравенства

Неравенство вида loga f(x) > 0 ( < 0)

Неравенство, содержащее переменную только под знаком логарифма, называется логарифмическим.
Рассмотрим неравенство loga f(x) > 0  (< 0), где а — задан​ное положительное число, отличное от 1. ОДЗ: f(х) > 1
· Если а > 1, то loga f(x) > 0   (< 0) тогда и только тогда, когда f(x) > 1(< 1), т. е. (а - 1)(f(x) - 1) >0 (< 0).
· Если 0 < а < 1, то 1оgа f(x) > 0 (< 0) тогда и только тогда, когда f(х) < 1 (> 1), т.е. опять (а - 1)(f( х) - 1) < 0(> 0).
И, наоборот, если (а - 1)(f(x) - 1) > 0 (< 0), то
· при а > 1 имеем f(x) > 1  (< 1), а тогда 1оga f(х) > 0 (< 0);
· при 0 < а < 1 имеем (х) < 1  (> 1), а тогда 1оgа f(х) > 0 (< 0).
Следовательно, имеет место условие равносильности
1оga f(x) > 0(<0);    (а-1)(f(x)-1) >0  ( < 0).      (***)
Можно записать полное условие равносильности, включа​ющее ОДЗ:

      1оga f(x) > 0 (<0); 

                                        f(x) > 0,
(****)


(а-1)(f(x)-1) >0  ( < 0).
Условия равносильности (***) и (****) верны (для обоих зна​ков) и для нестрогого неравенства
1оga f(x) ≥ 0; (а-1)(f(x)-1) ≥ 0.  
Полное (с учетом ОДЗ) условие равносильности для нестрогого неравенства имеет вид
1оga f(x) ≤ 0 (≥);    f(x) > 0,

(а-1)(f(x)-1)  ≤ 0 (≥0).

Пример: Решите неравенство 1оg⅓ (х — 4) > 0.
     Решение: Воспользуемся (****): 

1оg⅓ (х — 4) > 0,     (х — 4) > 0,                       x > 4,

                                 ([image: image545.png]


 -1) (x – 4 – 1) >0;
x < 5;  x Є ( 4; 5).

Ответ : ( 4; 5).

Преимущество использования условий равносильности по сравнению с обычным способом решения даже таких простей​ших неравенств состоит в том, что мы не думаем о том, большим или меньшим единицы является основание. Кроме того, нет не​обходимости писать фразы о той или другой монотонности. Это особенно важно при решении тестов ЕГЭ, когда время для их решения ограничено. Из (***) следует
Правило 3. Знак 1оgаf(x) совпадает со знаком произ​ведения (а — 1)(f(x) - 1) в ОДЗ.
Пример: Решите неравенство

[image: image547.png]1ZX Ceex 7T
S

Py



> 0

Решение: В силу правила  3, знак  [image: image549.png]log, , 2 80x*77
ogy ——



 со​впадает со знаком произведения ([image: image551.png]


 - 1) ([image: image553.png]log, ,, 22X 80x+77
og, ), ——



 -1) =(-[image: image555.png]


) ([image: image557.png]12x%-60x+73
ry



).
Поэтом

[image: image559.png]1ZX Ceex 7T
S

Py



> 0, - [image: image561.png]12x7-60x+73
e



 > 0, [image: image563.png])



 < 0.

Решаем неравенство методом интервалов. 

        +
+
+


х

                2                     [image: image565.png]15- V8




                           [image: image567.png]15+ V8




                    3

   Ответ: ( 2; [image: image569.png]15- V8




  )  U (  [image: image571.png]15+ V8




 ; 3).                                           

Для сравнения попробуйте решить это неравенство обыч​ным способом.

Неравенство вида  [image: image573.png]log, f(x)



> [image: image575.png]log, g(x)




Рассмотрим неравенство [image: image577.png]log,, f(x)



> [image: image579.png]log, g(x)



, где а > О, a≠ 1. ОДЗ определяется системой :                            f(х) >0,

                                        g(х) > 0.
· Если а > 1, то[image: image581.png]log, f(x)



> [image: image583.png]log, g(x)



  тогда и только тогда, когда f(х) > g(х), Д т. е. (а - 1)(f(x) - g(х)) > 0.
· Если 0 < а < 1, то [image: image585.png]log, f(x)



> [image: image587.png]log, g(x)



 тогда и только тогда, когда f(x) < g(х), т.е. опять (а - 1)(f(x) - g(х)) > 0.
И, наоборот. Если (а - 1)(f(x) - g(х)) > 0, то
· при а > 1 имеем f(х) > g(х), а тогда [image: image589.png]log, f(x)



> [image: image591.png]log,, g(x).




· при 0 < а < 1 имеем f(x) < g(x), а тогда опять [image: image593.png]log, f(x)



> [image: image595.png]log,, g(x).




Мы получили условие равносильности

[image: image597.png]log, f(x)



> (<)[image: image599.png]log, g(x)



,[image: image601.png]


а - 1)(f(x) - g(х)) > 0 (< 0).   (1*)
Можно записать полное условие равносильности, включа​ющее ОДЗ.


f(х) >0,
(1)
[image: image603.png]log, f(x)



> (<)[image: image605.png]log, g(x)



,          g(х) > 0,
                                               [image: image607.png]


а - 1)(f(x) - g(х)) > 0 (< 0).       Отсюда следует

 Правило 4. Знак разности
[image: image608.wmf])

(

)

(

log

log

x

g

x

f

a

а

-

 совпадает со знаком произведения   (а — 1)(f(х) - g(х)) в ОДЗ.
При решении простейших логарифмических неравенств, ко​нечно, можно не использовать (***) и (****). Однако (***) и (****) дают возможность просто справиться с неравенствами, решение которых обычным способом потребует гораздо больше вычисле​ний.
Например, теперь можно очень просто решить неравенство вида
[image: image610.png]logg f (x)—logg g (x)
A5



 ≥ 0 (≤ 0).

Воспользовавшись правилом 4, немедленно получаем, что

[image: image612.png]logg f (x)—logg g (x)
A5



 ≥ 0 (≤ 0),[image: image614.png](a=1) (7(x)- g(x))
(%)



 ≥ 0  ( ≤ 0).

Условия равносильности (****) и (1) верны (для обоих зна​ков) и для нестрогого неравенства
[image: image616.png]log, f(x)



≥ [image: image618.png]log, g(x),



 ( а - 1)(f(x) - g(х)) ≥ 0        или



f(х) >0,
[image: image620.png]log, f(x)



≤ [image: image622.png]log, g(x)



,          g(х) > 0,

( а - 1)(f(x) - g(х)) ≤  0.        
Более сложные неравенства

Рассмотрим неравенство [image: image624.png]f(x)(logg g4 (%)~ logg g2(x))
logy 9:(x)



  > 0, где а > 0, а ≠ 1, b > 0, ≠1. ОДЗ выражений, входящих в неравенство, определяется системой gi(x)>0, i=1,2,3.

 Решение рассматриваемого неравенства определяется зна​ками множителей. Воспользуемся тем, что в ОДЗ знак разности [image: image626.png]log, g1(x) — log, g2(x)



 совпадает (в силу правила 4) со знаком про​изведения (а -1)(g₁(х) - g₂(x)), a знак [image: image628.png]log,, g3(x)



 совпадает в ОДЗ со знаком (b-1)( g3 (x) – 1)  в силу (1*). Поэтому

[image: image630.png]f(x)(logg g4 (%)~ logg g2(x))
logy 9:(x)



  > 0 (≥ 0).
Замечательно то, что мы освобождаемся от всех логариф​мов за один шаг!

Пример: Решите неравенство
                                                       [image: image632.png]lg(3x"3x+7) ~lg(6+x—x7)
Coe—7 (10e-3)



 ≥ 0.

Решение: Найдем ОДЗ:
3x2 – 3x + 7 > 0,

-x2 + x +6 > 0,

x≠ 0,7,
x Є ( -2; 0,3) U (0,3;0,7) U (0,7;3).

          x≠ 0,3;

Воспользуемся правилом 4 в ОДЗ:

[image: image634.png]lg(3x"3x+7) ~lg(6+x—x7)
Coe—7 (10e-3)



 ≥ 0,  [image: image636.png]3xf-3x +74xi %6

(e-Z)

)




 =[image: image638.png]


 ≥ 0, 

                                                                       x Є (-∞; [image: image640.png]


) U{[image: image642.png]


 } U ( [image: image644.png]


; +∞).
Теперь с учетом ОДЗ получаем ответ :



-2                   [image: image646.png]


             [image: image648.png]


                      [image: image650.png]


                                  3                     x
Ответ: (-2;[image: image652.png]


) U{[image: image654.png]


 } U ( [image: image656.png]


; 3).
Пример  (МГУ, 1974, геогр. ф-т): Решите неравенство 

[image: image658.png]logg(x+3)

log, (<*~2x+2)



 <0.

Решение: Найдем ОДЗ:

[image: image660.png]X+



 > 0,           [image: image662.png]


,

    [image: image664.png]2 7
x?—2x+
+i



 > 0;
(x - [image: image666.png]


) ( x - [image: image668.png]


) > 0;        x Є (-[image: image670.png]


,[image: image672.png]


) U ([image: image674.png]


, +∞).
	
	
	
	


Теперь воспользуемся (1*) для числителя и знаменателя: знак 1оg3 ( x+ [image: image676.png]


) совпадает со знаком произведения (3-1) (x +[image: image678.png]


 -1), а знак [image: image680.png]7
log, (x* — 2x + 1)




совпадает со знаком произведения (7-1) [image: image682.png](x2—
2%+
br



 -1).
Поэтому в ОДЗ имеем

[image: image684.png]logg(x+3)

log, (<*~2x+2)



 <0, [image: image686.png]


  < 0, [image: image688.png]


 < 0.

·                   +                                  -                                         +



-[image: image690.png]


                            [image: image692.png]


                                                [image: image694.png]


                              x
Рис.1



            - [image: image696.png]


                -[image: image698.png]


                     [image: image700.png]


          [image: image702.png]


                    [image: image704.png]


                     [image: image706.png]


            х

Рис. 2

Решая неравенство классическим методом интервалов (рис. 1), получаем, что 

х Є(-∞; -[image: image708.png]


 )  U ([image: image710.png]


  ;  [image: image712.png]


 ).
Учтем ОДЗ (рис. 2) и получим ответ. 
Ответ: (-[image: image714.png]


,[image: image716.png]


)U ([image: image718.png]


,[image: image720.png]


 ).       
Уравнения вида f(α(x)) = f(β(x))
ТЕОРЕМА. Пусть область существования функции f(u) есть промежуток М и пусть эта функция непрерывна и строго монотонна (т. е. возрастает или убывает) на этом про​межутке. Тогда уравнение 

f(α(x)) = f(β(x))              (1)
равносильно системе    

α(x) = β (x),

α(x) Є M,
β (x) Є M.
Действительно, если х0 — решение уравнения (1), то для этого числа имеют смысл числовые выражения и1 = α (х0) и и2 = β (х0), каждое из которых принадлежит области существования функции f(u), т. е. промежутку М, и f(u1) = f(u2). Покажем, что отсюда следует ра​венство α(x0) = β(x0). Пусть функция f(и) непрерывная возрастает на промежутке М. Тогда если и1< u2, то f(u1)<f(u2); если и1>и2, то f(и1)>f(и2), что противоре​чит условию f(и1) = f(и2). Следовательно, действительно и1 = и2, т. е. α(х0) = β(х0).
Аналогично показывается, что α(х0) = β(x0),если функция f(u) непрерывна и убывает на промежутке М. Сказанное выше означает, что любое решение уравне​ния (1) является решением системы (2).
Пусть теперь число х1 является решением системы (2), Это означает, что имеют смысл числовые выражения v1 = α(x1) и v2 = β(x2), причем v1 = v2 Є М. Тогда так как функция определена на промежутке М, то справедливо равенство f(v1) = f(v2). Справедливость равенства f(α(х1)) и f(β(x1)) означает, что число х1 есть решение уравнения (1). Итак, любое решение системы (2) явля​ется решением уравнения (1).
Таким образом, показано, что уравнение (1) и сис​тема (2) равносильны в случае, если известно, что либо уравнение, либо система имеет решения.
Покажем, что если уравнение (1) не имеет реше​ний, то и система (2) не имеет решений. Предположим противное, т. е. что система (2) имеет решения, но тог​да, по доказанному выше, и уравнение (1) имеет реше​ние, а это противоречит условию, что уравнение (1) не имеет решений. Аналогичными рассуждениями показы​вается, что если не имеет решений система (2), то и уравнение (1) не имеет решений. Следовательно, и в этом случае уравнение (1) равносильно системе (2).
В качестве следствий этой теоремы получим ряд ут​верждений. Доказательства этих утверждений похожи, по​этому ниже приведено лишь доказательство первого из них.
1. Пусть  число   а таково,   что  а>0, а≠1 .   Тогда   уравнение 
[image: image722.png]log,, f(x) = log, g(x



)                            (3)
равносильно системе                     f(x) = g(x),

f(x) > 0,
(4)

g(x) > 0.
Действительно,   область   существования   функции y = [image: image724.png]log, u



 есть промежуток (0; + ∞). Так как на этом про​межутке функция у = 1оg au непрерывна и для а>1 воз​растает, а для   0<a<1    убывает,   то   по   доказанной теореме уравнение (3) равносильно системе (4). Заметим, что в системе (4) любое из неравенств можно опустить, так как если для числа x0 справедливо уравнение и одно из неравенств системы, то справедливо и другое не​равенство.
ПРИМЕР 1. Решим уравнение
Lg (x2 – 4) = lg (6x + 4).                     (5)
Уравнение (5) равносильно системе          


X2 – 4= 6x + 4,
(6)
                                                       6x + 4 > 0.
Уравнение системы (6) имеет два корня: x1 = 3 + [image: image726.png]


 и x2 = 3 - [image: image728.png]


.    Так    как    6x1 + 4 = 22 + 6[image: image730.png]


 > 0,   6х2+4=22 - 6[image: image732.png]


 <0, то система (6), а значит, и равносильное ей урав​нение (5) имеют единственное решение x1.
Ответ. 3 + [image: image734.png]


.
ПРИМЕР 2. Решим уравнение  
[image: image736.png]= 1+cos2x—sin2x
logzcos (=+3) e



.           (7)
Уравнение (7) равносильно системе

                                             Cos (x + [image: image738.png]1tcos2x—sin2x
vz




,            (8)
                                                сos (x + [image: image740.png]


) > 0.
Поскольку для любого α справедливы формулы 1 +_соs 2α = 2 соз2 α, sin 2α = 2 sin α соs α, соs α - siп α = [image: image742.png]


 соs(α + [image: image744.png]


), то система (8) равносильна системе
                                                Cos (x + [image: image746.png]


 (1 – cos x) = 0,              (9)
                                                 Cos (x + [image: image748.png]


) > 0.
Система (9) равносильна системе

                                                                            Cos x = 1,

                                                                           Cos (x + [image: image750.png]


) > 0.              (10)
Решения первого уравнения системы (10) задаются серией xn = 2[image: image752.png]


, n Є[image: image754.png]


. Так как cos(xn+ [image: image756.png]


) =cos ([image: image758.png]u = _ vz
T+ 2mm) = cosT= T >0



, то все числа xn являются решениями системы (10) и, следовательно, равносильного ей уравнения (7), Ответ. 2[image: image760.png]


 , n Є [image: image762.png]



2. Для любого натурального числа 2т уравнение
[image: image764.png]" ()



 = [image: image766.png]g (*)




равносильно системе

f (x) = g (x),

g (x) ≥ 0,

f (x) ≥ 0.  
                          (11)
Заметим, что в системе (11) любое из неравенств мож​но опустить.
ПРИМЕР 3. Решим уравнение

[image: image768.png]


 = [image: image770.png]2x7

9x




.                   (12)
Уравнение (12) равносильно системе

                                                       X2 – 2x – 7 = 2x2 – 9x – 15,

                                                               2x2 – 9x – 15 ≥ 0.
(13)
Система (13) имеет единственное решение x1 = 8. Следо​вательно, уравнение (12), равносильное системе (13), имеет единственное решение x1.
Ответ. 8.

Рассмотрим более сложные примеры применения теоремы.
ПРИМЕР 4. Решим уравнение

[image: image772.png]'sinx



 + [image: image774.png]'sinx



 + [image: image776.png]'sinx



 = [image: image778.png]


 + [image: image780.png]


 + [image: image782.png]cos:




                    (14)
Область существования функции f(и) = [image: image784.png]


 +[image: image786.png]


 +[image: image788.png]


 есть промежуток [0; +∞). Так как эта функция непре​рывна и возрастает на этом промежутке, то уравнение (14) равносильно системе

                                                                          Sin x = cos x ,

                                                                           Sin x ≥ 0.

                             (15)
Уравнение системы (15) имеет серию решений xn = [image: image790.png]


 + [image: image792.png]


 nЄ[image: image794.png]


.

Так как sin x  = sin ([image: image796.png]


 + [image: image798.png]


 ) = (-1) n [image: image800.png]


  ,  то при любом n = 2k, k Є[image: image802.png]


, число хп удовлетворяет неравенству систе​мы (15), а при любом n = 2k + 1, k Є [image: image804.png]


, число x n не удов​летворяет этому неравенству. Это означает, что система (15), а значит, и равносильное ей уравнение (14) имеют решения  x k = [image: image806.png]


 + [image: image808.png]2wk,



 k Є[image: image810.png]



Ответ. [image: image812.png]


 + [image: image814.png]2wk,



 k Є[image: image816.png]



Отметим частный случай теоремы.
Пусть R — область существования функции f(u) и пусть эта функция непрерывна и строго монотонна на R, тогда равносильны уравнения f(α(х)) = f(β(x)) и α(x) = β(x)
ПРИМЕР 5. Решим уравнение

([image: image818.png]DT - YxT— 22+ 5



 = ([image: image820.png]


 -  [image: image822.png]


.   (16)
Область существования функции   f(и) = ([image: image824.png]


)u +[image: image826.png]


  есть R. Так как эта функция непрерывна и убывает на R, то уравнение (16) равносильно уравнению

X2 – 2x + 5 = 2x2 – 3x – 1.                      (17)
Уравнение (17) имеет два корня: х1 = -2 и x2 = 3, тогда и равносильное ему уравнение (16) имеет те же корни.
Ответ. -2; 3.
Для самостоятельной работы.
Решите уравнения:

1.а) lg(x2 – 17) = lg (11x – 45);                             б) lg(x2 -7x + 14) = lg (3x – 16);

в)lg (25 – x2) = lg (2x – 10);                                   г) lg (x2 – 5x – 24) = lg (3x – 16).

2. а) [image: image828.png]


 = [image: image830.png]



б) [image: image832.png]


 = [image: image834.png]


.

3.а) [image: image836.png]Jlogox+ 1



 = [image: image838.png]


;                           б) [image: image840.png]J2log, =



 = [image: image842.png]


;

в) [image: image844.png]


 = [image: image846.png]


;                            г) [image: image848.png]


 = [image: image850.png]


.

4. а) arcsin(x2 – 80,5) = arcsin(x – 8,5);                    б) arcsin(x2 – 8) = arcsin(9x – 26);

в) arcos (x2 – 9) = arcos (7x + 21);                            г) arcos (x2 – 14) = arcos (x + 6).

5. а) [image: image852.png]Iyegx _ 7
logos tgx +(3)%* — Yigx



 =[image: image854.png]Iyeege _ 7
logos ctgx + ()0 — /ctgx



; 

б) [image: image856.png]log,, sinx — 5™ — Ysinx



  = [image: image858.png]log,( -cosx) — 5799 — {/—cosx



 .
6. а) [image: image860.png]


 = [image: image862.png]¥ 73T 4 2x7 — 3x+ 7



 ;
б) [image: image864.png]m¥ 1000 4 /%7 £ 71000



  = [image: image866.png]2002271001 4 3/2002x — 1001



  ;
в) ([image: image868.png]D — Vsinx



   = ([image: image870.png]jc0s% _ % /cosx




 ;    
г)  ([image: image872.png]" — (sin x.

)20t



   = ([image: image874.png]i



 - ([image: image876.png]



7. a) [image: image878.png]


  + [image: image880.png]


  = [image: image882.png]Va+1



  + [image: image884.png]Vx +3



; 
  б) [image: image886.png]


  + [image: image888.png]


  = [image: image890.png]V2x +1



  + [image: image892.png]V2x +9



;
в) [image: image894.png]


 + [image: image896.png]Vsinx +0,9



 = [image: image898.png]Veosx +0,9



 + [image: image900.png]Veosx +1,9



;
г) [image: image902.png]tg x



 + [image: image904.png]Jtgx+1



 = [image: image906.png]


 + [image: image908.png]


.
8. а) [image: image910.png]VaZ+ 4



 + [image: image912.png]Vi + 5



 + [image: image914.png]Vit 6



 = [image: image916.png]Vax



 + [image: image918.png]Vax +1



 [image: image920.png]Vax +2



;
б) [image: image922.png]Va+1



 + [image: image924.png]V2x +3



 + [image: image926.png]V3x +7



 = [image: image928.png]V2x



 + [image: image930.png]Vax +1



+ [image: image932.png]Véx + 4



.
9. а) [image: image934.png]log,_(7x* + 2)



 = [image: image936.png]log,_, 30



;                б) [image: image938.png]1)
(327
log,_,



= [image: image940.png]log,_, 74



;

в) [image: image942.png]—5)
(427
log;.,



 = [image: image944.png]log;_, 59



;                       г) [image: image946.png]log, . (2x° + 3)



 = [image: image948.png]log,_, 75



.
10. а) [image: image950.png]log,_,(x* + 2x)



 = [image: image952.png]log,_,(2x* — 8x + 16)



;

б) [image: image954.png]log, ,(2x* — 9x + 21)



 = [image: image956.png]log, ,(x*+ x)



.
11. а) [image: image958.png]log|4(1 +x)



 = [image: image960.png]5)
-
log, 4 (x'



;               б) [image: image962.png]log|4(9 +x)



 = [image: image964.png]log4(x*+ 7)



;

в)[image: image966.png]log), (5 + %)



 = [image: image968.png]log|,—(x* — 1)



;            г) [image: image970.png]log,,—3(4x — 6)



 = [image: image972.png]log—g(x* — %)



.

Неравенства вида f (α(x))>f(β(x))

ТЕОРЕМА. Пусть область существования функции f(u) есть промежуток М и пусть эта функция непрерыв​на на промежутке М. Тогда:
а) Если функция f(u) возрастает на этом проме​жутке М, то неравенство

 f (α(x))>f(β(x)) равносильно системе

α(x) > β (x),

α (x) Є M,

β (x) Є M.

б) Если функция f(u) убывает на этом промежутке М, то неравенство 

f (α(x))>f(β(x)) равносильно системе

α(x) < β (x),

α (x) Є M,

β (x) Є M.
Доказательство  этой  теоремы  аналогично доказа​тельству теоремы в  предыдущем пункте, и поэтому мы его опускаем.
 В качестве  следствии  этой  теоремы  получим  ряд  ут​верждений.
1. Неравенство [image: image974.png]log, f(x)



 > [image: image976.png]log, g (x)




при а>1 равносильно двойному неравенству f(x) > g(x) > 0,
а при 0 <а<1 равносильно двойному неравенству 0 < f(x) < g(x).
ПРИМЕР 1. Решим неравенство
[image: image978.png]logs(x® — x? — 2x) > loggs(x®—3).



(1)
Неравенство (1) равносильно двойному неравенству

0 <x³ - x2 – 2x < x3 – 3,

которое равносильно системе

x2  [image: image980.png]+2x — 3



 > 0,
(2)

                                                x(x2 –x – 2) > 0.      
Множество всех решений первого неравенства системы (2) состоит из двух промежутков: (-∞; -3) и (1; +∞), мно​жество всех решений второго неравенства системы (2) также состоит из двух промежутков: (-1;0) и (2;+оо). Поэтому множество всех решений системы (2) есть промежуток (2; +∞). Следовательно, множество всех решений неравенст​ва (1), равносильного системе (2), есть тот же промежуток.
Ответ. (2; +∞).
2. Для любого четного числа 2т, m Є [image: image982.png]


 неравенство

[image: image984.png]


 > [image: image986.png]



равносильно двойному неравенству f (x) > g(x) ≥ 0.
ПРИМЕР 2. Решим неравенство
[image: image988.png]Vrrs> 2.



              (3)
Неравенство   (3)   равносильно    двойному    неравенству 0 ≤ [image: image990.png]- <x+5

ey



, которое равносильно системе

                                                         [image: image992.png]T+ Ex 47
ey



 > 0,

                                                         [image: image994.png]x*3
2



 ≥ 0.                    (4)
Множество всех решений системы (4) составляют два промежутка: (-3-[image: image996.png]


 -3] и (-3 + [image: image998.png]


; +∞). Следовательно, множество всех решений неравенства (3), равносильного си​стеме (4), есть то же множество.
Ответ.  (-3-[image: image1000.png]


 -3] U (-3 + [image: image1002.png]


; +∞). 
Рассмотрим более сложные примеры применения теоремы.
ПРИМЕР 3. Решим неравенство
 [image: image1004.png]


  + [image: image1006.png]log,y,(x +2)



 + [image: image1008.png]3175



  > [image: image1010.png]


  + [image: image1012.png]logyy;( —2x +3)



 + [image: image1014.png]


 .  (5)

Область существования функции y = [image: image1016.png]


 + [image: image1018.png]logyy; u



 + [image: image1020.png]313



         (6)
есть промежуток (0; + ∞). Так как на этом промежутке функция (6) непрерывна и возрастает, то неравенство (5) равносильно системе
                                                                         х + 2>-2х + 3 ,

                                                                          х + 2>0,
                                                                          -2х + 3 > 0.                                 (7)
Множество всех решений системы (7) есть промежуток ( [image: image1022.png]


; [image: image1024.png]


).Следовательно,  множество всех решений неравенства (5), равносильного системе (7), есть тот же про​межуток.

Ответ: ( [image: image1026.png]


; [image: image1028.png]


).
Приведем частный случай теоремы.
Пусть R - область существования функции f(u) и пусть эта функция непрерывна на R. Тогда:
а)  Если функция f(и) возрастает на R, то равно​сильны неравенства f(α(х)) > f(β(х)) и α(х)>β (х).
б)  Если функция f(u) убывает на R, то равносиль​ны неравенства f(α(x)) > f(β(х)) и α(х)<β(х).
ПРИМЕР 4. Решим неравенство

[image: image1030.png]


 + [image: image1032.png]


 < [image: image1034.png]


 + ex + 2.                     (8)
Область существования функции

Y = [image: image1036.png]


 + eu                       (9)
есть  R. На  этом  множестве  функция  (9)  непрерывна и возрастает, поэтому неравенство (8) равносильно неравенству  [image: image1038.png]


 < х + 2,   которое   можно   переписать   в виде

[image: image1040.png](x4 2) (== /2)
=1



 > 0.                       (10)

Множество всех решений неравенства (10), а зна​чит, и равносильного ему неравенства (8) составляют два промежутка: (-[image: image1042.png]


; 1) и ([image: image1044.png]


; + ∞).
Ответ. (-[image: image1046.png]


; 1)  U ([image: image1048.png]


; + ∞).
Для самостоятельной работы.
Решите неравенства:

1) а)[image: image1050.png]log,(x*— 5x—34)



> [image: image1052.png]log,(x +6),



        б) [image: image1054.png]logs(x* — 16)



> [image: image1056.png]log,s(3x + 38)



;

в) [image: image1058.png]-4
log(x



 < [image: image1060.png]log;(44 — 2x)



;                  г) [image: image1062.png]loggs(x® — 22)



 < [image: image1064.png]logy5(34 + 18)



.

2) а) [image: image1066.png]


 > [image: image1068.png]


;                    б) [image: image1070.png]


 > [image: image1072.png]Vox+1



;

в) [image: image1074.png]


 > [image: image1076.png]V5x



.
3) а) arcsin (x2 – 2x) < arcsin (x2 + x – 1);         б) arcsin (2x2 + 1) < arcsin (2x2 - x);

в) arccos [image: image1078.png]


 < arcos (x2 + x – 1);                     г) arcos [image: image1080.png]


 > arcos [image: image1082.png]


.
4) а) [image: image1084.png]Jlog,(x —3)



 + [image: image1086.png]10'82(*=3)



< [image: image1088.png]3x)



 + [image: image1090.png]10teE:(x"- 3x)



;

б) [image: image1092.png]Jlog (x + 5)



 + [image: image1094.png]3loes(x+1)



 < [image: image1096.png]


 + [image: image1098.png]gloes;



.
5) а) [image: image1100.png]


 + lg([image: image1102.png]


 < [image: image1104.png]


 + lg([image: image1106.png]


;

б) [image: image1108.png]


 + [image: image1110.png]log,7 - 1og7§



 > [image: image1112.png]


 + [image: image1114.png]log; 7 -




.
6) а) [image: image1116.png]


 + [image: image1118.png]log,(3x —2)



 + [image: image1120.png]


 > [image: image1122.png]


 + [image: image1124.png]log,(—2x +3)



 + [image: image1126.png]


.
7) а)[image: image1128.png]


 + [image: image1130.png]


 [image: image1132.png]


 [image: image1134.png]


 + [image: image1136.png]


;       

б) ([image: image1138.png]


  - 3)х – 5 - [image: image1140.png]


 > ([image: image1142.png]


 - [image: image1144.png]


.
8) а) [image: image1146.png]log,(9x+ 1) < log, | 10x— 1|



;                б) [image: image1148.png]log,(12x+ 1) < log, | 13x— 1|



;

в) [image: image1150.png]log,(6x+ 1) < log, | 7x— 1|




                      г)  [image: image1152.png]log,(17x+ 1) < log, | 18x— 1|



.
9) а)[image: image1154.png]


 < 0;       б) [image: image1156.png]log, .

Tons



 < 0;         в) [image: image1158.png]S
log, 15—



 < 0;     г)   [image: image1160.png]


 < 0;          

д)  [image: image1162.png]


 > 0;         е) [image: image1164.png]


 > 0.
10) а) [image: image1166.png]logg, (x*—17x+ 60) <1



;                   б) [image: image1168.png]log, (x* —15x+54) <1



;                           

в) [image: image1170.png]logy,, (x*—19x+84) =1



;                        г) [image: image1172.png]log,, (x* —16x+ 60) <1



.
11) а) [image: image1174.png]log,(x* — 10x +21) <logy, 5



;         б)[image: image1176.png]logyy(x® —13x+ 26) <logy, 6



.
12) а) [image: image1178.png]logy(x* + 25)



 ≤ 2 + [image: image1180.png]log,4 226



;           б)[image: image1182.png]log, (x* + 361)



 ≤ 2 + [image: image1184.png]log4 362



.
13) а) [image: image1186.png]log,
P



  ≥ [image: image1188.png]


;                          б) [image: image1190.png]LS



  ≥ [image: image1192.png]


;     

в) [image: image1194.png]L0
preny

log,



  ≥ [image: image1196.png]


;                                г) [image: image1198.png]


  ≥ [image: image1200.png]


.
Использование производной для решения уравнений и неравенств

При решении уравнения или неравенства часто бывает полезно доказать возрастание (убывание) на некотором про​межутке функций, в него входящих. При этом часто поль​зуются производными.
ПРИМЕР 1. Решим уравнение
             Х5 + х3  - [image: image1202.png]Vi—3x+ 4



  = 0           (1)
Рассмотрим функцию f (х) = х5 + х3  - [image: image1204.png]Vi—3x+ 4



 . Область существования этой функции есть промежуток Х = ( — ∞; [image: image1206.png]


.
Функция f(х) имеет внутри промежутка X положительную производную   f' (x) = 5x4+ Зх2 +[image: image1208.png]


.
Следовательно, функция f(х) возрастает на промежутке X, и так как она непрерывна на этом промежутке, то каждое свое значение она принимает ровно в одной точке. А это озна​чает, что уравнение (1) имеет не более одного корня. Легко ви​деть, что число х1 =-1 удовлетворяет уравнению (1). Следова​тельно, уравнение (1) имеет единственный корень х1.
Ответ. — 1.
ПРИМЕР 2. Решим неравенство
20x 7 + 28 x 5 + 210x – 35 sin2х>0.                  (2)
Рассмотрим функцию f(x) = 20x 7 + 28 x 5 + 210x – 35 sin2х. Поскольку эта функция на интервале Х = (-∞; +∞) имеет производную f '(x) = 140x6 + 140х4 + 210-70соs 2х, которая положительна на этом интервале, то функция f(х) возрас​тает на интервале X. Так как функция f непрерывна на ин​тервале X, то каждое свое значение она принимает ровно в одной точке. Следовательно, уравнение f(х)=0 может иметь не более одного корня. Легко видеть, что число x1 = 0 является корнем уравнения f(x) = 0. Поскольку функция f(х) непрерывна и возрастает на интервале X, то f(х)<0 при x < 0 и f (х)>0 при x > 0. Поэтому решениями неравенства (2) являются все х из промежутка (0; +∞).
Ответ. (0; +∞).
ПРИМЕР 3. Решим неравенство

ех ≤ 1+ х.            (3)
Обе части неравенства (3) определены на интервале Х = (- ∞; + ∞). Рассмотрим функцию f(x) = ex – x - 1. Эта функция на интервале X имеет производную f'(х) = еx  - x – 1.
Так как f '(x)>0 для любого x из интервала (0; +∞) b  на промежутке [0; +∞) функция f(х) непрерывна, то на промежутке [0; + ∞) функция f(х) возрастает. Поскольку f(0) = 0, то f(x)>0 для любого x Є (0; +∞). Поэтому любое x Є(0; + ∞) не является решением неравенства (3), а число x0 = 0 является его решением.
Так как f'(x)< О для любого х из интервала (-∞; 0) н на промежутке (-∞; 0] функция f(х) непрерывна, то на промежутке (-∞; 0] функция f(x) убывает. Поскольку f(0) = 0, то f(x)>0 для любого x Є(-[image: image1210.png]


; 0). Поэтому любое x Є (-оо; 0) также не является решением неравенства (3). Та​ким образом, неравенство (3) имеет единственное решение x0.
Ответ. 0.
ПРИМЕР 4. Выясним, сколько действительных корней имеет уравнение
x3 – x2  - x + 0,1 = 0.                 (4)
Рассмотрим функцию f (х) = x3 – x2  - x + 0,1.  Она  на ин​тервале (-∞; +∞) имеет производную f'(x) = 3x2 – 2x -1.
Производная обращается в нуль в двух точках: х1 = - [image: image1212.png]


 и х2= 1. Так как f'(х)>0 для любого х из интервалов (-∞; - [image: image1214.png]


) и (1; +∞), то на каждом из промежутков (-∞; - [image: image1216.png]


 ]и [1; +∞] функция f(х) возрастает. Так как f '(х) <0 для любого х из промежутка (- [image: image1218.png]


;1), то на промежутке [ - [image: image1220.png]


; 1] функция /(х) убывает.
Так как [image: image1222.png]


 = [image: image1224.png]lim,, . x°




= - ∞, [image: image1226.png]lim, _ . f (x) = +oo,



f(х1)>0, f(хг)<0 и функция f(х) непрерывна на каж​дом из интервалов (-∞; x1), (х1, х2) и (x 2; +∞), то на каждом из них есть единственная точка, в которой эта функция об​ращается в нуль. Следовательно, функция имеет три нуля, т, е. уравнение (4) имеет три действительных корня.
Ответ. Уравнение имеет три действительных корня.

 ПРИМЕР 5. Решим уравнение
                                                             [image: image1228.png]


(5)
Обе части уравнения (5) определены на отрезке [2; 4]. Рассмотрим функцию f(x) = [image: image1230.png]Ve—2+ Va—x



.
Эта функция на интервале (2; 4) имеет производную

f' (x) = [image: image1232.png]


 (x – 2) -  ¾ - [image: image1234.png]


 (4 –x) – ¾,

 которая обращается в нуль в единственной точке х0 = 3. Так как функция f(х) непрерывна на отрезке [2; 4], то она до​стигает на этом отрезке наибольшего и наименьшего значений. Они находятся среди чисел f (2) = [image: image1236.png]


, f (3) = 2 и f (4) = [image: image1238.png]


.

Так как f(3) > f(2) = f(4), то наибольшее значение 2 на отрезке [2; 4] функция f(х) достигает в единственной точке х0=3. Следовательно, уравнение (5) имеет единственный ко​рень x0.
Ответ. 3.
Пример 6. Найдите все значения параметра, при каждом из которых уравнение х4- х2 + а2 _3а = 1 имеет три различных корня.

Уравнение четвёртой степени не может иметь ровно три различных корня. Следовательно, данное уравнение при искомых значениях параметра имеет корень кратности два. Если α- корень кратности два, а β и γ – остальные корни уравнения, то f(x) = х4 – х2 + а2 -3а -1 = (х – α)2 (х – β) (х – γ).

Тогда производная функции f `(x) = 4х3 – 2х имеет тот же корень.

Решим уравнение     4х3 – 2х = 0, х = 0, х = 
[image: image1239.wmf]2

2

±

 . 

Найдём те значения параметра, при которых производная является корнем исходной функции, а из них выберем отвечающие условию задачи.

1) х = 0. Получаем а2 – 3а – 1 = 0 , а = 
[image: image1240.wmf]2

13

3

±

. При данных значениях параметра получим уравнение вида                                    х = 0,
                                                                              х4 – х2 = 0,           х = 0, 
                                                                                                            х = 1,

                                                                                                                  х = -1.

Следовательно, найденные значения параметра отвечают условию задачи.

2) х = 
[image: image1241.wmf]2

2

±

. Получим, что 
[image: image1242.wmf]2

1

4

1

-

 + а2 -3а – 1 = 0, а2 -3а – 1 = 
[image: image1243.wmf]4

1

, а2 -3а - 
[image: image1244.wmf]4

5

 = 0,

а = 
[image: image1245.wmf]2

14

3
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.

При найденных значениях параметра получим, что уравнение будет иметь два корня кратности два, т.к.при каждом из этих значений параметра каждое из чисел 
[image: image1246.wmf]2

2

±

 -  корни.
Ответ: 
[image: image1247.wmf]2
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3
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.

Для самостоятельной работы.
Решите уравнение :

       1)a) x5 + x3 + 1 – [image: image1249.png]


 = 0;
                        б) x5 + x3 - 37 – [image: image1251.png]V25— 8x



 = 0.
2)а) [image: image1253.png]


 - [image: image1255.png]


 = 0;                               б) [image: image1257.png]Vox+5



 - [image: image1259.png]


 = 0.
Решите неравенство:

1) а)х2  - 1 > 2lnx;               б) [image: image1261.png]


;               в) x - [image: image1263.png]


<ln (x + 1).
2) a)12 x5  + 10x3 +35x – 17 sin 2x > 0;              б) 10 x5  + 25 x3 +39x + 11 – 11cos2x  > 0.
3) a) 3 x5  + 10x3 +15x  + lg x– 28 > 0;
                б)  x5  + x3 +10x + [image: image1265.png]log, x



 – 61  > 0.

4) Сколько действительных корней имеет уравнение:
      а) 2х4 – 4х2 + 1 =0;            б) 2х4 – 8х + 1 = 0.

Показательно-логарифмические неравенства
Это неравенства, содержащие неизвестное в осно​вании и в показателе степени, причем показатель сте​пени содержит логарифмы.

Пример 1. Решить неравенство  [image: image1267.png]x'8%



> 10.

Решение
Так как х > 0, то, прологарифмировав обе части неравенства по основанию 10, получим равносильное неравенство: lg  хlg x > lg 10 или lg ² х > 1, откуда 

|lg х|>1,lg х > 1 и lg х < -1.

Если lg х > 1, то х > 10; если lg x < -1, то 0 < x < 0,1.

Ответ: 0 < х < 0,1; х > 10.

Пример 2. Решить неравенство     [image: image1269.png]5




 < [image: image1271.png]10'ex*1




Решение

Так как х > 0, то, прологарифмировав обе части неравенства по основанию 10, получим

  [image: image1273.png]5




 · lg x < lg x + 1 или lg² x + 2 lg x – 3 < 0.
Пусть lg x = t, тогда t2 + 2t - 3 < 0, откуда имеем -3 < t < 1 . Учитывая подстановку, получим -3 < lg х < 1, откуда 10 - 3 < х < 10.

Ответ: 0,001 < х < 10.

Пример 3. Решить неравенство хlg² х – lg x + 1 > 10 . 

Решение

 Так как х > 0, то имеем равносильное неравенство

(lg2x – lg x + 1) lg x > 1  или lg2x (lg x – 1) + (lg x – 1) > 0, (lg x – 1) (lg2x + 1) >0, откуда lgx – 1 > 0 (ввиду того, что lg2x + 1 >0 при всех х > 0), тогда lg x > 1, откуда х > 10.

Ответ:  х > 10.

Пример 14. Решить неравенство 

[image: image1275.png]/082 4+ 2y loE¥



< 3.

Решение.

Пусть, [image: image1277.png]x'°B2 %




, где t > 0, x > 0. Тогда t + [image: image1279.png]


 < 3 или  I2 – 3t + 2 < 0, откуда находим 1 < t < 2. Значит, 1 < [image: image1281.png]x 108z



 < 2 или, логарифмируя обе чаcти по основанию 2,  имеем 0 < log22 x < 1, или                log22 x < 1,     
                                         х ≠ 1                     | log2  x| < 1 или

                                                                                                   – 1 < log2 x < 1, [image: image1283.png]


 < х < 2.
Ответ: [image: image1285.png]


 < х < 2;  1 < х < 2.

Задачи 

Группа А

Н айти наибольшее целое значение х, удовлетворя​ющее неравенству:
1.1оg8 (4 - 2х) > 2;                2. [image: image1287.png]logz(x — 1)



 > -2;               3[image: image1289.png]-logz(2 —5x)



 < -2;        

4. lg x < 2 – lg 4;                    5. [image: image1291.png]log:(3x — 5)



 > [image: image1293.png]log:(x + 1)



;  

 6. [image: image1295.png]log:(x —2)



 + [image: image1297.png](12-x) =2



;           7. [image: image1299.png]logz(x*— 5x—6) = —3



;

8. 1оg3 (7 - х) > 1;              9.  [image: image1301.png]logz(3 —5x) < -3



;  10. 1оg3 ( [image: image1303.png]


7x - 5) > 1; 

11.  1оg5 (3x + 1) < 2;           12. [image: image1305.png]logos



  ≥ -2;            13. [image: image1307.png]log 5(2x — 3)



 [image: image1309.png]


 4;

14. [image: image1311.png]log:(5x —9)



 ≥  [image: image1313.png]log: 4x



;                  15. [image: image1315.png]log,(5x —9) = log,(3x +1)




Найдите наименьшее целое значение х, удовлетворяющее неравенству:

16. [image: image1317.png]1og1§ =1



;      17. [image: image1319.png]logpe(2x — 1) < logye x



 ;   18. [image: image1321.png]log;(8 — 6x) < log; 2x



;

19. [image: image1323.png]logys(12x+ 2) = logy,(10x + 16)



 ;    20. lg ([image: image1325.png]



21. [image: image1327.png]logz(x*+ 2x+2) <1



 ;                        22. lg ( [image: image1329.png]8) =1g(2—9x);





23. [image: image1331.png]log 7(x* + 10x) = log ;5(x — 14);



        24. [image: image1333.png]loggs(x* + 22) < logy; 13x;




25.  [image: image1335.png]logz(x*+ 0,5x) =1



.

Группа Б

Найдите наибольшее целое значение х, удовлетворяющее неравенству:

1. Log22 x > 4 log 2x – 3;                                2. [image: image1337.png]logz®x + logzx < —



;     

 3. 3 [image: image1339.png]log’,x —7 log,x+2 <0



;                     4. Log3 x < log 3 72 – log 3 8;

5. 4 log0,6 x ≥ log 0,6  8 + log0,6 2;                 6. Log2 (7 – x) + log2x ≥ 1 + log 23;

7. lg x + lg (7 – x) > 1;                                 8. [image: image1341.png]log:(2 —x) = log:(2x + 4)



;

9. lg ( 8x – 16) < lg (3x + 1);     10. Log2 log√5 (x – 1) <1;   11. Log 3[image: image1343.png]logz(2x +1) > 0;




12. [image: image1345.png]gloes(Zx-1) <« 7;




                     13. [image: image1347.png]13le8s(173%) > 7,




       14. [image: image1349.png]log,log 2 (2= x) < ;



 ;

    15. [image: image1351.png]log:(x+ 2) — logg(x+2) > — ;



  .

Решить неравенство:

16. [image: image1353.png]


;      17. [image: image1355.png]logz(2x+ 3) > logz(x + 1);



        18. [image: image1357.png](x*— 25%) < —1;




  

19. [image: image1359.png]log,3 <4 (1+ log:x)



;                        20. [image: image1361.png]logn(ﬁ"” 36%) = —




;    

21. [image: image1363.png]glosa(x"-4x+35) 02



;    22. [image: image1365.png]log:(log,(x* = 5)) >0



;       23. (3х – 1) [image: image1367.png]log,x >0;





24.[image: image1369.png]VeiEx < 10x



;                25. [image: image1371.png]logz(26 + 37*) <x +3



;       26. Lg2 (- x) – lg x2 – 3 > 0;

27.[image: image1373.png]logsx — |loggx|— 2 =0



;            28. [image: image1375.png]


;                    29. [image: image1377.png]


;

30. [image: image1379.png]


;         31. [image: image1381.png]logglog,% <1



;                     32. [image: image1383.png]log,logs(3* — 9) <1



;

33.[image: image1385.png]x-1

oazo-30-3 = 1



;          34.[image: image1387.png]logz(1+x— Vx?— 4



 )≤ 0;      35. [image: image1389.png]logyesz x? <1



;

   36. [image: image1391.png]log, sin (2x— %) >




                         37. [image: image1393.png]1
log, = >



; 

38. [image: image1395.png]log|,—y(2x* — 9x+4) > 1



;                     39. [image: image1397.png]210805 ¥loBs 258~ 9



;

40. [image: image1399.png]3lex+2 o 3lgx™
< 3lex+5_ 5.




                            41. [image: image1401.png]log, 2 - log,, 2 - log,4x > 1



;

42. [image: image1403.png]log, log,(4* — 12) =




                           43. [image: image1405.png]2587 + ylossx < 30



;

44. [image: image1407.png]logs(x +3) = log,.; 625



;                       45.  [image: image1409.png]log, V21— 4x >1



;

46. [image: image1411.png]log, (16— 6x— x*) = 1



;                         47. [image: image1413.png]log;V3x+4 - log,5 >1



;

48. [image: image1415.png]log.(2+x) <1



;                                     49. [image: image1417.png]1
log; log,,logs, T > 0.




Контрольная работа
Вариант -1
1. Решить неравенство: 
[image: image1418.wmf]2
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Решение.

[image: image1419.wmf])
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[image: image1421.wmf]x
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[image: image1422.wmf]x

x

5

2

<

, 
[image: image1423.wmf]0

5

2

5

2

÷

ø

ö

ç

è

æ

<

÷

ø

ö

ç

è

æ

x

, так как 
[image: image1424.wmf]1
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[image: image1425.wmf].
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Ответ: 
[image: image1426.wmf].
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2.  Решить неравенство (х2 - х + 1)х  < 1.

 Решение
Заметим, что х2 - х + 1 > 0 при всех х є R, так как дискриминант трехчлена D <0 и а = 1>0.
Запишем данное неравенство в вид
                         (х2 - х + 1)x  < (х2 - х + 1)°.                               (1)
При этом возможны 2 случая: 1)  0< х2-х+1<1;    2)  х2- х + 1> 1.
Следовательно, неравенство (1) равносильно сово​купности двух систем:

       х2-х+1< 1,
          х2- х + 1> 1

        х>0,
                                  х<0.
  или

        х(х - 1) < О,                          х(х -1) > О,

        х>0,                                       х<0.

Ответ: х <0; 0< х < 1. 
3. Решить неравенство 
[image: image1427.wmf]0
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Решение.
Запишем данное неравенство в виде 
[image: image1428.wmf]0

)

4

)(

2

)(

3

(

)

1

)(

1

(

2

2

³

+

-

-

+

+

x

x

x

x

x

, так как 
[image: image1429.wmf]0
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 при любом 
[image: image1430.wmf]R
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, то получим равносильное неравенство 
[image: image1431.wmf]0
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. Решая методом интервалов, имеем 
[image: image1432.wmf]2
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Ответ: 
[image: image1433.wmf][
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4. При всех а решите неравенство  
[image: image1434.wmf].
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Решение. При любом фиксированном значении а это обычное рациональное неравенство. Поэтому к нему можно применить метод интервалов. Для этого нужно расположить на числовой оси числа а и а + 1, в которых обращаются в нуль числитель и знаменатель соответственно. 
                                          +                 -                                +

                                а                        а + 1

Ответ: х є [а; а +1) при любом а.
5. (ЕГЭ С-5). Найдите значения параметра, при каждом из которых сумма выражений 
[image: image1435.wmf]1
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при всех допустимых значениях х.
Решение. 
[image: image1436.wmf]1
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а> 0,

а ≠ 1, 

|х| ≤ 1,

[image: image1437.wmf]log
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а> 0,

а ≠ 1, 

|х| ≤ 1,
(а – 1) ((
[image: image1438.wmf].
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Сделаем следующую замену переменной. Так как |х| ≤ 1, то положим х = sin t, 
[image: image1439.wmf].

2

2

p

p

£

£

-

t

 Получим систему 
а> 0,                                                                        a > 1,
а ≠ 1,                                                                        ( cost + 4)2 < a + 9,
(а – 1) (cos2t + 8 cost + 7 – a) < 0;                         
                                                                                 0 < a < 1,
                                                                                 (cost + 4)2 > a + 9.

Очевидно, что при любом значении а є (0;1) неравенство второй системы не может быть верным при любом значении переменной t, т.к. 9 < (cost + 4)2 < 25.
Следовательно, остаются те значения параметра, при которых неравенство первой системы верно.

Очевидно, что это происходит при любом а ≥ 16.
Ответ: [16;+∞)
Вариант – 2
1. Решите неравенство: 
[image: image1440.wmf]4
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Решение .
Запишем неравенство в виде 
[image: image1441.wmf]0
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. Пусть 
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. Решим полученное неравенство методом интервалов, для чего найдем корни трехчлена 
[image: image1445.wmf]0
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. Так как 
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Ответ: х >0
2. Решить неравенство (х2 – 4х)х + 2  ≤ 1.
Решение
Данное неравенство равносильно совокупности двух систем неравенств:
1)   Х2 – 4х ≥ 1,                      Х2 – 4х  - 1 ≥ 0,                 

Х + 2 ≤ 0;                           х ≤ - 2.

Решим неравенство методом интервалов:

[image: image1452.png]


 = 4 + 1 =5 > 0, х1 , 2 = 2 [image: image1454.png]


.
+
-
+

                                                                           2 - [image: image1456.png]


                      2 + [image: image1458.png]



Тогда решением системы 1) будет: х ≤ -2. 

      0<х2 -4х<1,          х2 - 4х ≤ 1,                 х2 - 4х  - 1 ≤ 0,

2)       х +2 ≥ о            х2 - 4х > 0,                х(х - 4) > 0,

                                           х ≥ - 2,
              х ≥ - 2.

Решением неравенства х2 - 4х - 1 < 0 будет   2 - [image: image1460.png]


 ≤ х ≤ 2 + [image: image1462.png]



Решением неравенства х (х - 4) > 0 будет х < 0, х > 4.
Тогда решением системы неравенств 2) будет  2 - [image: image1464.png]


 ≤ х < 0, 4 < х ≤ 2 + [image: image1466.png]



Объединяя 1) и 2), получим решение исходного не​равенства.
Ответ: х<-2,   - [image: image1468.png]


< х <0,    4< х ≤ 2 + [image: image1470.png]


.
3. Решить неравенство 
[image: image1471.wmf]0
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Решение.
Нули функции: 
[image: image1472.wmf]6
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Точки разрыва функции: 
[image: image1473.wmf]4
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Двойные точки: 
[image: image1474.wmf]0
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   На рисунке нули функции отмечены закрашенными кружками, а точки разрыва - светлыми. Как видно, слева и справа  от двойных точек -1 и 0  функция не меняет знака.                                        Следовательно, получим 
[image: image1475.wmf];
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[image: image1476.wmf];
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[image: image1478.wmf]6
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или короче 
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Ответ: 
[image: image1480.wmf][
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4. При всех а решите неравенство  
[image: image1481.wmf]а
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 > 0.
Решение. А может быть как меньше 1,так и больше или равно 1. рассмотрим три случая.                                                    +                           -                        +
1. Пусть а < 1.
                                                                        а                              1                   х
метод интервалов даёт часть ответа: если а < 1, то х є (- ∞; а) U (1; +∞).
2. Пусть а = 1. Тогда получаем неравенство 
[image: image1482.wmf]1
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> 0, при х ≠ 1 равносильное верному неравенству 1 > 0. его решение – вся область определения неравенства, т.е. (- ∞; 1) U (1; +∞).

3. Пусть а > 1. Тогда имеем                         +                     -                          +

                                                                                    1                              а                   х

 Метод интервалов приводит к частичному ответу: если а > 1, то х є (- ∞; 1) U (а; +∞).

Объединим части ответов и получим окончательный результат.

Ответ: Если а < 1, то х є (- ∞; а) U (1; +∞);а = 1, то х є  (- ∞; 1) U (1; +∞); если а > 1, то х є  (- ∞; 1) U (а; +∞).
5.(ЕГЭ С-5). Найдите все значения параметра а, при каждом из которых неравенство 1 + 
[image: image1483.wmf])
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 имеет хотя бы одно решение.

Решение.
 Запишем систему, равносильную данному неравенству.

1 + 
[image: image1484.wmf])
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а> 0,
4х2 + 4х + 7 > ах2 + а.

Так как дискриминант квадратного трёхчлена, стоящего под знаком логарифма в левой части неравенства, отрицателен, а его старший коэффициент положителен, то этот трёхчлен принимает только положительные значения. Выражение ах2 + а = а(х2 + 1), поэтому для его положительности достаточно указать, что а > 0.

Таким образом, необходимо найти положительные значения параметра, при каждом из которых неравенство, входящее в систему, имеет хотя бы одно решение.
    а> 0,                                                               а> 0,

4х2 + 4х + 7 > ах2 + а;                                  (4 – а)х2 + 4х + 7 – а > 0.
           Рассмотрим три случая.

1. Если 0 <а< 4, то неравенство системы всегда имеет бесконечное число решений, что следует из того, что ветви графика у = (4 – а)х2 + 4х + 7 – а направлены вверх.

2. Если а = 4, то получим неравенство 4х + 3 > 0, которое также имеет бесконечное число решений.

3. Если а > 4, то первый коэффициент квадратного трёхчлена  у = (4 – а)х2 + 4х + 7 – а становится отрицательным, и для того чтобы неравенство имело бы хотя одно решение, необходимо, чтобы дискриминант квадратного трёхчлена принимал неотрицательные значения.
 Таким образом, искомые значения параметра задаются системой:

                                                            а> 4,

4 – (4 – а)(7 – а) ≥ 0.


         а> 4,                                     а> 4,                            а> 4, 

         4 – (4 – а)(7 – а) ≥ 0;           а2 – 11а + 24 ≤ 0;       3≤а ≤ 8;           4 < а ≤ 8.

Объединяя найденные значения параметра, получим, что условию задачи удовлетворяет любое значении а є (0; 8].

Ответ: (0; 8].

Глава 2.
Разработка урока по теме: « Логарифмические неравенства»

Сближение теории с практикой даёт самые благотворительные результаты,

И не одна только практика от этого выигрывает, сами науки развиваются под влиянием её.

                                                                                            П. Л. Чебышев.
Цели урока:

· Продолжить работу над определением логарифма; формировать знания, умения и навыки по данной теме;

· Развивать интенсивное и творческое мышление, желание поиска решения; развивать навыки коллективного труда;

· Содействовать воспитанию интереса к математике; укреплять благоприятный климат в классе.

Тип урока: урок закрепления материала по данной теме.

Оборудование: компьютер, мультимидийный проектор.
Структура урока:

1) Подготовительный этап (мотивация изучения нового, выявление целей урока).

2) Активизация познавательной деятельности ( устная работа).

3) Отработка знаний, умений и навыков по данной теме.

4) Работа в группах.

5) Сравнение и решение задач (по одной) каждой группы и решение этой задачи (с помощью мультимидийного проектора).
6) Решение системы двух неравенств.

7) Подведение итогов урока и домашнее задание.

	Деятельность учителя
	Деятельность учащихся

	1. Давайте подумаем и ответим: « Чем мы сегодня будем заниматься?»

Сегодня на уроке мы должны продолжить изучение тем: «Логарифмическая функция» и «Решение логарифмических неравенств».
Итак, как вы думаете, какова цель нашего урока?

2. повторение теоретического материала (фронтальный опрос) и решение устных упражнений.

1) какая функция называется логарифмической?

(на экране: у = logа
[image: image1485.wmf]x).
2) сформулируйте свойства логарифмической функции

а) при а > 1

На экране: 


[image: image1486]
б) при 0 <а < 1.                                                                               
На экране: 
б)
3) что называется логарифмом числа, а по основанию а?
На экране: log
[image: image1487.wmf]а

 b = x, 
[image: image1488.wmf]в
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4) перечислите свойства логарифмов.

На экране: а > 0, а ≠ 1, в > 0, с > 0.
[image: image1489.wmf]
1) 
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5) Какое уравнение называется логарифмическим?                На экране:
[image: image1497.wmf])
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6) Сформулируйте достаточное следствие монотонности логарифмической функции.

На экране: равенство 
[image: image1498.wmf]s

t

a

a

log

log

=

, где а > 0, а ≠ 1, t>0, s > 0, справедливо тогда и только тогда, когда t > s.

7) Какие неравенства называются логарифмическими?

На экране: 
[image: image1499.wmf])
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[image: image1500.wmf])
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8) Что следует из того, что f(x) > 0, g(x) > 0.

На экране: 1)при а> 1, 
[image: image1501.wmf])
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 равносильно системе неравенств:                                            f(x) > 0,

                                                                g(x) > 0

                                                                f(x) ≥ g(x).
2) при 0 < а < 1, неравенство   
[image: image1502.wmf])
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                       равносильно системе:       f(x) > 0,

                                             g(x) > 0

                                             f (x) ≤ g(x).

Решите устно неравенства:

а) 
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На экране: 

а)      х – 3 > 0,            х > 3,

         х – 3 < 52,           х < 28.

Ответ: (3;28).
б)   х> 0,                           х > 0,
        х ≥ (1\3)2,                   х ≥ (1\9)2.

Ответ: [ 1\9; + ∞).
в)      2х – 4 > 0,                    х > 2,

         14 – х >0,                     х < 14,

         2х – 4 > 14 – х,             х > 6.

Ответ: (6; 14).

г)      2х – 4 > 0,                    х > 2,

         14 – х >0,                     х < 14,

         2х – 4 < 14 – х,             х < 6.

Ответ: (6; 14).

	Отвечают.
Отвечают 

Отвечают. 

Отвечают.
Отвечают.

Отвечают.

Отвечают.

Отвечают.

Отвечают.

Отвечают. 

Отвечают.
Решают. 


3. отработка знаний, умений и навыков по данной теме.
 Из учебника (Мордкович 10-11) выполняются задания: 1581(в,г), 1582 (в,г), 1583 (в,г), 1585 (в,г);

в) у доски, г) самостоятельно (проверяем с помощью проектора)

4. работа в группах.

Карточка для 1 группы (слабая).

1) 
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 EMBED Equation.3  [image: image1508.wmf]
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Карточка для второй группы.
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Карточка для группы № 3.
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Карточка для четвёртой группы.
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5. Каждая группа защищает решения задания под № 2. По окончанию  работы учитель демонстрирует решение этих номер на экране.(смотри слайды)
6. Решить систему двух неравенств. (Решение выполняется у доски).



[image: image1523.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image1524.wmf]9
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;                                      х2 + 3 > 0,
                                                                                   4х > 0,

                                                                                  х2 + 3 ≤ 4х;


[image: image1526.wmf] 
х2 – 5х – 6 < 0,                                                       (х – 6) (х + 1) < 0,
      х > 0,                                                                        х > 0,
      х2 – 4х + 3 ≤ 0,                                                         х2 + 3 > 0,

      х2 + 3 > 0;                                                                (х – 3) (х – 1) ≤ 0.
                                   Ответ: [1; 3].
7. подведение итогов урока и домашнее задание.

Чем мы сегодня занимались? (отвечают ученики).

Что мы узнали нового? (отвечают ученики).

Какие решали задачи? (отвечают ученики).

Домашнее задание. № 1593.1588.

Решить неравенства:
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Заключение

Одним из важных качеств любого учителя является его профессионализм, который может быть выражен и проявляться в различных видах его педагогической деятельности. Любой учитель-профессионал всегда находится в творческом поиске идей и задач, которые он может и должен решать (реализовать), применяя всё своё мастерство. 

 Наверное, каждому учителю приходилось в разной форме сталкиваться с подготовкой к Единому государственному экзамену, с подготовкой учащихся к сдаче вступительных или выпускных экзаменов. Буду надеяться, что, изучив данную работу, многие для себя учителя найдут  достаточно полезной и важной информации. 

При подготовке и выполнении работы я сделала для себя некоторые важные выводы:

· На изучение данной темы в курсе математики отводится недостаточно часов для реализации целостной подготовки выпускников. Поэтому данную тему необходимо включать в планирование спецкурса, факультативных занятий.

· Предложенные в работе практические упражнения по теме учитель профильных классов может использовать при организации работы с учащимися на уроках, факультативах, спецкурсах и индивидуальных занятиях.

Работа представляет практический интерес для учителей профильных классов и может быть использована при подготовке к занятиям и в других, не профильных классах, подобранные упражнения позволяют это сделать.
 Цели работы достигнуты и выявляются новые перспективы для дальнейших исследований по теме.
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