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Практическая работа №1 
Тема: Решение задачи методом Лангранжа.
Цель работы:Получить практические навыки при решении задач нелинейного программирования методом Лангранжа
Тип урока: Урок закрепления и приобретения навыков
Вид урока: урок практикум
Используемые технологии: ИКТ, компьютер
Вид самостоятельной работы учащихся: Выполнение практической работы. Работа на компьютере.
Наглядные пособия: методическое указание.
Межпредметные связи: Информатика, Операционная система и программное обеспечение, математическая статистика, Основы алгоритмизации и программирования.
Формирование  профессиональных компетенций:Осуществлять решение задач из различных областей науки, техники, экономики и производства с применением математических методов и вычислительной техники на всех этапах от постановки до получения результата на ЭВМ решение задач.

Теоретическая часть.
Метод Лагранжа заключается в выполнении следующих действий.
1. Если в системе ограничений встречаются неравенства, то, вводя дополнительные переменные, преобразовать неравенства в равенства.
2. Для заданной системы ограничений и целевой функции составить функцию Лагранжа:


где  есть неопределённые коэффициенты[footnoteRef:1]. [1: Поэтому метод Лагранжа часто называют методом неопределённых множителей Лагранжа.] 

3. Приравнять к нулю все частные производные первого порядка функции L, и получить систему уравнений (в общем случае нелинейных уравнений):




4. Решить полученную систему и, тем самым, найти все стационарные точки функции , то есть такие точки, в которых функция может иметь экстремумы (минимумы или максимумы).

5. Исследовать каждую точку на наличие в ней экстремума функции , применяя следующую теорему:



если функция  дважды дифференцируема в окрестности стационарной точки S = , причём все её вторые производные в этой окрестности непрерывны, то функция  имеет в точке S:
минимум, если все числа 1, 2, …, n являются положительными,
максимум, если знаки чисел 1, 2, …, n чередуются, начиная с минуса,
где




Если же числа i не являются положительными или их знаки не чередуются, то вопрос о наличии экстремума функции в стационарной точке остаётся открытым и требует дополнительных исследований.
Для решения задач нелинейного программирования целесообразно использовать программные системы символьных вычислений, например, систему MathCad.
Пример. Решить методом Лагранжа в системе MathCad следующую задачу нелинейного программирования:




Решение.
1. Объявляем целевую функцию f и функцию Лагранжа L:
[image: ]
2. Находим стационарные точки:
а) объявляем все частные производные первого порядка функции L:
	объявление производной
	результат

	

	


	

	


	

	



б) приравниваем к нулю все частные производные первого порядка функции Лагранжа L и получаем систему, которую решаем с помощью блока Given:
[image: ]
[image: ]
Таким образом, функция f имеет одну стационарную точку (91, 89).
3. Для каждой стационарной точки проверяем наличие у функции f минимума или максимума. Для этого:
а) объявляем все производные второго порядка целевой функции f:
	объявление производной
	результат

	

	


	

	


	

	


	

	



б) вычисляем значения всех производных второго порядка функции f в каждой стационарной точке:
[image: ]
в) вычисляем значения членов последовательности 
[image: ]
[image: ]
Так числа 1, 2 положительны, то функция f в точке (91, 89) имеет минимум, равный 
[image: ]


Ответ. Функция  при условии  имеет минимум 17278, который достигается при x1 = 91, x2 = 89.

Практическая часть
Задание. Решить задачу нелинейного программирования в приложение MicrosoftExcel и методом Лагранжа в системе MathCad.



1.     2.     3. 


4. 	5. 


6. 		7. 


8. 		9. 


10. 			11. 


12. 			13. 


14. 			15. 
















Практическая работа №2. 
Тема: Решение задач визуального  программирования.
Цель работы: Получить практические навыки при решении задач визуального программирования с использованием программы Delphi
Тип урока: Урок закрепления и приобретения навыков
Вид урока: урок практикум
Используемые технологии: ИКТ, компьютер
Вид самостоятельной работы учащихся: Выполнение практической работы. Работа на компьютере.
Наглядные пособия: методическое указание.
Межпредметные связи: Информатика, Операционная система и программное обеспечение, математическая статистика, Основы алгоритмизации и программирования.
Формирование  профессиональных компетенций:Осуществлять решение задач из различных областей науки, техники, экономики и производства с применением математических методов и вычислительной техники на всех этапах от постановки до получения результата на ЭВМ решение задач.

Теоретическая часть

Компонент StringGrid (вкладка палитры компонентов Additional) предназначен для создания таблицы.
Свойству компонента Cells соответствует двухмерный массив ячеек, каждая из которых может содержать произвольный текст. Содержание ячейки массива, находящегося на пересечении столбца с номером Col и строки с номером Row определяется элементом StringGrid 1.Cells [Col, Row].Это содержимое можно редактировать.
Двумерный массив состоит из двух частей: фиксированной и рабочей.
Фиксированная часть служит для показа заголовков столбцов(строк)и для ручногоуправления их размерами. Обычно фиксированная часть занимает крайний левый столбец и самую верхнюю строку таблицы. С помощью свойств FixedCols и FixedRows можно задать другое количество фиксированных столбцов и строк. Если свойства FixedCols и FixedRows имеют значение0,то таблица не содержит фиксированной зоны.
Рабочая часть –это остальная часть таблицы.Она может содержать произвольноеколичество столбцов и строк, которое можно изменять в ходе выполнения программы. Если рабочая часть не умещается целиком в пределах окна компонента, то автоматически появляются полосы прокрутки. При прокрутке рабочей области фиксированная область не исчезает.

В таблице приведен перечень часто используемых свойств компонента StringGrid.

	
	ColCount
	Количество столбцов таблицы

	
	RowCount
	Количество строк таблицы

	
	FixedCols
	Количество столбцов фиксированной зоны

	
	FixedRows
	Количество строк фиксированной зоны

	
	DefaultRowHeight
	Высота строки таблицы

	
	Height
	Высота всей таблицы

	
	DefaultColWidth
	Ширина столбца таблицы

	
	Width
	Ширина всей таблицы

	
	Options.goEditing
	Признак редактирования содержимого ячеек таблицы.

	
	
	True – редактирование разрешено, False – запрещено

	
	GridLineWidth
	Ширина линий, ограничивающих ячейки таблицы

	
	Font
	Шрифт, используемый для отображения содержимого ячеек

	
	
	таблицы

	
	Options .goEditing
	Признак допустимости редактирования содержимого ячеек

	
	
	таблицы. True – редактирование разрешено, False – запрещено

	
	Options .goTabs
	Разрешает (True) или запрещает (False) использование клавиши

	
	
	«Таb» для перемещения курсора в следующую ячейку таблицы




Практическая часть
Создайте программу, которая в зависимости от величин N (количество строк) и M (количества столбцов) создает матрицу размером N×M. Программа предоставляет возможность заполнить матрицу с помощью случайных чисел или ввести значения вручную. Кроме этого можно подсчитать сумму элементов матрицы, определить максимальный и минимальный элементы матрицы.

[image: ]
























Рис.1	Рис.2

План разработки программы
1. Откройте новый проект. 
2. Разместите в форме объекты в соответствии с рис.2. 
3. Установите свойства компонент на вкладке Object Inspector: 
	Выделенный
объект
	Имя
свойства
	Значение

	Label1
	Caption
	Размер матрицы

	Edit1
	Text
	Удалить название объекта

	Edit2
	Text
	Удалить название объекта

	Button1
	Caption
	Создайте

	Button2
	Caption
	Заполнить

	Button3
	Caption
	Удалить название объекта

	Label2
	Caption
	Сумма элементов

	Label3
	Caption
	Максимальный элемент

	Label4
	Caption
	Минимальный элемент

	Label5
	Caption
	Удалить название объекта

	Label6
	Caption
	Удалить название объекта

	Label7
	Caption
	Удалить название объекта

	Button4
	Caption
	Выход

	StringGrid1
	Name
	MATR


4. Сохраните код программы и проект под именами, например, Unit_M.pas и Pr_M.dpr.
5. Разместите в блоке реализации после слова implementation описание переменных:
	Var
	

	N, M: Integer;
	//N-количество строк, M-количество столбцов

	MATR_MAX,
	//Значение максимального элемента таблицы

	MATR_MIN,
	//Значение минимального элемента таблицы

	MATR_SUM: Integer;     //Значение суммы элементов таблицы

	
	


6. [bookmark: page5]Основная задача проекта – создать таблицу, размер которой будет определен после заполнения полей Edit1 и Edit2.

Создадим следующие процедуры обработки событий:

	Выделенный
объект
	Имя
событие
	Текст процедуры

	Button4
«Выход»

	OnClick


	procedure TForm1.Button4Click(Sender:
TObject);
begin
Close;
end;

	Form1



	OnCreat



	procedure TForm1.FormCreate(Sender: TObject);
MATR.Visible:=False;
Button2.Enabled:=False;
Button3.Enabled:=False;
end;

	Комментарий: При создании формы установим компонент StringGrid невидимым (новое имя этого компонента MATR), т.к. в начале неизвестно сколько же строк и столбцов в таблице. Кроме этого до определения размера таблицыустановим недоступными кнопки «Заполнить» и «Очистить».

	Button1
«Создать
таблицу»



















	OnClick





















	procedure TForm1.Button1Click(Sender:
TObject);
Var I,J:Byte;
begin
If (Edit1.Text<>’’) and (Edit2.Text<>’’) Then
begin
Edit1.Enabled:=False;
Edit2.Enabled:=False;
Button1.Enabled:=False;
Button2.Enabled:=True;
Button3.Enabled:=True;
N:=StrToInt(Edit1.Text);
M:=StrToInt(Edit2.Text);
MATR.DefaultColWidth:= 40;
MATR.RowCount:=N+1;
MATR.ColCount:=M+1;
MATR.Height:=(MATR.DefaultRowHeight+2)*(N+1);
MATR.Width:= (MATR.DefaultColWidth +2)*(M+1);
MATR.Visible:=True;
For I:=1 to N do
MATR.Cells[0,I]:=IntToStr(I);
For J:=1  to M do
MATR.Cells[J,0]:=IntToStr(j);
end;
end;

	Комментарий:  Данная процедура будет выполняться только при условии,что введены размеры матрицы, т.е Edit1.Text и Edit2.Text не являются «пустым символом». В начале устанавливаются недоступными компоненты ввода, определяющие размер таблицы, и кнопка «Создать», а недоступные ранее кнопки «Заполнить» и «Очистить» становятся доступными. После этого переходим к формированию таблицы. Для этого устанавливаем значения  переменных N и M, определяющих количество строк и столбцов таблицы – переводим из текстовой информации значения полей Edit1 и Edit2 в числовые значения. После этого программно задаем свойства компонента StringGrid (MATR) и устанавливаем его видимым. В конце заполняем фиксированную часть таблицы значениями номеров строк и столбцов.

	Button2
«Заполнить
таблицу»
	OnClick


	procedure TForm1.Button2Click(Sender:
TObject);
Var I,J:Byte;
begin
Randomize;
For I:=1 to N do
For J:=1 to M do
MATR.Cells[J,I]:=IntToStr(Random(N*M));
MATR_MAX:= StrToInt(MATR.Cells[1,1]);
MATR_MIN:= StrToInt(MATR.Cells[1,1]);
MATR_SUM:=0;
For I:=1 to N do
For J:=1 to M do
begin
MATR_SUM:=MATR_SUM+StrToInt(MATR.Cells[J,I]);
IF StrToInt(MATR.Cells[J,I])>MATR_MAX Then
MATR_MAX:=StrToInt(MATR.Cells[J,I]);
IF StrToInt(MATR.Cells[J,I])<MATR_MIN Then
MATR_MIN:=StrToInt(MATR.Cells[J,I]);
end;
Label5.Caption:=IntToStr(MATR_SUM);
Label6.Caption:=IntToStr(MATR_MAX);
Label7.Caption:=IntToStr(MATR_MIN);
end;

	Комментарий: В начале процедуры заполняются ячейки таблицы (MATR.Cells[J,I]) случайными числами в диапазоне от 0 до (N*M-1). Дальше определяются максимальное и минимальное числа и сумма элементов таблицы. В конце процедуры полученные значения выводятся на экран. Для этого используются компоненты Label5, Label6, Label7. Для заполнения ячеек таблицы как положительными, так и отрицательными числами, например, в диапазоне от -10 до 10 можно записать: MATR.Cells[J,I]:=IntToStr(Random(11))-10;

	














Button3
«Очистить
таблицу»













	
	procedure TForm1.Button3Click(Sender:
TObject);
Var I,J:Byte;
begin
For I:=1 to N do
For J:=1 to M do
MATR.Cells[J,I]:= ’’;
Label5.Caption:= ’’;
Label6.Caption:= ’’;
Label7.Caption:= ’’;
Edit1.Text:= ’’;
Edit2.Text:= ’’;
Matr.Visible:=False;
Button2.Enabled:=False;
Button3.Enabled:=False;
Button1.Enabled:=True;;
Edit1.Enabled:=True;
Edit2.Enabled:=True;
end;

	Комментарий: Все ячейки таблицы заполняется пустой строкой, а затем очищаются компоненты Label5, Label6, Label7, Edit1.Text, Edit2.Text.КомпонентStringGrid(MATR) устанавливается невидимым, кнопки «Заполнить» и «Очистить» становятся недоступными, кнопка «Создать» и компоненты Edit1 и Edit2 – доступными.


7. Программа готова. Но если в поля ввода «Размерность матрицы» мы по ошибке вместо числа введем букву или какой-либо другой символ, то программа будет прервана. Для того чтобы это избежать создадим процедуры обработки событияKeyPress для компонента Edit1.
procedure TForm1.Edit1KeyPress(Sender: TObject; var Key:Char); begin
case Key of
[image: ]’0’..’9’: ;
[image: ]#8:	;
#13: Edit2.SetFocus; else Key := Chr(0);
end;
Комментарий: В зависимости от нажатой клавиши программа выполнит следующие действия: 
· нажата любая цифровая клавиша или клавиша «Back Space» (код клавиши #8) – программа ничего не изменит, 
· нажата клавиша «Enter» (код клавиши #13) – курсор перейдет в окно редактора ввода Edit2, 
· во всех остальных случаях – введенный символ будет удален (присвоение значения пустого символа Chr(0)). 
8. Для компонента Edit2 самостоятельно создайте процедуру, обрабатывающую ввод. Она будет отличаться тем, что при нажатии клавиши «Enter», курсор должен перейти на кнопку «Создатьтаблицу» (Button1).
9. Созданная программа не позволяет редактировать элементы таблицы. Внесем изменения в свойства компонента StringGrid (MATR). Для этого на вкладке ObjectInspector свойству Options.goEditing установим значение True.Процедура,обрабатывающая нажатие клавиши в поле компонента StringGrid (MATR) будет выглядеть так:
procedure TForm1.MATRKeyPress(Sender: TObject; var Key: Char);
[image: ]
Комментарий:  Обработка нажатия допустимой клавиши рассмотрена в п.7. Отличие заключается в действии, которое произойдет, если нажата клавиша «Enter» - переход к следующей ячейке в данной строке, если эта ячейка не последняя в строке.
Дальше в процедуре идет подсчет максимального, минимального элемента и суммы элементов в таблице, после внесения изменений.
9. Сохраните проект окончательно, запустите и протестируйте его.

Задание для самостоятельного выполнения
1. Дополните программу, вставив блок определения суммы по каждому столбцу матрицы.
Подсказка.Необходима еще одна таблица(компонентStringGrid),в которой будутнаходиться подсчитанные суммы по столбцам. Формировать эту таблицу нужно в момент формирования основной таблицы.

Продолжение работы

Доработать программу так, чтобы можно было бы заполнять матрицу различными способами:


на оценку «4»

1 способ

	
	2
	3
	4
	5

	
	
	
	
	

	6
	7
	8
	9
	10

	
	
	
	
	

	11
	12
	13
	14
	15

	
	
	
	
	

	16
	17
	18
	19
	20

	
	
	
	
	


[image: ]


2 способ

	
	5
	9
	13
	17

	
	
	
	
	

	2
	6
	10
	14
	18

	
	
	
	
	

	3
	7
	11
	15
	19

	
	
	
	
	

	4
	8
	12
	16
	20

	
	
	
	
	


[image: ]


3 способ

	
	2
	3
	4
	5

	
	
	
	
	

	10
	9
	8
	7
	6

	
	
	
	
	

	11
	12
	13
	14
	15

	
	
	
	
	

	20
	19
	18
	17
	16

	
	
	
	
	


[image: ][image: ][image: ]


4 способ

	16
	17
	18
	19
	20

	
	
	
	
	

	15
	14
	13
	12
	11

	
	
	
	
	

	6
	7
	8
	9
	10

	
	
	
	
	

	5
	4
	3
	2
	

	
	
	
	
	


[image: ][image: ][image: ][image: ]
на оценку «5»


5 способ
[image: ]







2

[image: ]16





6 способ

	
	2
	3
	4
	5

	
	
	
	
	

	14
	15
	16
	1
	6

	
	
	
	
	

	13
	
	
	
	7

	
	
	
	
	

	12
	
	
	
	8

	
	
	
	
	


[image: ]

Подсказка.
Удалите кнопку Заполнить таблицу, добавив отдельные процедуры для заполнения каждым способом.

Вначале необходимо внести изменения в раздел объявления:

[image: ]

[image: ]
Procedure Z0 (Var MAS: T_MAS);
Var I,J:Byte;

begin Randomize;

For I:=1 to N do

For J:=1 to M do

MAS[J,I]:=Random(N*M);

End.

Созданные вами процедуры должны располагаться в тексте программы сразу же после раздела объявления переменных.

Для выбора способа заполнения можно воспользоваться компонентой ListBox.

Для заполнения выделите объект ListBox1, найдите свойство Items, щелкните на кнопке с тремя точками, расположенной справа от него. В появившемся окне встроенного редактора String List Editor введите названия способов заполнения, каждый на новой строке. Например:

Случайными числами 
По горизонтали 
По вертикали 
Змейкой слева 
Змейкой справа 
Зигзагом 
Спиралью


Комментарий

а) Свойство Items содержит элементы списка.
б) Список может быть создан при создании формы или во время работы программы.
в) Свойство ItemIndex определяет номер элемента, выбранного из списка. Первый элемент имеет номер 0. Если не выбран ни один из элементов, то значение свойства ItemIndex равно – «-1».

Сохраните набранный текст в файле под именем ZAPOLN.txt. Для этого нажмите правую кнопку мыши и выберите режим Save. Для выхода из встроенного редактора щелкните на кнопке OK.

Комментарий

Просмотреть содержимое созданного текстового файла ZAPOLN.txt, можно с помощью любого текстового редактора, а также внести изменения в тестовый файл, не используя встроенный редактор Delphi.

Выполните следующие действия:
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	OnKeyPress








	if key=#13 then
Case Listbox1.ItemIndex of
0: Z0(MAS);
1: Z1(MAS);
2: Z2(MAS);
3: Z3(MAS);
4: Z4(MAS);
5: Z5(MAS);
6: Z6(MAS);
end;
For I:=1 to N do
For J:=1 to M do
MATR.Cells[J,I]:=IntToStr(MAS[I,J]);




Задание для самостоятельного выполнения

1. Придумайте свой способ заполнения матрицы.











Практическая работа №3. 
Тема: Построение вероятностной модели.
Цель работы: Получить практические навыки при построение вероятностной модели.
Тип урока: Урок закрепления и приобретения навыков
Вид урока: урок практикум
Используемые технологии: ИКТ, компьютер
Вид самостоятельной работы учащихся: Выполнение практической работы. Работа на компьютере.
Наглядные пособия: методическое указание.
Межпредметные связи: Информатика, Операционная система и программное обеспечение, математическая статистика, Основы алгоритмизации и программирования.
Формирование  профессиональных компетенций:Осуществлять решение задач из различных областей науки, техники, экономики и производства с применением математических методов и вычислительной техники на всех этапах от постановки до получения результата на ЭВМ решение задач.

Теоретическая часть
Основные понятия теории вероятности и расчеты основных показателей.
Одним из важнейших предположений, используемых при построении рассмотренных выше моделей линейного и нелинейного программирования является детерминированность. Это предположение состоит в том, что если предпринимаются те или иные действия, то всегда достоверно можно знать:
а) необходимые условия для осуществления этих действий;
б) исходы этих действий.
В управлении экономикой в рыночных условиях организаторы экономических процессов (менеджеры, финансисты, маркетологи и пр.) не всегда располагают всей необходимой правильно-точной  информацией. Достаточно часто точные значения основных параметров модели просто не существуют, т. к. эти величины являются случайными. Задача оптимизации, в которую входят случайные величины, называется задачей стохастического программирования.
Универсальных методов решения задач стохастического программирования, пригодных для всех классов задач оптимизации, нет. В этом разделе мы будем рассматривать решение на примере  одного класса задач –  стохастических задач линейного программирования применительно к распределению ресурсов.
Прежде чем приступить к решению таких задач, вспомним некоторые понятия из теории вероятностей. Случайной величиной называется такая величина, которая может принять то или иное значение, причем заранее неизвестно, какое именно. Примером случайной величины в задачах распределения ресурсов может служить фактическое количество располагаемого ресурса.
Математическое ожидание случайной величины, которое будем обозначать М[х], определяет ее среднее значение
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где xi — значение случайной величины в  i-ой реализации, n — число реализаций.
В Excel математическое ожидание определяется с помощью функции СРЗНАЧ(значения чисел) в категории Статистические.
Среднее квадратическое отклонение, обозначаемое σ[х], определяет разброс значений случайной величины относительно ее математического ожидания. Рассматривая величину σ[х], следует иметь в виду, что оно может описываться двумя несколько отличающимися характеристиками.
Дело заключается в следующем. При обработке очень больших массивов данных (например, рост человека в биологических исследованиях) вводят понятие генеральной совокупности всех возможных значений случайной величины. Совершенно очевидно, что замерить рост всех людей невозможно, поэтому замеряют рост только определенного количества людей, которое называют выборкой.
Соответственно среднее квадратическое отклонение может быть как для всей генеральной совокупности, так и для выборки. Заметим, что в Excel эта величина называется стандартное отклонение. В наших дальнейших расчетах мы будем определять среднее квадратическое отклонение только для выборки, которое вычисляется с помощью функции Excel СТАНДОТКЛОН(значения чисел) по зависимости
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Третьей важной количественной характеристикой случайной величины, которая показывает относительную величину разброса случайных величин, являетсякоэффициент вариабильности
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Определение этих характеристик случайной величины проиллюстрируем на  примере линейной модели,   приведенной   в   разделе 2
 § 2.2.  Для удобства работы с приведенной моделью повторим ее постановку и математическую модель.
Практическая часть
Постановка задачи.
Цель производства – получение максимального объема валовой продукции (в стоимостном выражении, грн) при  условиях,  приведенных в таблице 4.1. и ее математической модели.

Таблица 4.1 Нормативные данные затрат и выхода продукции .
	
Ресурсы
	Нормы затрат ресурсов на 1 продукции
	Запасы

	
	Прод1
	Прод2
	Прод3
	Прод4
	

	Труд
	1
	1
	1
	1
	16

	Сырье
	6
	5
	4
	3
	110

	Финансы
	4
	6
	10
	13
	100

	Прибыль на ед. прод
	60
	70
	120
	130
	 


Детерминированная экономико-математическая модель.
	
Целевая функция
	F max = 60x1+70x2+120x3+130x4

	Ограничение по труду
	x1 + x2 + x3+x4<= 16

	Ограничение по сырью
	6x1+ 5x2 +4x3+3x4<= 110

	Ограничение по финансам
	4x1 + 6х2 +10x3+13x4< =100

	Неотрицательность переменных
	x1 >= 0; x2 >= 0; x3>= 0;
x4>= 0


При решении этой задачи мы принимали, что числовые значения cj, aij, bi известны и равны тем величинам, которые указаны в таблице. Если же эти величины являются случайными, то для дальнейшей работы необходимо определить их количественные характеристики. Определение таких характеристик рассмотрим на примере исходных данных для располагаемого сырья. Все расчеты выполнены в Excel и приведены на рисунках 4.1 и 4.2.
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Рис. 4.1. Определение плотности и функции распределения для нормального закона
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Рис. 4.2. Продолжение таблицы расчета  f(x) и F(x) (этап 2)

Этап 1. Определение количественных характеристик случайной величины 
Введем замеренные значения случайной величины поставки сырья  в течении одной недели и выполним расчеты с использованием: 
Формулы –> Другие функции –>Статистические Функции
	
М[x](математическое ожидание)
	=СРЗНАЧ(B4:G4)

	σ[x] (среднее квадратическое отклонение)
	=СТАНДОТКЛОН(B4:G4)

	V[x](коэффициент вариабельности)
	=I4/H4


Возьмем на заметку еще один вопрос. Зависимость между несколькими случайными величинами описывается с помощью уравнения регрессии, которое имеет вид:
у = f(xl, x2,... хn). 
Характер функциональной зависимости (линейная, полиномиальная, степенная и т. д.) назначает пользователь, исходя из физического смысла описываемых зависимостей. Мерой точности определяемого уравнения регрессии является величина R2, имеющая пределы 0<R2<1.
Чем ближе R2 к единице, тем уравнение регрессии точнее описывает статистические данные.

Этап 2.Определение плотности и функции распределения нормального закона ( f(x) и F(x))
Основные понятия и формулы расчета нормального закона распределения случайной величины.
Наиболее полной характеристикой случайной величины является закон ее распределения. Законов распределения предложено достаточно много. На практике наибольшее распространение получил нормальный закон распределения. Как и все законы распределения, нормальный закон имеет две формы представления:
· плотность распределения f(x);
· функцию распределения F(x).
Эти формы вычисляются по следующим зависимостям:
· плотность распределения
[image: http://softacademy.lnpu.edu.ua/Programs/EMM/Images/95.jpg]
где  m = M[x] — математическое ожидание  случайной  величины; 
 = σ[х] — среднеквадратическое отклонение; 
· функция распределения
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которая   иногда   называется   интегральной   функцией,   имеет большое практическое значение, т. к. с помощью зависимости
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дает возможность определить вероятность появления случайной величины х ≤ а. График плотности распределения показывает, какие значения случайной величины наиболее вероятны. Теоретически случайная величина х может изменяться в пределах
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Однако с точностью до долей процента случайная величина может находиться в интервале
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что и принимается за пределы изменения случайной величины. В Excel эти обе формы находятся с помощью функции  НОРМРАСП (а; срзнач; стандоткл; интегральная), где а — задаваемое значение случайной величины, для которой находятся значения f(a) или F(a), срзнач; стандоткл — величины, определенные на этапе 1,  интегральная — определяет форму, для которой определяется значение.
При интегральная — ИСТИНА определяется значение интегральной функции, т. е. функции распределения F(a). При интегральная — ЛОЖЬ определяется значениеплотности распределения f(a).
Расчет плотности и функции распределения нормального закона ( f(x) и F(x))
1.  Использовать вычисленные значения  М[х], σ[х]. 
Они находятся в ячейках
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2.  Найти пределы изменения случайной величины х:
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1. Для получения плавных кривых f(x) и F(x) в интервале изменения случайной величины между xmin и хmах целесообразно принять примерно 20 промежуточных значений.В нашем случае интервал принят равным 7.
2. Принятые значения, для которых будут определяться f(x) и F(x), ввести в ячейки B7:W7 (рис. 4,1 и 4,2).
3. Для ячеек B8:W9, в которых будут вычисляться значения f(x) и F(x), назначить представление результата с тремя знаками после запятой.
4. Курсор в В8.
5. Формулы, Другие функции,Статистические, НОРМРАСП.
 Ввести (выделяя соответствующую ячейку формы ввода):
1. х - В7;
2. среднее — Н4;
3. стандартное отклонение — 14;
4. интегральный — ЛОЖЬ.
=НОРМРАСП(B$7;$H$4;$I$4;ЛОЖЬ)
 Готово.
На экране: В8 = 0,000.
1. Скопировать В8 в В9.
2. Курсор в В9.
3. Включить функцию  НОРМРАСП   и ввести
=НОРМРАСП(B$7;$H$4;$I$4;ИСТИНА)
<Enter>.
На экране: В9 = 0,001.
Выделить В8:В9 и скопировать протаскиванием  до W8:W9.
На экране: искомые значения f(x) и F(x) (рис.4.1 и рис.4.2).
Этап 3. Построение графиков плотности и функции распределения для нормального закона и для нормального стандартного распределения.

Для построения графика рекомендуем использовать тип графика – точечная: Вставка. Точечная. 
График плотности распределения f(x), как мы отмечали, показывает вероятность появления каждого значения случайной величины. Из построенного графика видно, что наиболее вероятно появление случайной величины для М[х] = 110, что совершенно закономерно, т. к. наиболее вероятным значением случайной величины является ее математическое ожидание (рис. 4.3). 
Для определения вероятности появления случайной величины в некотором интервале используется график функции распределения. С его помощью можно решать две задачи: прямую и обратную. Решение прямой задачи дает ответ на вопрос: какова вероятность того, что случайная величина х будет не менее а. На рисунке 4.3 видно, что
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Обратная задача ставится так: чему должна быть равна случайная величина х, чтобы вероятность ее появления равнялась бы заданному значению а. Из рис. 4.4 видно, что вероятность а = 0,81 будет справедлива для случайной величины х < 131, т. е. 
P(x≤ 131) = 0.81
Ответ на вопрос обратной задачи можно получить также с помощью функции НОРМОБР(вероятность; среднее; станд._откл), которая вызывается командами:
Формулы, Другие функции,  Статистические, НОРМОБР.
При решении практических задач достаточно часто применяют закон нормального стандартного распределения. Этот закон описывает вероятность появления случайной величины t, имеющей
М[t] = 0, σ[t] = 1.
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Переход от случайной величины х к случайной величине t производится по зависимости
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В Excel для этой цели применяется функция: 
НОРМАЛИЗАЦИЯ (х; среднее; стандартное_откл.).
Построение функции распределения и ее графика для нормального стандартного распределения.
При построении этого графика используем данные, которые  легли в основу создания предыдущего графика (рис. 4.1 и 4.2). 
Результат построения нового графика представлен на рисунках 4.4 и 4.5.
1.Откроем новый лист и перенесем в A4:W4 значения A7:W7.
2.Курсор в В5. 
3.Формулы, Другие функции,Статистические,  НОРМАЛИЗАЦИЯ. 
4.Далее. 
5.Ввести в диалоговом окне:
·  х - В4;
· среднее  М[x] — Н2;
· стандартное_откл. σ [x] — I2;
=НОРМАЛИЗАЦИЯ(B$4;$H$2;$I$2)
6. Готово. 
На экране: в ячейке В5 значение -3.
· Скопировать В5 протаскиванием на C5:W5. На экране: значения t в интервале -3≤ t≤ 3.
· Курсор в В6.
· Формулы. Другие функции. Статистические, НОРМСТРАСП.
· Ввести  t — В5.
=НОРМСТРАСП(B$5)
· Готово.
На экране: В6 = F(-3) = 0,00.
Скопировать В6 на C6:W6 протаскиванием. 
На экране: значения функции распределения F(t).
· Перед построением графика F(t) можно назначить точность представления результатов: для t один знак после запятой, для F(t) — 2 знака.
С помощью этого графика можно решать как прямую, так и обратную задачу. Так, из рис. 4.4 видно, что F(0) = 0,5, т. е. вероятность появления величины, не превышающей математическое ожидание (α = 0,5). Если мы хотим выяснить, чему равно значение t, чтобы F(t) = 0,8, то на графике видно: этому соответствует значение t = 0,9. Обратная задача может быть решена также с помощью функции НОРМСТОБР( ), которой мы будем пользоваться при решении задач стохастического программирования.
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Рис. 4.1, 4.2, 4.3 Определение точек значений случайной величины, соответствующих М[x] и вероятностей появления случайной величины по значению F(x).
[image: http://softacademy.lnpu.edu.ua/Programs/EMM/Images/108.jpg]
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Рис. 4.4 и 4.5. Построение графика функции распределения нормального стандартного закона F(t)





















Практическая работа №4. 
Тема: Выбор решений в условиях задач, выбор решений в условиях неопределенности.
Цель работы: Получить практические навыки при решении задач в условиях неопределенности.
Тип урока: Урок закрепления и приобретения навыков
Вид урока: урок практикум
Используемые технологии: ИКТ, компьютер
Вид самостоятельной работы учащихся: Выполнение практической работы. Работа на компьютере.
Наглядные пособия: методическое указание.
Межпредметные связи: Информатика, Операционная система и программное обеспечение, математическая статистика, Основы алгоритмизации и программирования.
Формирование  профессиональных компетенций:Осуществлять решение задач из различных областей науки, техники, экономики и производства с применением математических методов и вычислительной техники на всех этапах от постановки до получения результата на ЭВМ решение задач.

Выбор решений в условиях неопределенности
1. Максиминный критерий Вальда.
2. Критерий Сэвиджа (минимаксного риска).
3. Критерий Гурвица (пессимизма-оптимизма).
1. Максиминный критерий Вальда (критерий крайнего пессимизма)
(«рассчитывай на худшее»)
В группу критериев выбора оптимальной стратегии статистика, применяемых при неизвестных априорных вероятностяхсостояний природы, входят критерии Вальда, Сэвиджа и Гурвица. Они используют анализ платежной матрицы либо матрицы рисков. 
Если распределение вероятностей будущих состояний природы неизвестно, то вся информация о природе сводится к перечню ее возможных состояний.

Максиминный критерий Вальда – это критерий крайнего пессимизма, или критерий осторожного наблюдателя. Его можно сформулировать как для чистых, так и для смешанных стратегий. 
Критерий Вальда является критерием крайнего пессимизма, так как статистик предполагает, что природа реализует такие состояния, при которых величина его выигрыша принимает наименьшее значение. 
Критерий тождественен максиминному (пессимистическому) критерию, используемому при решении матричных игр в чистых стратегиях. 
Из каждой строки[image: ] выбираются минимальные элементы, т.е. которые соответствуют наихудшему результату ЛПР при известных состояниях «природы» [image: ]. Затем выбирается стратегия ЛПР, соответствующая максимальномуэлементу из отобранных минимальных: 
[image: ].				(1)
Выбранные таким образом варианты полностью исключают риск, поскольку ЛПР не может столкнуться с худшим результатом, чем тот, на который он ориентируется. 
Применение данного критерия оправданно, если ситуация, в которой принимается решение, характеризуется следующими признаками: 
· вероятности состояний «природы» неизвестны;
· необходимо считаться с наихудшим из возможных вариантов;
· решение реализуется только один раз или малое количество раз;
· полная недопустимость риска.
Таким образом, оптимальной по критерию Вальда считается чистая стратегия [image: ], которая в наихудших условиях гарантирует максимальный выигрыш. Значит, оптимальной будет максиминная чистая стратегия, а максимальным выигрышем – нижняя чистая цена игры [image: ] в парной игре с нулевой суммой. 

Пример 1.
Игра "Поставщик". 
Выпуск продукции фирмы существенно зависит от скоропортящегося материала, например, молока или ягод, поставляемого партиями стоимостью 100ед. 
Если поставка не прибывает в срок, фирма теряет 400 ед. от недовыпуска продукции. 
Фирма может послать к поставщику свой транспорт (расходы 50 ед.), однако опыт показывает, что в половине случаев транспорт возвращается ни с чем. 
Можно увеличить вероятность получения материала до 80%, если предварительно послать своего представителя, но расходы увеличатся еще на 50 ед. 
Существует возможность приобретать более дорогой (на 50%) материал-заменитель у другого, вполне надежного поставщика, однако, кроме расходов на транспорт (50 ед.) возможны дополнительные издержки хранения материала в размере 30 ед., если его  количество на складе превысит допустимую норму, равную одной партии. 
Какой стратегии должен придерживаться завод в сложившейся ситуации? 
Решение
У природы два состояния: поставщик надежный и поставщик ненадежный. У фирмы - четыре стратегии: 1) не осуществлять никаких дополнительных действий, 2) послать к поставщику свой транспорт, 3) послать к поставщику представителя и транспорт, 4) купить и привезти материал-заменитель от другого поставщика.
Составим таблицу расчетов:

	
	Затраты и убытки фирмы-изготовителя

	Ситуация
	Стоимость материала
	Недовыпуск продукции
	Транспорт
	Командировочные расходы
	Издержки хранения
	Общая сумма

	1. 1
	- 100
	0
	0
	0
	0
	- 100

	1. 2
	0
	- 400
	0
	0
	0
	- 400

	2. 1
	- 100
	0
	- 50
	0
	0
	- 150

	2. 2
	- 50
	- 200
	- 50
	0
	0
	- 300

	3. 1
	- 100
	0
	- 50
	- 50
	0
	- 200

	3. 2
	- 80
	- 80
	- 50
	- 50
	0
	- 260

	4. 1
	- 250
	0
	- 50
	0
	- 30
	- 330

	4. 2
	- 150
	0
	- 50
	0
	0
	- 200



Решение
На основе полученных результатов вычислений можно составить платежную матрицу:
	
	
	min
	max

	- 100
	- 400
	- 400
	

	- 150
	- 300
	- 300
	

	- 200
	- 260
	- 260
	- 260

	- 330
	- 200
	- 330
	



Ответ.Нужно придерживаться третьей стратегии и затраты не превысят 260 ед., если послать к поставщику представителя и транспорт.

1. Рассмотренный способ поиска оптимального решения есть критерий Вальда (максиминный критерий принятия решения). Выбирается решение, гарантирующее получение выигрыша не меньше, чем maxmin:
[image: ] ед.
Применяя этот критерий мы представляем на месте природы активного и злонамеренного противника. Это пессимистичныйподход.
2.Максимаксныйкритерий. Самый благоприятный случай:
[image: ] ед. 
Если фирма ничего не предпримет, то потратит не больше 100 единиц. Это критерий абсолютногооптимизма.

Критерий Вальдадлясмешанных стратегий
Оптимальной считается та смешанная стратегия статистика [image: ], при которой минимальный средний выигрыш будет максимальным:			[image: ].			(2)
Критерий Вальда ориентируют статистика на самые неблагоприятные состояния природы, то есть выражают пессимистическую оценку ситуации.

2. Критерий Сэвиджа (минимаксного риска)
На практике, выбирая одно из возможных решений, часто останавливаются на том, осуществление которого приведет к наименее тяжелым последствиям, если выбор окажется ошибочным. Этот подход к выбору решения математически был сформулирован американским статистиком Сэвиджем в 1954 году и получил название принципа Сэвиджа. Он особенно удобен для экономических задач и часто применяется для выбора решений в играх человека с природой. 
По принципу Сэвиджа каждое решение характеризуется величиной дополнительных потерь, которые возникают при реализации этого решения, по сравнению с реализацией решения, правильного при данном состоянии природы. Естественно, что правильное решение не влечет за собой никаких дополнительных потерь, и их величина равна нулю.
При выборе решения, наилучшим образом соответствующего различным состояниям природы, следует принимать во внимание только эти дополнительные потери, которые по существу, будут являться следствием ошибок выбора. 
Для решения задачи строится так называемая «матрица рисков», элементы которой показывают, какой убыток понесет игрок (ЛПР) в результате выбора неоптимального варианта решения.
Напомним, что Рискомигрока [image: ] при выборе стратегии [image: ] в условиях (состояниях) природы [image: ] называется разность между максимальным выигрышем, который можно получить в этих условиях, и выигрышем, который получит игрок в тех же условиях, применяя стратегию [image: ]. 

Критерий Сэвиджа – это критерий минимаксного риска, минимизации «сожалений». Этот критерий, как критерий Вальда, является максимально осторожным и пессимистическим. 
В критерии Сэвиджа пессимизм проявляется по-другому: худшим считается не минимальный выигрыш, а максимальная потеря выигрыша по сравнению с тем, что можно было бы достичь в данных условиях (максимальный риск).
Критерий Сэвиджа ориентируется не на результат, а на риск (потери или штрафы) [image: ]. 
В качестве оптимальной выбирается стратегия, при которой величина потерь в наихудших условиях минимальна. Критерий Сэвиджа рекомендует выбирать в качестве оптимальной ту стратегию, которая минимизирует максимальный риск:     
[image: ].			(3)
Требования, предъявляемые к ситуации, в которой принимается решение по критерию Сэвиджа, совпадают с требованием к использованию критерия Вальда. Критерий Сэвиджа, как и критерий Вальда, ориентирует статистика на самые неблагоприятные состояния природы.
Пример 2. Для задачи «Поставщик» минимакс риска достигается сразу при двух стратегиях А2  и А3:

	
	
	max
	min

	0
	200
	200
	

	50
	100
	100
	100

	100
	60
	100
	100

	230
	0
	130
	



Найти оптимальное решение игры [image: ], применяя критерий Сэвиджа.
Решение.
Ориентируемся на самые неблагоприятные состояния «природы». Вычислим риски статистика [image: ]. 
Для первого столбца:
[image: ]
Для второго столбца:
[image: ]
Для третьего столбца:
[image: ]
Запишем матрицу рисков. 
	Стратегии статистика 
	[image: ]
	[image: ]
	[image: ]

	[image: ]
	33
	0
	0

	[image: ]
	0
	21
	26

	[image: ]
	2
	19
	1


Определим в каждой строке наибольшее число – наибольший риск статистика [image: ], если он применяет стратегию [image: ], а природа меняет свои состояния [image: ], [image: ], [image: ]. Дополним матрицу рисков последним столбцом «наибольшие риски». 
Матрица рисков и наибольшие риски
	Стратегии статистика 
	[image: ]
	[image: ]
	[image: ]
	Наибольшие риски

	[image: ]
	33
	0
	0
	33

	[image: ]
	0
	21
	26
	26

	[image: ]
	2
	19
	1
	19


Найдем наименьший риск: [image: ]. 
Значит, оптимальной стратегией по критерию Сэвиджа является стратегия [image: ].

4.3. Критерий Гурвица (пессимизма-оптимизма)
Критерий Гурвица – критерий обобщенного максимума, или пессимизма-оптимизма.
Представляется логичным, что при выборе решения вместо двух крайностей в оценке ситуации придерживаться некоторой промежуточной позиции, учитывающей возможность как наихудшего, так и наилучшего, благоприятного поведения природы. 
Такой компромиссный вариант и был предложен Гурвицем. Согласно этому подходу для каждого решения необходимо определить линейную комбинацию min и max выигрыша и взять ту стратегию, для которой эта величина окажется наибольшей. 
Этот критерий обеспечивает промежуточное решение [image: ] между крайним оптимизмом и крайним пессимизмом, которое определяется по принципу:
[image: ].			(4)
Число ([image: ]) - степень оптимизма, удовлетворяет условию [image: ] и выбирается из субъективных соображений, особенностей среды, здравого смысла, исходя из опыта ЛПР, его отношения к риску и т.п. На выбор значения степени оптимизма оказывает влияние мера ответственности: чем серьезнее последствия ошибочных решений, тем больше желание принимающего решение застраховаться, то есть степень оптимизма  ближе к нулю. 
Для каждой строки рассчитывается среднее взвешенное (с учетом выбранного значения [image: ]) наименьшего и наибольшего результатов, после чего выбирается строка с максимальным значением. 
При [image: ] имеем критерий крайнего оптимизма, т.е. отражает позицию азартного игрока, ожидающего наиболее благоприятное состояние среды.
При [image: ] критерий Гурвица превращается в критерий крайнего пессимизма Вальда. 
Если 0<[image: ]<1, то имеем промежуточное отношение ЛПР к возможным рискам. При желании подстраховаться в данной ситуации [image: ] принимают близким к единице. 
Выбор значения [image: ] субъективен, а, следовательно, субъективен и выбор решения, что совершенно неизбежно в условиях неопределенности. 
Чем опаснее ситуация, тем больше ЛПР стремится застраховать себя от возможных рисков, тем ближе [image: ] к 0. А чем менее он азартен, тем [image: ] ближе к 1. 
Оптимальная по Гурвицу стратегия должна гарантировать статистику больший выигрыш по сравнению с выигрышем, принимаемым статистиком интуитивно или исходя из опыта.
Применение критерия Гурвица оправданно, если ситуация, в которой принимается решение, характеризуется признаками: 
· вероятности состояний природы неизвестны;
· необходимо считаться с наихудшим из возможных вариантов;
· решение реализуется малое количество решений; 
· допускается некоторый риск. 


Пример 3. Найти оптимальное решение статистической игры, заданной платежной матрицей [image: ], применяя критерий Гурвица.
Решение.
Для применения критерия Гурвица нужно знать значение вероятности [image: ]. Пусть, например, [image: ]. Это означает, что событие «наименьший возможный выигрыш статистика [image: ]» желаем сделать более правдоподобным ([image: ] близко к единице), то есть страхуемся  от неблагоприятных ситуаций в игре. Тогда  
[image: ].
Запишем все промежуточные результаты в таблицу.
	
	[image: ]
	[image: ]
	[image: ]
	[image: ]
	[image: ]
	[image: ]
	[image: ]
	[image: ]


	[image: ]
	-13
	9
	15
	-13
	-11,7
	15
	1,5
	-10,2

	[image: ]
	20
	-12
	-11
	-12
	-10,8
	20
	2
	-8,8

	[image: ]
	18
	-10
	14
	-10
	-9
	18
	1,8
	-7,2



Из последнего столбца таблицы видно, что максимальное значение [image: ]равно (–7,2) и соответствует чистойстратегии [image: ]; она и будет оптимальной по критерию Гурвица.

Анализ практических ситуаций проводится по нескольким критериям одновременно, что позволяет глубже исследовать суть явления и выбрать наиболее обоснованное управленческое решение. В качестве оптимальной на основании совокупных исследований берется та стратегия, которая чаще других называлась оптимальной по всем критериям. 

Выбор критерия (как и выбор принципа оптимальности) является наиболее трудной и ответственной задачей в теории принятия решений. Однако конкретная ситуация никогда не бывает настолько неопределенной, чтобы нельзя было получить хотя бы частичной информации относительно вероятностного распределения состояний природы. В этом случае, оценив распределение вероятностей состояний природы, применяют метод Байеса-Лапласа, либо проводят эксперимент, позволяющий уточнить поведение природы.


Контрольные вопросы 

1. Что понимается под играми с природой? 
2. Какими критериями пользуется статистик для определения своей оптимальной стратегии в условиях неопределенности? 
3. Что понимается под риском игрока?
4. Поясните принципы использования моделей теории игр в экономических задачах в условиях неопределенности (игры с природой).  
5. Когда пользуются критериями Вальда, Сэвиджа, Гурвица? Опишите правила выбора оптимальной стратегии с применением критериев. 
6. Какой из критериев является самым оптимистическим и пессимистическим и почему?
7. Как, применяя несколько критериев, выбрать наиболее обоснованное решение статистической игры?





Практическая работа №5.
Тема: Задачи матричных игр
Цель работы: Получить практические навыки при решении задач матричных игр.
Тип урока: Урок закрепления и приобретения навыков
Вид урока: урок практикум
Используемые технологии: ИКТ, компьютер
Вид самостоятельной работы учащихся: Выполнение практической работы. Работа на компьютере.
Наглядные пособия: методическое указание.
Межпредметные связи: Информатика, Операционная система и программное обеспечение, математическая статистика, Основы алгоритмизации и программирования.
Формирование  профессиональных компетенций:Осуществлять решение задач из различных областей науки, техники, экономики и производства с применением математических методов и вычислительной техники на всех этапах от постановки до получения результата на ЭВМ решение задач.

Теоретическая часть.
В теории игр рассматриваются ситуации, связанные с принятием решений, в которых два или более разумных противника имеют конфликтующие цели. Само слово «игра» применяется для обозначения некоторого набора правил и соглашений, составляющих данный вид игры, например: футбол, карточная игра, шахматы. Эти ситуации принятия решений отличаются от рассмотренных ранее, где природа, хотя и могла находиться в различных состояниях, но не преследовала каких-либо целей и, следовательно, не рассматривалась в роли соперника.
В игре заинтересованные стороны называются игроками, каждый из которых имеет некоторое множество вариантов выбора (не меньше двух, иначе он фактически не участвует в игре, поскольку заранее известно, что он предпримет). В экономике модель поведения лиц в виде игры возникает, например, при попытке нескольких фирм завоевать наиболее выгодное место на конкурентном рынке, или, например, при желании нескольких лиц (кампаний) разделить некоторое количество продукта (ресурса, финансовых средств) между собой так, чтобы каждому досталось как можно больше. Игроками в конфликтных экономических ситуациях, моделируемых в виде игры, являются производственные и непроизводственные фирмы, банки, отдельные люди и другие экономические агенты. В военных приложениях модель игры используется, например, для наилучшего выбора средств (из имеющихся или потенциально возможных) поражения военных целей противника или защиты от его нападения.
Для игр характерна неопределенность результата. Причины или источники неопределенности относятся к трем группам:
1) Комбинаторные источники (шахматы);
2) Случайные факторы (игра в орлянку, кости, карточные игры, где случаен расклад);
3) Неопределенность имеет стратегическое происхождение: игрок не знает, какого рода образа действий придерживается его противник. Здесь неопределенность исходит от другого лица.

Практическая часть.
Решение матричных игр в чистых стратегиях
Решение игры в чистых стратегиях для матрицы определенной размерности легко автоматизировать, разработав электронную таблицу. Используемые функции в MS Excelдля нахождения цены игры: МАКС, МИН, ЕСЛИ.
 
[image: http://posobie-mii.narod.ru/Glava10.7.files/image007.jpg]

Задание. На основании рисунка создать модель решения данной игры в чистых стратегиях в MSExcel.
 
Решение матричных игр в смешанных стратегиях
Задача. Две отрасли могут осуществлять капитальные вложения в 3 объекта. Стратегии отраслей: i-я стратегия состоит в финансировании i-го объекта (i = 1, 2, 3). Учитывая особенности вкладов и местные условия, прибыли первой отрасли выражаются следующей матрицей:


Величина прибыли первой отрасли считается такой же величиной убытка для второй отрасли - представленная игра может рассматриваться как игра двух игроков с нулевой суммой.

Решение. Решим матричную игру в MS Excel, записав ее как задачу линейного программирования




Рассмотрим игрока А. Будем искать оптимальную смешанную стратегию игрока А: , где  – частота (вероятность) использования игроком А своей i-стратегии ().Обозначим цену игры (средний выигрыш) –.
Чтобы свести матричную игру для игрока А к задаче линейного программирования преобразуем платежную матрицу так, чтобы все ее элементы были больше нуля – прибавим ко всем элементам матрицы число 4. Получаем преобразованную платежную матрицу:




Средний выигрыш А должен быть не меньше цены игры [image: ] при любом поведении игрока В. Так, если игрок В использует свою первую стратегию, то средний выигрыш игрока А составит: , получаем неравенство . Аналогично, записав неравенства для стратегий В2 и В3, получаем систему линейных ограничений:









Из условия , разделив обе части уравнения на  (цена игры больше нуля, т.к. все элементы преобразованной матрицы больше нуля), получаем целевую функцию . Цель игрока А – получить максимальный средний выигрыш, т.е. , а значит . Если обозначить  (i=1, 2, 3), то целевая функция .


Перейдем в системе ограничений к переменным , разделив каждое неравенство на :


Таким образом, для нахождения оптимальной стратегии игрока А необходимо решить задачу линейного программирования:

найти значения переменных , удовлетворяющих системе ограничений

:


 и условию , при котором функция  принимает минимальное значение.

Решим задачу средствами табличного редактора MSExcel.
1. Оформим расчетную таблицу, как показано на рисунке 1:

– ячейки В2, В3, В4 играют роль переменных ;
– в ячейке В8 вычисляется значение целевой функции;
– в ячейках В12, В13, В14 вычисляются левые части ограничений.

2. В меню СЕРВИС выбираем команду ПОИСК РЕШЕНИЯ (если нет такого пункта меню, то сначала необходимо в меню СЕРВИС выбрать команду НАДСТРОЙКИ, в появившемся диалоговом окне установить флажок на пункте ПОИСК РЕШЕНИЯ и нажать кнопку ОК; теперь в меню СЕРВИС будет команда ПОИСК РЕШЕНИЯ).

[image: ]
Рис. 1. Пример оформления решения матричной игры в MSExcel

3. В окне ПОИСК РЕШЕНИЯ введем необходимые параметры (см. рис. 2):
– укажем целевую ячейку (В8) – та, в которой вычисляется значение целевой функции;
– выберем переключатель МИНИМАЛЬНОМУ ЗНАЧЕНИЮ (целевую функцию необходимо минимизировать);
– в поле ИЗМЕНЯЯ ЯЧЕЙКИ укажем диапазон, который играет роль переменных, т.е. В2:В4;
[image: ]
Рис. 2. Ввод параметров в окне ПОИСК РЕШЕНИЯ

– введем систему ограничений с помощью, нажав кнопку ДОБАВИТЬ. При этом появится диалоговое окно ДОБАВЛЕНИЕ ОГРАНИЧЕНИЯ (см. рис.3).
Первое ограничений: 
 в поле ССЫЛКА НА ЯЧЕЙКУ вводим диапазон, где вычислены левые части неравенств из системы ограничений задачи (все три неравенства можно ввести сразу, так как они одного смысла – больше или равно) – В12:В14; 
 в открывающемся списке выбираем знак неравенства; 
 в поле ОГРАНИЧЕНИЕ указываем диапазон, где хранятся правые части неравенств системы ограничений задачи – C12:C14;
 нажимаем кнопку ДОБАВИТЬ (при этом окно не исчезнет и можно будет ввести новое ограничение).
[image: ]
Рис. 3. Окно ДОБАВЛЕНИЕ ОГРАНИЧЕНИЯ

Второе ограничение (условие неотрицательности переменных):
 в поле ССЫЛКА НА ЯЧЕЙКУ вводим диапазон ячеек, которые играют роль переменных – В2:В4;
 выбираем знак неравенства;
 в поле ОГРАНИЧЕНИЕ вводим с клавиатуры ноль; 
 нажимаем кнопку ОК.
4. Осталось в окне ПОИСК РЕШЕНИЯ нажать кнопку ВЫПОЛНИТЬ и увидеть результат решения задачи (см. рис. 4):
[image: ]
Рис. 4. Результаты решения для игрока А






Получили: . Так как  и , то ,  – это решение для игры, заданной матрицей В (преобразованной матрицы). Для матрицы А: компоненты смешанной стратегии не меняются, а цена игры меньше на число, которое прибавляли ко всем элементам матрицы А, т.е. на 4.


Окончательный результат: ,.

Самостоятельная работа для студентов:
Задача 1
	
	В1
	В2
	В3
	В4

	А1
	8
	6
	2
	8

	А2
	8
	9
	4
	5

	А3
	7
	5
	3
	5



Задача 2
	
	В1
	В2
	В3
	В4

	А1
	4
	-4
	-5
	6

	А2
	-3
	-4
	-9
	-2

	А3
	6
	7
	-8
	-9

	А4
	7
	3
	-9
	5



Задача 3
	
	В1
	В2
	В3
	В4

	А1
	1
	9
	6
	0

	А2
	-2
	3
	8
	4

	А3
	-5
	-2
	10
	-3

	А4
	7
	4
	-2
	-5



Задача 4
	
	В1
	В2
	В3
	В4

	А1
	-1
	9
	6
	8

	А2
	-2
	10
	4
	6

	А3
	5
	3
	0
	7

	А4
	7
	-2
	8
	4








Практическая работа №6.
Тема: Элементы теории игр
Цель работы: освоить методы решения игр с природой. Получить представление о следующих понятиях и методах: Элементы теории статистических решений. Характерные особенности  игр с природой. Платежная матрица и матрица рисков. Критерии Лапласа, Вальда, Сэвиджа, Гурвица и др.
Тип урока: Урок закрепления и приобретения навыков
Вид урока: урок практикум
Используемые технологии: ИКТ, компьютер
Вид самостоятельной работы учащихся: Выполнение практической работы. Работа на компьютере.
Наглядные пособия: методическое указание.
Межпредметные связи: Информатика, Операционная система и программное обеспечение, математическая статистика, Основы алгоритмизации и программирования.
Формирование  профессиональных компетенций:Осуществлять решение задач из различных областей науки, техники, экономики и производства с применением математических методов и вычислительной техники на всех этапах от постановки до получения результата на ЭВМ решение задач

Теоретические сведения. Базовые понятия
На практике часто встречаются игровые ситуации, когда один из противников не оказывает сознательного противодействия, а неопределенность является следствием недостатка информации. К таким игрокам относятся так называемые «игры с природой». Они исследуются методами теории статистических решений.
«Игру с природой» можно описать с помощью матрицы:

,                                                      (6.1)

где:  А i- возможные варианты решения эксперта (игрок А) ;

Пj - возможные варианты состояния природы (игрок В) ; 


 доход (выигрыш) игрока А, если эксперт принимает решение Аi, а природа окажется в состоянии Пj. Наряду с платежнойматрицей, при исследовании «игр с природой» используют матрицу рисков:

R=                                                           (6.2)



где:  ,  где  ,.
Метод решения задачи зависит от того, какая функция берется в качестве критерия, что, в свою очередь, зависит от того, насколько эксперт информирован о поведении природы.
Случай1. Вероятности pjприроды известны хорошо.
1. При критерии среднего выигрыша (математического ожидания выигрыша) в качестве оптимальной берется стратегия, которая максимизирует средний выигрыш игрока А:

Р ( А i ) = (6.3)
2.   Критерий среднего риска, равносильный критерий Р(Аi), имеет вид

R ( Ai )= (6.4)
Cлучай2. Вероятности состояний природы неизвестны, но есть основания считать, что все вероятности состояний природы приблизительно одинаковы.
3. Критерий Лапласа получают из критерия среднего выигрыша, если информация о pj очень скудна и предполагается самое простое, что вероятности всех состояний природы равны между собой. Тогда

L (Аi) = .                                                 (6.5)
Случай3. Вероятности состояний природы неизвестны.
4. Критерий Вальда - критерий крайнего пессимизма - имеет вид:

W(Ai) = (6.24)
В пессимистических критериях природа рассматривается как активно противоборствующий противник.
5.  Критерий Сэвиджа (также пессимистический) отличается критерия Вальда тем, что вместо матрицы платежей берется матрица рисков: 

S ( Ai) =                                  (6.25)
6.  Критерий крайнего оптимизма представляется в виде

О(Ai) =                                (6.26)
p4 ; p5)=( 0,12; 0,25; 0,3; 0,25; 0,08). Для критерия Гурвица считать, что уменьшение и увеличение запасов равновероятно, т.е. k=0,5.
	Вариант мощности
	Прибыль, млн у.е. для  вариантов запасов (состояний природы), млн. т 

	
	20 (П1)
	30 (П2)
	40 (П3)
	60 (П4)
	80 (П5)

	2 (А1)
	-10
	50
	65
	70
	72

	3 (А2)
	-40
	-20
	80
	100
	105

	4 (А3)
	-65
	-45
	55
	120
	150

	5 (А4)
	-85
	-65
	35
	130
	165


Рис.6.26
Решение.

1. Критерий Вальда. Для каждой строки платежной матрицы считаем (минимальный элемент по строке ).
Наибольшему значению критерия соответствует  первая стратегия, которую следует считать оптимальной с позиции рассматриваемого критерия Вальда.


2. Критерий Сэвиджа. Вычисляем матрицу рисков. Для этого вычисляем максимальный элемент для каждого столбца исходной матрицы, с этой целью строим дополнительную строку в платежной матрице (рис. 6.27).
	Вариант мощности
	Прибыль, млн. у.е. для  вариантов запасов (состояний природы), млн. т 

	
	20 (П1)
	30 (П2)
	40 (П3)
	60 (П4)
	80 (П5)

	2 (А1)
	-10
	50
	65
	70
	72

	3 (А2)
	-40
	-20
	80
	100
	105

	4 (А3)
	-65
	-45
	55
	120
	150

	5 (А4)
	-85
	-65
	35
	130
	165

	j
	-10-
	50
	80
	130
	165


Рис.6.27
Отнимая от  полученных значений соответствующие значения элементов платежной матрицы получаем матрицу рисков (рис. 6.28):
	Вариант мощности
	Риск, млн. у.е. для  вариантов запасов (состояний природы), млн. т

	
	20 (П1)
	30 (П2)
	40 (П3)
	60 (П4)
	80 (П5)

	2 (А1)
	0
	0
	15
	60
	93

	3 (А2)
	30
	70
	0
	30
	60

	4 (А3)
	35
	95
	25
	10
	15

	5 (А4)
	75
	115
	45
	0
	0


Рис.6.28

Далее для каждой строки матрицы риска считаем (максимальный элемент по строке ):


После этого выбираем оптимальную стратегию. Наименьшему значению критерия соответствует  вторая стратегия, которую следует считать оптимальной с позиции рассматриваемого критерия Сэвиджа.

3. Критерий Гурвица. Для каждой строки считаем 








Наибольшему значению критерия соответствует  третья стратегия, которую следует считать оптимальной с позиции рассматриваемого критерия Гурвица.
4. Критерии среднего выигрыша. Для каждой строки считаем P(Ai):


Наибольшему значению критерия соответствует  первая стратегия, которую следует считать оптимальной с позиции рассматриваемого критерия. 
5. Критерий Лапласа. Полагаем, что все состояния равновероятны, т.е. p1 =p2 = p3 = p4= p5. Поскольку p1 +p2 + p3 + p4+ p5=1,  то p1 =p2 = p3 = p4= p5=1/5=0,20.  Для каждой строки считаем L(Ai):

. 
Наибольшему значению критерия соответствует первая стратегия, которую следует считать оптимальной с позиции рассматриваемого критерия Лапласа.
Вывод. Таким образом, по критериям Вальда, Лапласа и при принятом распределении вероятностей состояний природы (критерия среднего выигрыша)  лучшая стратегия  1 (вариант строительства рудника мощностью 2 тыс. т), по критерию Сэвиджа  2, а по критерию Гурвица 3.
Если учитывать, что принимается разовое решение, то для рассматриваемой задачи предпочтение в целом следует отдать стратегии 1.
ПРИМЕР 2. (Переработано из: [4])
Менеджер ресторана, расположенного на одном из тропических островов, заказывает на материке партию мороженного раз в неделю. Многолетний опыт показывает, что возможный объем реализации продукта меняется в диапазоне от 0 до 3 упаковок, в зависимости от погоды. Возможные состояния погоды (природы) можно характеризовать терминами «холодно», «прохладно», «тепло» и «жарко», при этом спрос на мороженное равен 0, 1, 2 
 3 упаковок соответственно. Если продукт не реализован в течение недели, то он подлежит утилизации.
Пусть цена продажи каждой упаковки равна 100 у.е., цена  закупки - 40 у.е., неудовлетворенный спрос (упущенная выгода) - 50 у.е. , цена утилизации - 7  у.е.
Определить оптимальный объем закупок, если состояния погоды «холодно», «прохладно», «тепло» и «жарко» реализуются с вероятностями 0.1, 0.3, 0.4 и 0.2 соответственно.
Провести анализ устойчивости решения, полагая, что упущенная выгода меняется от 0 до 150.
Решение
Принимая во внимание, что решение менеджер принимает регулярно, то наиболее рационально рассматривать ситуации, как игру с природой, взяв в качестве критерия выбора решения критерий среднего выигрыша. Решение приведено на рис. 6.29. Ячейки платежной матрицы заполнены значениями платежей, которые вычисляются по формуле

,

 где  - количество закупленных упаковок;

- количество проданных упаковок;

- неудовлетворенный спрос;

- количество нереализованных упаковок. 
Величина среднего выигрыша для каждого варианта содержится в интервале ячеек F9:F12. Максимальное значение среднего выигрыша равное 56.5 у.е., которое соответствует объему закупок в 2 упаковки.
[image: ]
Рис. 6.29.
Решение базируется на объективных значениях цен продажи, закупки и утилизации и на субъективном значении неудовлетворенного спроса, которое определяется менее точно. Проведем анализ чувствительности относительно этого параметра модели. 
Анализ чувствительности можно провести, задавая различные значения упущенной выгоды. Для каждого значения необходим пересчет  элементов платежной матрицы, вычисление средних выигрышей и выбор на их основе нового оптимального решения. 
Воспользуемся средством «Таблица подстановки», выполнив для этого следующие действия:
Заполним значениями 0 от до 150 с шагом равным 5 интервал ячеек А18:А48;
В диапазон ячеек B17:E17 введем формулы =F9 …=F12 (рис.6.30);
Выделим диапазон А17:Е48 и вызовем средство «Таблица подстановки», которое содержится в пункте меню «Данные». В диалоговом окне в поле «Подставлять значения по строкам в» вводим значение $B$3 (рис.6.31). Это обеспечит подстановку значений из столбца А в ячейку В3 (по одному значению за один раз), пересчет формул в диапазоне F9:F12  и заполнение столбцов B,C, D и Е в диапазоне А18:Е48. эти значения и являются значениями, соответствующими значениям среднего выигрыша при соответствующем объеме закупок. Выбор максимального значения среднего выигрыша и соответствующего объема закупок проведем графическим методом рис.6.32-6.33.
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Рис. 6.30.

[image: ]
Рис. 6.31.
На графике каждая линия соответствует определенному объему закупок, оптимальному значению соответствует та, которая при заданном значении упущенной выгоды расположена выше. На построенном графике видно, что при возрастании величины упущенной выгоды средний выигрыш убывает (для объемов покупок равным 0, 1 и 2) или остается постоянным для объема покупки в 3 упаковки. На рис.6.33 видно, что если значение упущенной выгоды меньше 127 у.е., то оптимальным будет объем покупки в 2 упаковки. Если значение упущенной выгоды больше 127 у.е., то оптимальным будет объем покупки в 3 упаковки. Окончательно приходим к выводу, что нетнеобходимости знать точное значение упущенной выгоды – чтобы
Рис. 6.32.
[image: ][image: ]
Рис. 6.33.
[bookmark: _Toc14273990]ВАРИАНТЫ ЗАДАНИЙ
Каждый вариант состоит из двух  задач.  Для определения исходных данных используется M и N – предпоследняя и последняя цифра зачетной книжки. 
Задача  1.
Планируется строительство горного предприятия (рудника). Рудное месторождение разведано редкой сетью скважин (в основном по категории С1). В связи с дефицитностью сырья необходимо принять решение о мощности рудника, не ожидая окончания детальной разведки.  Разведанные запасы месторождения (точнее их математическое ожидание) составляют 40 млн. т. Так как точность подсчета запасов по категории С1 составляет  100%, реально запасы сырья могут изменяться от 20 до 80 млн. т. Рассматриваются 5 возможных вариантов запасов 20, 30, 40, 60 и 80 млн. т (соответственно П1-П5 состояния природы).
Также рассматриваются 4 варианта строительства рудника различной мощности (соответственно стратегии А1-А4). Для каждого варианта мощности при рассматриваемых состояниях природы (вариантов запасов месторождения) подсчитаны возможные значения суммарной приведенной прибыли (табл. 6.3). 
Для принятия окончательного решения о мощности рудника требуется рассчитать критерии Вальда, Сэвиджа, Лапласа и среднего выигрыша (математическое ожидание прибыли), задаваясь вероятностями состояний природы (по аналогии с другими месторождениями). Для критерия среднего выигрыша полагаем, что наблюдается нормальный закон распределения ошибки подсчета запасов, поэтому примем вероятности состояния равными соответственно (p1 ;p2 ; p3 ; p4 ; p5)=(0,12; 0,25; 0,3; 0,25; 0,08). Для критерия Гурвица задайтесь тремя значениями коэффициента k, выражающим долю оптимизма  k=0,3; 0,5 и 0,7. 
Таблица 6.3.
	Вариант мощности
	Прибыль, млн. у.е. для  вариантов запасов (состояний природы), млн. т 

	
	П1
	П2
	П3
	П4
	П5

	А1
	-15- M
	40- M+ N
	60
	70+ M
	90- N

	А2
	-55- M
	-10- M+ N
	80
	100- N
	100+ M

	А3
	-65- M
	-60- M+ N
	50
	110
	120+ M+ N

	А4
	-90- M
	-70- M+ N
	40
	125
	160 +M+ N



Задача  2
Владелец кафе, расположенного рядом с Ледовым дворцом, в котором происходят матчи чемпионата по хоккею, заказывает партию готовых салатов накануне матча. Многолетний опыт показывает, что возможный объем реализации продукта в первый день (сразу после матча)  меняется в диапазоне от 0 до 4 упаковок, в зависимости от результата матча. Возможные результаты матча характеризовать терминами «проигрыш», «проигрыш по буллитам», «выигрыш по буллитам», «выигрыш» и «крупный выигрыш», при этом спрос на салаты равен 0, 1, 2, 3 и 4 упаковки соответственно. Если продукт не реализован в течение двух дней, то он подлежит утилизации, которую необходимо оплатить.  Как показывает практика, половина не проданных в день матча салатов реализуется со скидкой 30% на следующий день. Заметим, что упаковка состоит из нескольких порций, поэтому необходимо учесть возможность не целого их (упаковок) количества при реализации со скидкой и утилизации.
Пусть цена продажи каждой упаковки равна 110+M+ N  у.е., цена  закупки - 70+ N  у.е., неудовлетворенный спрос (упущенная выгода) - 50- M+ N  у.е. , цена утилизации - 7  у.е. 
Определить оптимальный объем закупок, если по оценке букмекерской конторы результаты игры «проигрыш», «проигрыш по буллитам», «выигрыш по буллитам», «выигрыш» и «крупный выигрыш»,  реализуются с вероятностями 0.15, 0.15 , 0.25, 0.35 и 0.1 соответственно.
Провести анализ устойчивости решения, полагая, что упущенная выгода меняется от 0 до 150.
Провести имитационное моделирование процесса реализации партии салатов, проведя не менее 300 розыгрышей. Сравнить полученный платеж со средним ожидаемым выигрышем.





















Практическая работа №7.
Тема: Решение матричных игр.
Цель работы: освоить методы решения матричных игр. Научиться моделировать принятие решений в конфликтных ситуациях.
Тип урока: Урок закрепления и приобретения навыков
Вид урока: урок практикум
Используемые технологии: ИКТ, компьютер
Вид самостоятельной работы учащихся: Выполнение практической работы. Работа на компьютере.
Наглядные пособия: методическое указание.
Межпредметные связи: Информатика, Операционная система и программное обеспечение, математическая статистика, Основы алгоритмизации и программирования.
Формирование  профессиональных компетенций:Осуществлять решение задач из различных областей науки, техники, экономики и производства с применением математических методов и вычислительной техники на всех этапах от постановки до получения результата на ЭВМ решение задач

Методические указания.
Задача 1.Для матричной игры, задана платежная матрица.
	
	
В1
	В2
	В3
	В4

	А1
	0,5
	0,6
	0,8
	0,8

	А2
	0,9
	0,7
	0,8
	0,9

	А3
	0,7
	0,6
	0,6
	0,7



Для матричной игры определить верхнюю и нижнюю цену игры, определить седловую точку игры и чистые стратегии.
Решение:
1. Задайте в ячейках условие задачи.
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2. Вычислите минимальные элементы в каждой строке, используя встроенную функцию MИН. 
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3. Вычислите максимальные элементы в каждом столбце, используя встроенную функцию MAКС. 
[image: ]



4. В ячейке Е8 и I3 вычислите минимакс и максимин соответственно.
5. Сделайте вывод о наличии седловой точки и разрешимости игры в чистых стратегиях. Определите чистые стратегии, если это возможно. 
6. Постройте, график, иллюстрирующий матричную игру. Выделите диапазон ячеек А1:E4. Выполните команду Вставка-Диаграмма. Тип диаграммы – поверхность. Остальные параметры оставьте по умолчанию. Определите седловую точку игры на графике. 
	Задача 2.Для игры с природой задана платежная матрица.

	

	
	
	П1
	П2
	П3
	П4
	П5

	
	А1
	32
	30
	33
	30
	30

	
	А2
	31
	29
	22
	31
	30

	
	А3
	28
	23
	20
	34
	24

	
	А4
	34
	31
	27
	33
	27

	
	А5
	35
	19
	30
	38
	23

	
	А6
	28
	29
	26
	26
	43

	
	А7
	39
	29
	27
	27
	30



Дать рекомендации о выборе оптимальной стратегии игрока А, если
· известны вероятности уровней покупательского спроса, и они, соответственно, равны q1=0,2, q2=0,3, q3=0,25, q4=0,15, q5=0,1; 
· известно, что все состояния природы равновероятны; 
· никакой дополнительной информации об уровнях покупательского спроса нет (для нахождения оптимальной стратегии применить критерии Вальда, Сэвиджа, Гурвица  =0,7).
Решение:
1. Задайте в ячейках A1:F8 платежную матрицу игры. 
2. Вычислите максимальные элементы в каждом столбце, и минимальные элементы в каждой строке, используя функции MAКС и МИН. Критерий Байеса

В ячейках С19:С25 рассчитайте средний выигрыш, используя функцию СУММПРОИЗВ.
[image: ]Из полученных значений определите максимальное. Определите оптимальную стратегию.
Критерий Лапласа
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· ячейках В30:F30 рассчитайте значения вероятностей, если все состояния природы равновероятны. 
· ячейках С33:С39 рассчитайте средний выигрыш, используя функцию СУММПРОИЗВ. 
Из полученных значений определите максимальное. Определите оптимальную стратегию. 

Критерий Вальда.
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Вычислите максимальное значение столбца . Определите оптимальную стратегию.
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Практическая работа №8
Тема: Применение теоремы Неймана
Цель работы: Уметь применять при решении задач теорему Неймана.
Тип урока: Урок закрепления и приобретения навыков
Вид урока: урок практикум
Используемые технологии: ИКТ, компьютер
Вид самостоятельной работы учащихся: Выполнение практической работы. Работа на компьютере.
Наглядные пособия: методическое указание.
Межпредметные связи: Информатика, Операционная система и программное обеспечение, математическая статистика, Основы алгоритмизации и программирования.
Формирование  профессиональных компетенций:Осуществлять решение задач из различных областей науки, техники, экономики и производства с применением математических методов и вычислительной техники на всех этапах от постановки до получения результата на ЭВМ решение задач

Теоретическая часть
Теорема Неймана. Каждая конечная игра с нулевой суммой имеет решение в смешанных стратегиях. . 

Пусть U* = ([image: http://emm.ostu.ru/lect/images/pic5-25.gif], [image: http://emm.ostu.ru/lect/images/pic5-26.gif], ..., [image: http://emm.ostu.ru/lect/images/pic5-27.gif]) и Z* = ([image: http://emm.ostu.ru/lect/images/pic5-28.gif], [image: http://emm.ostu.ru/lect/images/pic5-29.gif], ..., [image: http://emm.ostu.ru/lect/images/pic5-30.gif]) - пара оптимальных стратегий. Если чистая стратегия входит в оптимальную смешанную стратегию с вероятностью, отличной от нуля, то она называется активной.

Практическая часть.
Решение матричных игр в чистых стратегиях
Решение игры в чистых стратегиях для матрицы определенной размерности легко автоматизировать, разработав электронную таблицу. Используемые функции в MS Excelдля нахождения цены игры: МАКС, МИН, ЕСЛИ.
 
[image: http://posobie-mii.narod.ru/Glava10.7.files/image007.jpg]

Задание. На основании рисунка создать модель решения данной игры в чистых стратегиях в MSExcel.
 
Решение матричных игр в смешанных стратегиях
Задача. Две отрасли могут осуществлять капитальные вложения в 3 объекта. Стратегии отраслей: i-я стратегия состоит в финансировании i-го объекта (i = 1, 2, 3). Учитывая особенности вкладов и местные условия, прибыли первой отрасли выражаются следующей матрицей:


Величина прибыли первой отрасли считается такой же величиной убытка для второй отрасли - представленная игра может рассматриваться как игра двух игроков с нулевой суммой.

Решение. Решим матричную игру в MS Excel, записав ее как задачу линейного программирования




Рассмотрим игрока А. Будем искать оптимальную смешанную стратегию игрока А: , где  – частота (вероятность) использования игроком А своей i-стратегии ().Обозначим цену игры (средний выигрыш) –.
Чтобы свести матричную игру для игрока А к задаче линейного программирования преобразуем платежную матрицу так, чтобы все ее элементы были больше нуля – прибавим ко всем элементам матрицы число 4. Получаем преобразованную платежную матрицу:




Средний выигрыш А должен быть не меньше цены игры [image: ] при любом поведении игрока В. Так, если игрок В использует свою первую стратегию, то средний выигрыш игрока А составит: , получаем неравенство . Аналогично, записав неравенства для стратегий В2 и В3, получаем систему линейных ограничений:









Из условия , разделив обе части уравнения на  (цена игры больше нуля, т.к. все элементы преобразованной матрицы больше нуля), получаем целевую функцию . Цель игрока А – получить максимальный средний выигрыш, т.е. , а значит . Если обозначить  (i=1, 2, 3), то целевая функция .


Перейдем в системе ограничений к переменным , разделив каждое неравенство на :


Таким образом, для нахождения оптимальной стратегии игрока А необходимо решить задачу линейного программирования:

найти значения переменных , удовлетворяющих системе ограничений

:


 и условию , при котором функция  принимает минимальное значение.

Решим задачу средствами табличного редактора MSExcel.
1. Оформим расчетную таблицу, как показано на рисунке 1:

– ячейки В2, В3, В4 играют роль переменных ;
– в ячейке В8 вычисляется значение целевой функции;
– в ячейках В12, В13, В14 вычисляются левые части ограничений.

2. В меню СЕРВИС выбираем команду ПОИСК РЕШЕНИЯ (если нет такого пункта меню, то сначала необходимо в меню СЕРВИС выбрать команду НАДСТРОЙКИ, в появившемся диалоговом окне установить флажок на пункте ПОИСК РЕШЕНИЯ и нажать кнопку ОК; теперь в меню СЕРВИС будет команда ПОИСК РЕШЕНИЯ).

[image: ]
Рис. 1. Пример оформления решения матричной игры в MSExcel

3. В окне ПОИСК РЕШЕНИЯ введем необходимые параметры (см. рис. 2):
– укажем целевую ячейку (В8) – та, в которой вычисляется значение целевой функции;
– выберем переключатель МИНИМАЛЬНОМУ ЗНАЧЕНИЮ (целевую функцию необходимо минимизировать);
– в поле ИЗМЕНЯЯ ЯЧЕЙКИ укажем диапазон, который играет роль переменных, т.е. В2:В4;
[image: ]
Рис. 2. Ввод параметров в окне ПОИСК РЕШЕНИЯ

– введем систему ограничений с помощью, нажав кнопку ДОБАВИТЬ. При этом появится диалоговое окно ДОБАВЛЕНИЕ ОГРАНИЧЕНИЯ (см. рис.3).
Первое ограничений: 
 в поле ССЫЛКА НА ЯЧЕЙКУ вводим диапазон, где вычислены левые части неравенств из системы ограничений задачи (все три неравенства можно ввести сразу, так как они одного смысла – больше или равно) – В12:В14; 
 в открывающемся списке выбираем знак неравенства; 
 в поле ОГРАНИЧЕНИЕ указываем диапазон, где хранятся правые части неравенств системы ограничений задачи – C12:C14;
 нажимаем кнопку ДОБАВИТЬ (при этом окно не исчезнет и можно будет ввести новое ограничение).
[image: ]
Рис. 3. Окно ДОБАВЛЕНИЕ ОГРАНИЧЕНИЯ

Второе ограничение (условие неотрицательности переменных):
 в поле ССЫЛКА НА ЯЧЕЙКУ вводим диапазон ячеек, которые играют роль переменных – В2:В4;
 выбираем знак неравенства;
 в поле ОГРАНИЧЕНИЕ вводим с клавиатуры ноль; 
 нажимаем кнопку ОК.
4. Осталось в окне ПОИСК РЕШЕНИЯ нажать кнопку ВЫПОЛНИТЬ и увидеть результат решения задачи (см. рис. 4):
[image: ]
Рис. 4. Результаты решения для игрока А






Получили: . Так как  и , то ,  – это решение для игры, заданной матрицей В (преобразованной матрицы). Для матрицы А: компоненты смешанной стратегии не меняются, а цена игры меньше на число, которое прибавляли ко всем элементам матрицы А, т.е. на 4.


Окончательный результат: ,.

Самостоятельная работа для студентов:



	1.
	B1
	B2
	B3
	B4

	A1
	1
	4
	1
	2

	A2
	0
	5
	0
	3

	A3
	1
	3
	1
	3



	 2.
	B1
	B2
	B3
	B4

	A1
	-1
	1
	-1
	2

	A2
	0
	-1
	2
	-2



	3.
	B1
	B2
	B3
	B4
	B5

	A1
	-2
	1
	3
	0
	1

	A2
	-3
	-4
	2
	-1
	-4

	A3
	1
	-5
	6
	3
	-5

	A4
	-2
	1
	3
	0
	1




	1.
	B1
	B2
	B3
	B4

	A1
	1
	-3
	-2
	-1

	A2
	2
	5
	4
	3

	A3
	2
	3
	2
	3



	 2.
	B1
	B2
	B3
	B4

	A1
	4
	2
	3
	-1

	A2
	-4
	0
	-2
	2



	3.
	B1
	B2
	B3
	B4
	B5

	A1
	4
	2
	4
	6
	2

	A2
	6
	3
	2
	4
	3

	A3
	4
	4
	2
	2
	4

	A4
	2
	2
	2
	1
	2










Практическая работа №9
Тема: Постановка задачи. Подготовка исходной информациии.
Цель работы:Уметь правильно анализировать при решении задачи.
Тип урока: Урок закрепления и приобретения навыков
Вид урока: урок практикум
Используемые технологии: ИКТ, компьютер
Вид самостоятельной работы учащихся: Выполнение практической работы. Работа на компьютере.
Наглядные пособия: методическое указание.
Межпредметные связи: Информатика, Операционная система и программное обеспечение, математическая статистика, Основы алгоритмизации и программирования.
Формирование  профессиональных компетенций:Осуществлять решение задач из различных областей науки, техники, экономики и производства с применением математических методов и вычислительной техники на всех этапах от постановки до получения результата на ЭВМ решение задач
Теоретическая часть
На фондовом рынке объектами купли-продажи являются акции большого числа эмитентов, имеющие разную степень доходности.  В странах с развитым рынком ценных бумаг для определения общей тенденции в изменении курсов акций применяются специальные индикаторы – фондовые индексы(индекс Доу-Джонса, Standard & Poors, индекс РТС). При работе  на фондовом рынке инвесторы формируют портфель из обращающихся на рынке ценных бумаги других биржевых активов. Для обеспечения ликвидности в портфель, как правило, включают "голубые фишки" входящие в расчет биржевых индексов РТС или ММВБ. В этом случае стоимость портфеля, его доходность и риск близки к аналогичным параметрам указанных индексов.
За последние годы капитализация отечественного рынка существенно выросла, многие акции вошли в состав «голубых фишек» или приблизились к ним по своей ликвидности. Это позволило создать в начале 2005г. семь новых отраслевых индексов российской торговой системы (РТС): нефть и газ (RTSog); электроэнергетика (RTSeu);  финансы (RTSfn); телекоммуникации (RTStl); металлы и добыча (RTSmm); промышленность (RTSin); потребительские товары и розничная торговля (RTScr). Эти индексы отражают рост капитализации акций различных отраслей экономики и дают представление о динамике развития той или иной отрасли.
Предположим, что доходности всех ценных бумаг (отраслевых индексов)  за определенный период времени   связаны с доходностью рынка  за данный период линейно:
mi=  ai+ imr+ i(1)

где  mi  - доходность ценной бумаги i за определенный период (зависимая переменная);
mr - доходность на рыночный индекс за этот же период (независимая, объясняющая переменная);
ai-постоянная составляющая модели линейной регрессии, показывающая какая часть доходности i ценной бумаги не связана с изменением доходности на рыночный индекс,  коэффициент смещения;
i - параметр линейной регрессии, называемый бета,   коэффициент наклона,  измеряет чувствительность доходности бумаги к доходности на рыночный индекс.;
i-   случайная погрешность.
  Оценку параметров регрессионной модели(1) получим с помощью МНК:



=  ;        i=( 2)
где mr2-   дисперсия доходности на индекс.
Бета-коэффициент оценивает изменения в доходности отдельных акций в сопоставлении с динамикой рыночного дохода.  Исходя из рыночной модели (1),  общий риск ценной бумаги i, измеряемый  ее дисперсией  i2=Var(mi), состоит из двух частей: (1)  рыночный (или систематический) риск (market risk);  (2)  собственный  (или несистематический) риск (unique risk). 

i2 = i2mr2+2,                                                    (3)




где                   , = ,

imr  обозначает рыночный риск ценной бумаги i (измеренный в СКО), а собственный риск ценной бумаги i, мерой которого является среднее квадратическое отклонение (СКО) случайной погрешности i из уравнения (1).
Отношение  i2mr2/i2 обозначается Ri2и называется R-squared (коэффициент детерминации) и  характеризует долю риска данных ценных бумаг, вносимую рынком. Те бумаги, для которых R-squared велико, в каком-то смысле предпочтительнее, так как их поведение более предсказуемо.
Таким образом, коэффициент регрессии β служит количественным измерителем систематического риска, не поддающегося диверсификации. Ценная бумага, имеющая β - коэффициент, равный 1, копирует поведение рынка в целом. Если значение коэффициента выше 1, реакция ценной бумаги опережает изменение рынка как в одну, так и в другую сторону. Систематический риск такого финансового актива выше среднего. Менее рисковыми являются активы, β-коэффициенты которых ниже 1.   
Рассмотрим в этой ситуациипортфель ценных бумаг.  Доходность  портфеля с зафиксированными долями бумаг также линейно зависит от доходности рынка. В самом деле, пусть доля i-й ценной бумаги есть xi, тогда доходность портфеля:


                    mp =  xi(i + i mr + ).(4)

Аналогично общему  риску отдельной бумаги   (3),  совокупный риск портфеля тоже можно разложить на две составные части: рыночный риск и собственный риск.   При этом сумма сложенных средств по всем объектам должна быть равна общему объему инвестиционных вложений (например, часть средств на банковском счете вводится в модель как инвестиция с нулевым риском).

p2 = p2mr2+2, (5)



где                                           ,         

Задача   формирования  портфеля заданной эффективности с учетом ведущего фактораи минимального риска может быть сформулирована следующим образом:  необходимо найти вектор Х= (х1, х2,… хn),  минимизирующий риск портфеля p:


p =
При ограничениях:
-доходность портфеля должна быть не менее заданной  m0



-весь капитал должен быть вложен в биржевые активы


-допускаются только длинные позиции
х1, х2,…,хn>= 0
Основные этапы, которые необходимо выполнить для построения оптимального портфеля в этой задаче:
1. Выбрать n ценных бумаг, из которых формируется портфель, и определить исторический промежуток в N шагов расчета, за который будут наблюдаться значения доходности   каждой ценной бумаги.
1. По рыночному индексу (например, РТС) выбрать рыночные доходности mr   для того же промежутка времени.
1. Найти ожидаемые доходности каждой ценной бумаги в зависимостиот рыночной доходности (от индекса рынка).
1. Построить линию рынка ценных бумаг  и  сравнить  доходность каждой ценной бумаги с рыночной, при соответствующей степени риска.
1. 
 Определить величину дисперсии рыночного показателя mr2, а также и найти величины  .
1. 
Вычислить дисперсии ошибок регрессионной модели.
1. Подставить эти значения в соответствующие уравнения.
После такой подстановки выяснится, что неизвестными величинами являются веса xi ценных бумаг. Выбрав определенную величину ожидаемой доходности портфеля  mp, можно найти веса ценных бумаг в портфеле, построить границу эффективных портфелей и определить оптимальный портфель.
Обобщая теорию Марковица на случай формирования портфелей из  биржевых  активов – отраслевых индексов рассмотримзадачу Марковица о формировании портфеля заданной доходности с учетом ведущего фактора рынка.

Практическая часть
Требуется. 
1. 
определить характеристики каждой ценной бумаги: a, , рыночный (или систематический) риск и собственный (или несистематический) риск,  R2;
1. сформировать портфель минимального риска из двух отраслевых индексов  при условии, что обеспечивается доходность портфеля (mp) не менее чем по безрисковым ценным бумагам (доходность  ОФЗ) 0,5%  с учетом индекса рынка (индекс РТС);
1. построить линию рынка ценных бумаг (SML). 
Табл. 1.
	месяц
	индекс РТС
	RTSfn(финансы)
	RTSmm(металлы)

	Январь 2007
	-5,055
	-3,066
	4,152

	Февраль 2007
	4,456
	9,051
	6,275

	Март 2007
	1,555
	-1,923
	2,674

	Апрель 2007
	-0,011
	10,966
	-1,518

	Май 2007
	-8,018
	-10,223
	-5,809

	Июнь 2007
	6,593
	7,449
	10,016

	Июль 2007
	5,072
	4,093
	6,839

	Август 2007
	-3,715
	-9,206
	-1,634

	Сентябрь 2007
	7,912
	2,678
	13,068

	Октябрь 2007
	7,301
	2,592
	14,660

	Ноябрь 2007
	-0,133
	-1,030
	-1,917

	Декабрь 2007
	3,171
	4,496
	-0,733



В   табл.1.  представлена информация по месячным  доходностям двух российских отраслевых индексов: финансового сектора (RTStl) и металлов и их добычи (RTSmm)   за  2007 г.,  а  также  динамика месячной доходности одного из индексов Российского фондового рынка (индекса РТС) за тот же период.  
Для построения модели Марковица на первом этапе необходимо        представить исходные данные в excele в виде следующей таблицы на рис.1:

[image: рис.1..bmp]

Рис. 1.Ввод исходных данных.

Применение регрессионного анализа. 
Построим модель зависимости доходности индекса металлов и их добычи (RTSmm)  от индекса рынка. Параметры модели найдем с помощью инструмента РегрессияПакет анализа EXCEL.
Для проведения регрессионного анализа выполните следующие действия:
1. Выберите команду ДанныеАнализ данных. (Рис. 2)
1. В диалоговом окне Анализ данных выберите инструмент Регрессия (Рис. 3), а затем щелкните на кнопке ОК
1. В диалоговом окне Регрессия в поле Входной интервал Y введите адрес одного диапазона ячеек, который  представляет зависимую переменную. В поле Входной интервал Х введите адреса одного или нескольких диапазонов, которые содержат значения независимых переменных (Рис.4).
1. Если выделены и заголовки столбцов, то установить флажок Метки в первой строке.
1. Выберите параметры вывода. В данном примере Новая рабочая книга
1. В поле Остатки поставьте необходимые флажки.
1. ОК.
[image: рис.2..bmp]

Рис.2.Запуск анализа данных


[bookmark: _GoBack][image: рис.3..bmp]

Рис.3.Выбор инструмента Регрессия



[image: рис.4..bmp]

Рис.4.  Заданы интервалы входных данных. ОК.

Результаты регрессионного  анализа.
Результат регрессионного анализа содержится в следующих трех таблицах.  Рассмотрим содержание этих таблиц. Во втором столбце Таблицы 2 содержатся коэффициенты уравнения регрессии a0, a1. В третьем столбце содержатся стандартные ошибки коэффициентов уравнения регрессии,  а в четвертом - t-статистика, используемая для проверки значимости коэффициентов уравнения регрессии.
Табл.2
	 
	Коэффициенты
	Стандартная ошибка
	t-статистика

	Y-пересечение
	2,20
	1,19
	1,84

	Индекс РТС
	1,03
	0,23
	4,48



Уравнение регрессии  зависимости доходности  отраслевого индекса  RTSmm (m1 ) от индекса рынкаот индекса рынка РTC ( mr )  имеет вид:
m2 =2,20 + 1,03 mr

Табл.3
	Регрессионная статистика

	Множественный R
	0,82

	R-квадрат
	0,67

	Нормированный R-квадрат
	0,63

	Стандартная ошибка
	3,92

	Наблюдения
	12,00



	Дисперсионный анализ
	
	
	
	
	

	
	df
	SS
	MS
	F
	Значимость F

	Регрессия
	1,00
	308,54
	308,54
	20,03
	0,00

	Остаток
	10,00
	154,04
	15,40
	
	

	Итого
	11,00
	462,58
	 
	 
	 



Собственный (или несистематический) риск отраслевого индекса  RTSmm(m1 ) равен 
12 = 2/(N-1) = 154,04/11 = 14,00

Аналогично построим модель зависимости доходности отраслевого индекса  RTSfn (m2 ) от индекса рынка. 
m2 = -0,15 + 0,92  mr

22 = 2/(N-1) = 243,85/11 = 22,17,   R2 = 0,50

Решение оптимизационной задачи. 
Необходимо найти вектор Х= (x1, x2), минимизирующий риск портфеля p. Решение задачи можно получить в среде EXCEL с помощью надстройки Поиск решения. 
Экономико-математическая модель задачи.
X1 - доля в портфеле отраслевого индекса  RTSmm;
X2 - доля в портфеле отраслевого индекса  RTStl.
В нашей задаче задана эффективность портфеля не ниже, чем в среднем по облигациям, т.е. 0,5% в месяц.



p==min

x1 + x2 = 1


 0,5
x1 , x2 0

[image: рис.5..bmp]

Рис.5.  Подготовлена форма для ввода данных

[image: рис.6..bmp]

Рис.6.  Введены исходные данные. В ячейках D5 и E5 будут находиться значения неизвестных Х1 и Х2 (эти  ячейки называются изменяемыми).
[image: рис.7..bmp]
Рис.7.  Для ввода формулы для расчета целевой функции воспользуемся функцией КОРЕНЬ. (шаг 1)

[image: рис.8..bmp]

Рис.8. Далее вводим подкоренное выражение  (шаг 2).

[image: рис.9..bmp]
Рис.9. Введем левую часть системы ограничений (здесь - доход портфеля).

[image: рис.10..bmp]
Рис.10.  Введем левую  часть системы ограничений по долям бумаг.


Запускаем   Поиск решения:

[image: рис.11..bmp]
Рис.11.  Указываем  целевую ячейку (H3), изменяемые ячейки (D5:E5), и добавляем ограничения (рис.12)


[image: рис.12..bmp]

Рис.12.  Добавляем ограничения

[image: ]Рис.13.  Указываем  параметры.

[image: рис.14..bmp]

Рис.14. Решение найдено.

Ответ: Минимальный риск портфеля равный 5,85% будет достигнут, если  доля отраслевого индекса металлов и ихдобычи (RTSmm) составит 55,53%, а доля отраслевого финансового индекса (RTSfn) – 46,47%.  Полученные результаты можно представить в графическом виде, используя линию рынка ценных бумаг:
[image: рис.15..bmp]
Рис.15. Зависимость индекса металлов от общего индекса рынка


[image: рис.16..bmp]
Рис.16. Линия рынка ценных бумаг
Самостоятельная работа для студентов:
В таблице (табл.*)  приведена информация    по  месячным доходностям  за 2007г.  индекса  РТС и по 5 доходностям новых отраслевых индексов  российской торговой системы (РТС): нефть и газ (RTSog); электроэнергетика (RTSeu);  телекоммуникации (RTStl);   промышленность (RTSin); потребительские товары и розничная торговля (RTScr).
Требуется. 
1. 
 определить характеристики каждой ценной бумаги: a,, рыночный (или систематический) риск,  собственный (или несистематический) риск,  R2;
1. сформировать портфель минимального риска из двух видов отраслевых индексов (табл.**) при условии, что обеспечивается доходность портфеля (mp) не менее чем по безрисковым ценным бумагам (облигациям) 0,5%  с учетом общего индекса рынка.
1. построить линию рынка капитала (СML);
1. построить линию рынка ценных бумаг (SML).
Табл.*.
	Месяц
	 Доходности индексов за месяц (%)

	
	RTS
	1
	2
	3
	4
	5

	
	
	RTStl
	RTSog
	 RTSin
	RTScr
	RTSeu

	Январь 2007
	-5,055
	4,406
	-9,839
	2,121
	-1,511
	9,360

	Февраль 2007
	4,456
	-3,918
	-3,285
	5,737
	4,212
	7,660

	Март 2007
	1,555
	7,600
	3,853
	1,915
	9,241
	9,332

	Апрель 2007
	-0,011
	4,144
	-2,913
	2,080
	2,595
	-3,013

	Май 2007
	-8,018
	-6,413
	-9,633
	3,039
	-4,965
	-4,490

	Июнь 2007
	6,593
	1,843
	4,751
	7,145
	4,553
	6,897

	Июль 2007
	5,072
	0,604
	4,853
	12,003
	3,406
	-0,714

	Август 2007
	-3,715
	-1,157
	-3,349
	4,415
	-2,282
	-6,487

	Сентябрь 2007
	7,912
	6,070
	7,624
	-0,059
	0,700
	2,514

	Октябрь 2007
	7,301
	5,223
	6,746
	-0,251
	5,521
	3,915

	Ноябрь 2007
	-0,133
	3,506
	0,371
	2,529
	0,778
	-0,580

	Декабрь 2007
	3,171
	4,042
	3,896
	12,414
	4,491
	5,218














Практическая работа №10
Тема: Разработка алгоритма решений задач. Проведение расчетов и анализ полученных данных.
Цель работы: Приобретение навыков адаптации транспортной модели ЛП для оптимизации системы снабжения, допускающей транзитные перевозки.
Тип урока: Урок закрепления и приобретения навыков
Вид урока: Урок практикум
Используемые технологии: ИКТ, компьютер
Вид самостоятельной работы учащихся: Выполнение практической работы. Работа на компьютере.
Наглядные пособия: методическое указание.
Межпредметные связи: Информатика, Операционная система и программное обеспечение, математическая статистика, Основы алгоритмизации и программирования.
Формирование  профессиональных компетенций:Осуществлять решение задач из различных областей науки, техники, экономики и производства с применением математических методов и вычислительной техники на всех этапах от постановки до получения результата на ЭВМ решение задач
[bookmark: _Toc517075239][bookmark: _Toc517074927][bookmark: _Toc516904069][bookmark: _Toc516903957][bookmark: _Toc516903565][bookmark: _Toc516902361]Постановка задачи
По заказу пяти потребителей А, Б, В, Г, Д на четырех предприятиях-изготовителях производится продукция. В процессе доставки к потребителям продукция может храниться на трех оптовых базах. Существуют следующие три способа организации снабжения потребителей продукцией:
1. 

ИЗГОТОВИТЕЛЬ  ОПТОВАЯ БАЗА  ПОТРЕБИТЕЛЬ,
то есть вся продукция, произведенная изготовителями, сначала складируется на оптовых базах и только потом развозится потребителям;
1. 
ИЗГОТОВИТЕЛЬ  ПОТРЕБИТЕЛЬ,
то есть вся продукция, произведенная изготовителями, напрямую доставляется потребителям, минуя оптовые базы;
1. ИЗГОТОВИТЕЛЬ					ОПТОВАЯ БАЗА
															ПОТРЕБИТЕЛЬ,
то есть продукция, произведенная изготовителем, доставляется к потребителям частично напрямую, а частично транзитом через оптовые базы.
Необходимо выбрать оптимальный способ организации снабжения потребителей продукцией предприятий-изготовителей.
[bookmark: _Toc517075240][bookmark: _Toc517074928][bookmark: _Toc516904070][bookmark: _Toc516903958][bookmark: _Toc516903566][bookmark: _Toc516902362]РЕКОМЕНДАЦИИ К РЕШЕНИЮ ЗАДАЧИ
1. Общий подход к решению этой задачи заключается в построении транспортной модели каждого из способов организации снабжения, анализе затрат на доставку продукции и выборе минимальной по затратам системы снабжения.
2. При моделировании различных систем снабжения необходимо учитывать следующее. В транспортной таблице системы 1 и в транспортной таблице системы 3 пунктами отправления являются как изготовители, так и оптовые базы; пунктами потребления являются как потребители, так и оптовые базы. Транспортные таблицы систем 1 и 3 отличаются расстановкой реальныхи запрещающих тарифов.
[bookmark: _Toc517075241][bookmark: _Toc517074929][bookmark: _Toc516904071][bookmark: _Toc516903959][bookmark: _Toc516903567][bookmark: _Toc516902363]Варианты
Ежемесячный спрос на продукцию [шт.], емкость оптовых баз [шт.] и тарифы [руб./шт.] за доставку продукции с оптовых баз к потребителям приведены в табл.6.1. Ежемесячные объемы производства [шт.], емкость оптовых баз [шт.] и суммарные затраты [руб./шт.] на производство и доставку продукции от изготовителей к оптовым базам приведены в табл.6.2. Ежемесячные объемы производства [шт.], спрос на продукцию [шт.] и суммарные затраты [руб./шт.] на производство и доставку продукции от изготовителей к потребителям приведены в табл.6.3. Номер варианта состоит из двух цифр. Первая цифра (0 или 1) выбирается в табл.6.1 и 6.3 по вертикали, а в табл.6.2 – по горизонтали. Вторая цифра (0, 1, 2, 3, 4, 5, 6) выбирается в табл.6.1 и 6.3 по горизонтали, а в табл.6.2 – по вертикали. Таким образом, номера вариантов имеют вид 01, 02, …, 06, 11, 12, …, 16.
Таблица 6.1. Параметры перевозок из оптовых баз к потребителям
	
	Потр-ль А
	Потр-ль Б
	Потр-ль В
	Потр-ль Г
	Потр-ль Д
	Запас

	
	Вариант
	Вариант
	Вариант
	Вариант
	Вариант
	

	
	0
	1
	0
	1
	0
	1
	0
	1
	0
	1
	

	Оптовая  база  1
	В а р и а н т
	1
	15
	18
	12
	12
	11
	14
	10
	16
	20
	14
	300

	
	
	2
	12
	20
	32
	28
	14
	25
	22
	19
	36
	40
	540

	
	
	3
	20
	12
	15
	10
	28
	20
	30
	22
	17
	11
	720

	
	
	4
	20
	35
	32
	25
	36
	18
	20
	34
	25
	15
	620

	
	
	5
	14
	20
	25
	14
	18
	22
	15
	30
	21
	14
	560

	
	
	6
	22
	14
	20
	10
	25
	32
	30
	35
	24
	18
	780

	Оптовая  база  2
	В а р и а н т
	1
	20
	10
	14
	16
	25
	30
	24
	32
	15
	24
	420

	
	
	2
	16
	15
	20
	11
	31
	18
	20
	40
	17
	30
	380

	
	
	3
	21
	28
	12
	20
	24
	35
	15
	21
	24
	45
	460

	
	
	4
	16
	16
	27
	14
	20
	20
	21
	25
	28
	38
	350

	
	
	5
	15
	31
	34
	20
	14
	15
	18
	30
	20
	22
	410

	
	
	6
	14
	30
	10
	26
	18
	16
	24
	36
	34
	25
	450

	Оптовая  база  3
	В а р и а н т
	1
	12
	20
	36
	18
	20
	27
	16
	18
	36
	35
	730

	
	
	2
	16
	12
	26
	10
	32
	42
	34
	14
	10
	16
	690

	
	
	3
	20
	15
	20
	16
	36
	28
	30
	20
	18
	10
	620

	
	
	4
	18
	28
	15
	26
	28
	31
	18
	40
	20
	27
	580

	
	
	5
	15
	24
	35
	35
	40
	34
	10
	35
	35
	40
	740

	
	
	6
	22
	32
	28
	14
	25
	20
	35
	24
	20
	35
	610

	Спрос на товар
	600
	480
	550
	750
	420
	360
	780
	200
	400
	180
	







Практическая работа №11
Тема: Построение модели спроса.
Цель работы: Изучение возможностей электронной таблицы Excel построения модели множественной регрессии.
Тип урока: Урок закрепления и приобретения навыков
Вид урока: урок практикум
Используемые технологии: ИКТ, компьютер
Вид самостоятельной работы учащихся: Выполнение практической работы. Работа на компьютере.
Наглядные пособия: методическое указание.
Межпредметные связи: Информатика, Операционная система и программное обеспечение, математическая статистика, Основы алгоритмизации и программирования.
Формирование  профессиональных компетенций:Осуществлять решение задач из различных областей науки, техники, экономики и производства с применением математических методов и вычислительной техники на всех этапах от постановки до получения результата на ЭВМ решение задач

ОСНОВНЫЕ ПОЛОЖЕНИЯ.
Набор отобранных для корреляционного анализа факторов может быть различным в зависимости от цели анализа, предполагаемого периода прогнозирования и характера экономического показателя. С учетом этого для построения экономико-математической модели, отражающей форму зависимости отдельных переменных, на торговом предприятии могут быть рассмотрены нижеприведенные факторы при анализе и прогнозировании спроса:
денежные доходы или покупательские фонды населения;
индекс цен на потребительские товары;
численность населения;
объем товарного предложения;
уровень соотношения индексов цен и тарифов;
степень удовлетворения покупательского спроса;
уровень достижения рациональных или рекомендуемых норм потребления.
Наиболее приемлемым способом отбора факторных признаков для построения модели является шаговая регрессия.
В экономической жизни каждый отдельно взятый фактор, как правило, не определяет изучаемое явление во всей полноте. Только комплекс факторов вих взаимосвязи может дать более или менее полное представление о характере поведения изучаемого явления.
На состояние любого экономического объекта постоянно воздействует большое количество других, менее важных или трудно идентифицируемых факторов. Это приводит к отклонению значений объясняемой (зависимой) переменной от конкретной формулы ее связи с объясняющими переменными.
Процесс создания многофакторной модели на практике может оказаться достаточно длительным и сложным. Редко первое оцененное уравнение зависимости экономических переменных является удовлетворительным во всех отношениях. Обычно исследователю приходится постепенно подбирать состав объясняющих переменных и формулу связи, анализируя на каждом этапе качество оцененной зависимости.
Формально решить задачу построения модели множественной регрессии можно лишь в том случае, когда количество наблюдений п превышает число независимых факторов kи, по крайней мере, выполняется неравенство п>=k+ 1. Если разность n-k - 1 (число степеней свободы) мало, то статистическая надежность оцениваемой формулы не будет высокой. Поэтому обычно при оценке множественной регрессии требуется, чтобы число наблюдений не менее, чем в 3 раза превосходило количество объясняющих переменных х.
Одним из основных препятствий на пути эффективного построения модели множественной регрессии является наличие коллинеарности, т.е. линейной или близкой к ней связи между факторными признаками. При построении многофакторной модели наличие коллинеарности может привести к негативным последствиям: искажение значений параметров модели (они имеют тенденцию к завышению), невозможность экономической интерпретации параметров модели, ошибка в определении наиболее существенных факторных признаков; низкий уровень прогнозных качеств модели.
Чтобы избавиться от коллинеарности, в модель включают лишь один из линейно связанных между собой факторов. Вопрос о том, какой из них следует отбросить, решается на основании качественного и логического анализов изучаемого явления.
Наиболее приемлемым способом отбора факторных признаков для построения модели является шаговая регрессия. Сущность метода шаговой регрессии заключается в последовательном включении факторов в уравнение: сначала в расчет принимается один фактор, с которым у исследуемого показателя наиболее тесная линейная связь, затем второй, третий и т.д. И на каждом шаге рассчитываются уравнение связи и набор статистических характеристик, которые позволяют судить о качестве полученного уравнения. Если введение каждого последующего фактора не ухудшает общего качества модели, то данный фактор признается существенным и его включение в уравнение регрессии необходимо. Если же при введении в уравнение факторного признака статистические характеристики его качества ухудшаются, то данный признак не включают в модель связи.
Расчет формулы связи переменных еще не означает, что создана модель регрессии. До тех пор, пока не дана оценка ее качества, полученное уравнение остается лишь гипотезой.
Для статистической оценки общего качества уравнения линейной регрессии обычно используют коэффициент детерминации R2. Как правило, с добавлением еще одной переменной R2увеличивается, но если объясняющие переменные Xiи Х2 сильно коррелируют между собой, то они объясняют одну и ту же часть разброса переменной у, и в этом случае ухудшаются показатели оценки статистической значимости параметров уравнения.
Чтобы убедиться в статистической надежности модели (или статистической значимости коэффициента детерминации R2) используютF-критерий (Фишера), расчетное значение которого сравнивают с табличным: при заданном уровне значимости модель считается надежной, если Fнабл>Fкрит.
При проверке адекватности уравнения множественной регрессии исследуемому процессу возможны следующие варианты:
1. построенная модель на основе ее проверки по F-критерию в целом адекватна и все параметры уравнения регрессии значимы. Такая модель может быть использована для прогнозирования исследуемого показателя;
1. модель по F-критерию адекватна, но часть параметров регрессии не значима. В этом случае модель может быть пригодна для принятия отдельных решении, но не подходит для расчета прогнозов;
1.  (
Количество независимых переменных в моддели
Число степеней свободы
F
набл
t
набл
Параметры модели (
y=314,47x+19489,54
)[image: ] модель по F-критерию адекватна, но все параметры уравнения не значимы. Такая модель полностью считается неадекватной. На ее основе нельзя принимать решения и составлять прогнозы.
Электронная таблица MicrosoftExcel предлагает вычислять параметры линейной регрессии с помощью Пакета анализа – Регрессии (Сервис-Анализ данных - Регрессия). В результате на листе Excel будет отображены параметры линейной модели, а также статистическая информация, которая позволяет проверить надежность модели (по F-критерию) и ее параметров (по t-критерию).
Примечание: можно упростить процесс построения модели множественной регрессии, если предварительно рассчитать коэффициенты парной корреляции для всех факторов (Сервис→Анализ данных→ Корреляция).
Таблица 1

	Таблица 2


Проведение всех обозначенных действий с данными табл. 1 позволяет получить матрицу значений парных коэффициентов корреляции, рассчитанных для всех возможных пар переменных без учета влияния других факторов (табл. 2). Поскольку коэффициент корреляции двух наборов данных не зависит от последовательности их обработки, то выходная область занимает только половину предназначенного для нее места. Ячейки выходного диапазона, имеющие совпадающие координаты строк и столбцов, содержат значение 1, так как каждая строка или столбец во входном диапазоне полностью коррелирует с самим собой.
На основе приведенной матрицы можно содержательней оценить связь значений объема товарооборота с каждым из отобранных факторов и выбрать наиболее значимые из них для включения в модель. Так, полученные коэффициент корреляции, характеризующие тесноту связи объема товарооборота (1) с отобранными факторами (см. столбец В табл. 2), составляют соответственно: - 0,005 для фактора «оборачиваемость товаров 2»; 0,797 для фактора «удельный вес торговой площади в общей 3»; 0,604 для фактора «удельный вес товаров с высокими торговыми надбавками 4»; 0,449 для фактора «удельный вес торгово-оперативного персонала в общей численности работников 5». Согласно приведенной выше шкале Чеддока, для данного торгового предприятия:        Высокая связь показателей: (1) с (3), (4) с (5);  Заметная связь: (1) с (4), (3) с (4), (2) с (6).
Учитывая эти оценки, можно попытаться построить линейные однофакторные модели. характеризующие связь объема товарооборота с каждым из названных факторов. 

Практическая часть
Задание. В приведенной ниже таблице приведены данные за последний год работы некоторого торгового предприятия.
Таблица 3
	Номер месяца
	Спрос, млн. руб.
	степень удовлетворения покупательского спроса, %.
	денежные доходы или покупательские фонды населения, млн.руб.
	численность населения, млн. чел.
	объем товарного предложения

	Действие
	-N
	+N
	-N
	+N
	

	1
	28415
	5
	227,87
	10
	30154

	2
	28231
	6
	226,3861
	10,1
	32145

	3
	29783
	1
	238,9023
	10,2
	32542

	4
	30969
	2
	240,4689
	10,4
	36520

	5
	30494
	4
	244,6361
	10,3
	34260

	6
	29757
	7
	238,6926
	1,5
	34890

	7
	30850
	8
	249,2154
	10,5
	30950

	8
	31325
	8
	251,3377
	10,6
	31520

	9
	31359
	1
	251,6119
	10,3
	31542

	10
	31610
	10
	250,1547
	10,5
	32145

	11
	32366
	4
	259,7329
	10,4
	24510

	12
	33313
	9
	265,3214
	10,6
	40214


где N – номер варианта, который необходимо добавить или отнять в зависимости от указанного во второй строке действия к данным значениям.
Найти модель зависимости спроса от существенных факторов. Для каждой полученной модели необходимо:
· проверить ее прогнозные качества;
· проверить надежность модели;
· проверить адекватность параметров модели.







Практическая работа №12
Тема: Построение алгоритма решения задач управления запасами.
Цель работы: Изучение возможностей электронной таблицы Excel построения решения задач управления запасами.
Тип урока: Урок закрепления и приобретения навыков
Вид урока: Урок практикум
Используемые технологии: ИКТ, компьютер
Вид самостоятельной работы учащихся: Выполнение практической работы. Работа на компьютере.
Наглядные пособия: методическое указание.
Межпредметные связи: Информатика, Операционная система и программное обеспечение, математическая статистика, Основы алгоритмизации и программирования.
Формирование  профессиональных компетенций:Осуществлять решение задач из различных областей науки, техники, экономики и производства с применением математических методов и вычислительной техники на всех этапах от постановки до получения результата на ЭВМ решение задач

Постановка задачи
По статистике средние затраты на содержание запасов составляют почти треть стоимости этих запасов. Это очень много и это показатель растет с усложнением современного производства, где номенклатура всего, что используется, измеряется десятками и сотнями тысяч наименований, и поэтому очень высок риск сбоя или остановки производства из-за отсутствия хотя бы одной составляющей.Запасы на производстве – это предметы, которые станут частью продукции или носят вложение в производство: сырье, готовая продукция, комплектующие, вспомогательные материалы и т.д. Запас в сфере услуг (магазин, салоны, почта, банки, рестораны, службы проката и т.д.) – это товары на продажу, запасные части, деньги, еда, транспортные средства, аттракционы.Если запасов много, это одновременно хорошо (надежно обеспечивается спрос) и плохо (большие затраты на хранение) – потому должна быть «золотая середина» в виде оптимального запаса.Оптимально управлять запасом – значит определить такие моменты и объемы поставки для пополнения запасов, чтобы минимизировать общие затраты на создание и получение запасов соответственно с их использованием (спрос).Предположение: фиксированный размер заказа; стабильный спрос; мгновенное пополнения запаса; отсутствие дефицита на готовую продукцию. Впервые эту модель определил Р. Уильсон (R. H. Wilson) в 1927 году. Она носит название «формула Уильсона»: 


.

В англоязычной литературе оптимальным запасом называется экономический размер заказа (ЭРЗ). В нашем случае нужно определить оптимальный размер заказа четырех товаров, для каждого из них известны цена покупки, спрос, затраты на оформление и хранение единицы продукции, а также ограничение на размер склада и сумму финансирования покупки. 

Экономико-математическая модель
Найти оптимальный план заказа, чтобы:
Общие затраты=Затраты на оформление+Затраты на хранение → min при ограничениях: 
· Занятая площадь на складе <= Площадь склада; 
· Финансирование покупки <= Бюджет;  
· План >= 0. 

Реализация в Excel.
Создайте таблицу с формулами, которые связывают план, ограничения и целевую функцию (ОЗ) (рис. 4.1):
1. В столбец ЭРЗ (экономический размер заказа) введите формулы Уильсона.
1. В столбец Стоимость введите формулы: 
=Размер заказа*Цена.
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Рис. 4.1

1. В столбец Затраты на хранение введите формулы:
=(Размер заказа*Затраты на хр.)/2.
1. В столбец Затраты на оформление введите формулы: 
=(Затраты на оформ.*Спрос)/Размер заказа.
Замечание. Чтобы не получилось деления на ноль, в ячейки столбца Размер заказа введите единицу.
1. В столбец Общие затраты введите формулы суммы столбцов Затраты на хранение и оформление.
1. Столбец Занятая площадь заполните формулами: 
=(Размер заказа*Размер товара)/2.
1. В строку Всего введите формулы суммы по соответствующим столбцам.
Запустите программу Поиск решений командой Данные/Анализ/Поиск решения (в Excel 2007) Сервис/Поиск решения(в Excel 2003 и ниже). В полях Установить целевую ячейку, Изменяя ячейки, Ограничения введите соответствующие адреса ячеек. Не забудьте зафиксировать в окне Параметры поиска решений переключатель на позицию Неотрицательные значения (рис. 4.2). 
[image: ]
Рис. 4.2

Нажмите кнопку Выполнить и в появившемся окне Результаты поиска решения выведите Отчет по устойчивости (рис. 4.3).

[image: ]
Рис. 4.3

Анализ результата
Размеры полученных заказов меньше оптимальных (ЭРЗ), поскольку они ограничены бюджетом финансирования покупки товаров. Множитель Лагранжа указывает на возможность уменьшения общих затрат при увеличении бюджета.




Практическая работа №13
Тема:Методы управления управления запасами.
Цель работы: Приобретение навыков использования модели Уилсона и ее адаптации к ситуации с ограниченной грузоподъемность транспортных средств.
Тип урока: Урок закрепления и приобретения навыков
Вид урока: Урок практикум
Используемые технологии: ИКТ, компьютер
Вид самостоятельной работы учащихся: Выполнение практической работы. Работа на компьютере.
Наглядные пособия: методическое указание.
Межпредметные связи: Информатика, Операционная система и программное обеспечение, математическая статистика, Основы алгоритмизации и программирования.
Формирование  профессиональных компетенций:Осуществлять решение задач из различных областей науки, техники, экономики и производства с применением математических методов и вычислительной техники на всех этапах от постановки до получения результата на ЭВМ решение задач

		Теоретическая часть
Основная модель управления запасами (модель уилсона)
Входные параметры:
1)   – интенсивность потребления запаса, [ед. товара / ед. времени];
2)  s – затраты на хранение запаса, [ден. ед. / ед. товара * ед. времени];
3)  K – затраты на осуществление заказа, [ден. ед.].
Выходные параметры:
1)  Q – размер заказа, [ед. тов.];
2)   – период поставки, [ед. времени];
3)  L – общие затраты на управление запасами в единицу времени, [ден. ед./ ед. времени];
4)  
 – точка заказа [ед. тов.].
Допущения модели Уилсона
1. Интенсивность потребления является априорно известной и постоянной величиной, .
2. Время поставки заказа является известной и постоянной величиной.
3. Каждый заказ поставляется в виде одной партии.
4. Затраты на осуществление заказа К не зависят от размера заказа.
5. Отсутствие запаса является недопустимым.


Рис.1. График циклов изменения запасов в модели Уилсона
Формулы модели Уилсона

 (1)






Общие затраты 



Затраты на        хранение, 



Затраты на доставку заказов, 


   0						
Рис.2. График затрат на управление запасами
Расчет параметров модели уилсона в msexcel
Экранная форма для расчета параметров модели Уилсона должна состоять из двух частей: блока исходных данных и расчетных формул (см. рис.2).
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Рис.2. Экранная форма расчета параметров модели Уилсона

Размер реально подаваемого заказа Q может не совпадать с , вычисленным по формуле Уилсона (1). Поэтому в блок исходных данных помимо параметров, заданных в условии задачи, необходимо ввести Принятый размер заказа, который будет использоваться при вычислении расчетных параметров.
Формулы, вводимые в блок расчетных параметров, представлены на рис.3.
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Рис.3. Формулы блока расчетных параметров модели Уилсона
Для рассмотрения различных вариантов управления запасами удобно использовать несколько листов, содержащих одну и ту же экранную форму, но различные значения исходных данных. Для этого необходимо скопировать Лист1 с помощью контекстного меню, вызываемого правой клавишей мыши на названии листа.
Практическая часть
Задача 1. Объем продажи некоторого магазина составляет в год 500 упаковок супа в пакетах. Величина спроса равномерно распределяется в течение года. Цена покупки одного пакета равна 2 руб. За доставку заказа владелец магазина должен заплатить 10 руб. Время доставки заказа от поставщика составляет 12 рабочих дней (при 6-дневной рабочей неделе). По оценкам специалистов, издержки хранения в год составляют 40 коп. за один пакет. Необходимо определить: сколько пакетов должен заказывать владелец магазина для одной поставки; частоту заказов; точку заказа. Известно, что магазин работает 300 дней в году.


Решение. Примем за единицу времени год, тогда  шт. пакетов в год,  руб., . Поскольку пакеты супа заказываются со склада поставщика, а не производятся самостоятельно, то будем использовать модель Уилсона.

 штук.

Поскольку число пакетов должно быть целым, то будем заказывать по 158 штук. При расчете других параметров задачи будем использовать не , а Q=158. Годовые затраты на УЗ равны

 рублей в год.
Подачу каждого нового заказа должна производиться через

 года.
Поскольку известно, что в данном случае год равен 300 рабочим дням, то

 рабочих дней.
Заказ следует подавать при уровне запаса, равном
 пакетам,
т.е. эти 20 пакетов будут проданы в течение 12 дней, пока будет доставляться заказ.
Задача 2. На некотором станке производятся детали в количестве 2000 штук в месяц. Эти детали используются для производства продукции на другом станке с интенсивностью 500 шт. в месяц. По оценкам специалистов компании, издержки хранения составляют 50 коп. в год за одну деталь. Стоимость производства одной детали равна 2,50 руб., а стоимость на подготовку производства составляет 1000 руб. Каким должен быть размер партии деталей, производимой на первом станке, с какой частотой следует запускать производство этих партий?

Решение.  руб.,  шт. в месяц или 24000 шт. в год,  шт. в месяц или 6000 шт. в год,  руб. в год за деталь. В данной ситуации необходимо использовать модель планирования экономичного размера партии.

 шт.
Частота запуска деталей в производство равна
 года или 11,28 месяцев.
Общие затраты на УЗ составляют
 руб. в год.
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Задача 1. Используя график циклов изменения запасов в модели планирования экономичного размера партии (см. рис.11.4), выведите формулы для расчета длительности периодов производства/использования запаса () и использования запаса ().

Задача 2. Постройте график общих годовых затрат на УЗ для задачи №11.01 (шт.) с учетом затрат владельца магазина на закупку пакетов супа у поставщика (12.1) (см. рис. 11.2). Графически определите наиболее выгодный объем заказа, если суп отпускается упаковками по 90 шт.
Задача3. Фирма может производить изделие или покупать его. Если фирма сама выпускает изделие, то каждый запуск его в производство обходится в 20 руб. Интенсивность производства составляет 120 шт. в день. Если изделие закупается, то затраты на осуществление заказа равны 15 руб. Затраты на содержание изделия в запасе независимо от того, закупается оно или производится, равны 2 коп. в день. Потребление изделия фирмой оценивается в 26 000 шт. в год.
Предполагая, что фирма работает без дефицита, определите, что выгоднее: закупать или производить изделие (в месяце 22 рабочих дня).

Задача 4. Подтвердите свое решение задачи №11.3 графически, для этого на одном рисунке постройте графики общих затрат фирмы на УЗ () для случаев покупки и производства изделий (см. рис. 11.2).




Практическая работа №14
Тема:Решение задачи методом управления запасами.
Цель работы: Приобретение навыков использования при решении задач управления запасами.
Тип урока: Урок закрепления и приобретения навыков
Вид урока: урок практикум
Используемые технологии: ИКТ, компьютер
Вид самостоятельной работы учащихся: Выполнение практической работы. Работа на компьютере.
Наглядные пособия: методическое указание.
Межпредметные связи: Информатика, Операционная система и программное обеспечение, математическая статистика, Основы алгоритмизации и программирования.
Формирование  профессиональных компетенций:Осуществлять решение задач из различных областей науки, техники, экономики и производства с применением математических методов и вычислительной техники на всех этапах от постановки до получения результата на ЭВМ решение задач
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Уравнение общих затрат для ситуации, когда учитываются затраты на покупку товара, имеет вид
	
 [руб./ед.t],
	(12.1)




где с – цена товара [руб./ед.тов.];  – затраты на покупку товара в единицу времени [руб./ед.t]. Если цена закупки складируемого товара постоянна и не зависит от Q, то ее включение в уравнение общих затрат приводит к перемещению графика этого уравнения параллельно оси Q и не изменяет его формы (см. рис.12.1). Т.е. в случае постоянной цены товара ее учет не меняет оптимального решения .

Рис.12.1. График затрат на УЗ с учетом затрат на покупку

Если на заказы большого объема предоставляются скидки, то заказы на более крупные партии повлекут за собой увеличение затрат на хранение, но это увеличение может быть компенсировано снижением закупочной цены. Таким образом, оптимальный размер заказа может изменяться по сравнению с ситуацией отсутствия скидок. Поэтому затраты на приобретение товара необходимо учитывать в модели покупок со скидками.
Новые входные параметры модели, учитывающей скидки
1) 
,  – точки разрыва цен, т.е. размеры покупок, при которых начинают действовать соответственно первая и вторая скидки, [ед.тов.];
2) 

с, ,  – соответственно исходная цена, цена с первой скидкой, цена со второй скидкой, [руб./ед.тов.].
Влияние единственной скидки на общие затраты на УЗ показано на рис.12.2.
Чтобы определить оптимальный размер заказа , необходимо проанализировать, в какую из трех областей попадает точка разрыва цены  (см. рис.12.2). Правило выбора  для случая с одной скидкой имеет вид:
	

	(12.2)
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Правильность решения задач с УЗ со скидками в большой степени определяется качественно построенным графиком общих затрат с указанием на графике всех параметров, используемых при решении. Поэтому в первую очередь необходимо анализировать ситуацию графически и только после этого проводить численные вычисления. Например, если внимательно проанализировать ситуации на рис.12.2, то можно принимать решение без непосредственного использования правила (12.2). Зрительно легко определить более "выгодный" объем заказа, найдя точку, координата которой по оси L лежит ниже других вариантов заказов.





Рис.12.2. График затрат с учетом скидок: a); b); с) [image: ]

При решении задач с двумя скидками сначала находится оптимальный объем заказа с учетом первой скидки, а затем рассматривается вторая скидка, т.е. обе подзадачи решаются по правилу (12.2).
Задача 1. Пусть затраты на заказ равны 10 руб., затраты на хранение продукции 1 руб. в сутки, интенсивность потребления товара 5 шт. в день, цена товара – 2 руб. за штуку, а при объеме закупки 15 шт. и более – 1 руб. Определите оптимальный размер заказа, цену покупки и затраты на УЗ.


Решение. Начинаем решение с приблизительного построения пунктирными линиями графиков двух функций общих затрат, соответствующих двум ценам, которые указываем над соответствующими линиями затрат:  руб./шт. и  руб./шт. (рис.12.3).


Рис.12.3. Общие затраты на УЗ к задаче №12.01

Поскольку объем заказа, задаваемый формулой Уилсона (11.1), легко определяется зрительно как точка минимума обеих функций, то без предварительных вычислений графически находим объем Уилсона  и отмечаем его на графике.
Только после этого, используя параметры  руб.,  шт. в день,  руб. за 1 шт. в сутки, вычисляем значение [image: ] и подписываем его на графике под обозначением [image: ].

 [шт.].






Очевидно, что в область I шт. не попадает, т.к. . Таким образом,  может попасть в области II или III. Границей между этими областями служит размер заказа , уравнивающий общие затраты при цене со скидкой 1 руб./шт. и затраты при заказе  по исходной цене 2 руб./шт. Сначала строим графически (рис.12.4).



Рис.12.4. Построение на графике общих затрат УЗ задаче №12.01


Только после этого найдем  численно. Используя рис.12.4, запишем выражение, показывающее равенство затрат,
	
,
	(12.3)


с численными значениями параметров:

.
После использования (12.1) для раскрытия левой и правой частей (12.3) получаем 

 [руб./сут.],

,
,
,


 шт. или  шт.

Всегда выбираем больший из корней , т.к. меньший по значению корень не дает нам информации о границе областей II и III (см. рис.12.4), и отмечаем численное значение 26,18 на графике.

Таким образом, точка разрыва цен  попадает в область II, т.к.
 ().
Отметим эту точку на графике в любом месте области II (рис.12.5).


Рис.12.5. Оптимальное решение задачи №12.01


После этого сплошной линией обведем те участки обеих функций затрат, которые соответствуют действующим ценам, т.е. до объема  обведем верхнюю линию затрат, а после – нижнюю.
Согласно правилу (12.2) и графику (см. рис 12.5) оптимальным является объем заказа  шт. по цене 1 руб./шт. Таким образом, в данной ситуации скидкой пользоваться выгодно. Общие затраты при этом составляют  [руб./сут.]. Если бы заказывали по 10 шт. товара, то общие затраты составили бы 20 рублей, т.е. при заказе в 15 шт. экономия средств составляет 4,17 рублей в сутки.
Задача №12.02
Рассмотрим задачу №11.01. Пусть поставщик супа в пакетах предоставляет следующие скидки
	Размер заказа
	Цена, руб./шт.

	1–199
	2

	200–499
	1,96 (2% скидки)

	500 и более
	1,92 (4% скидки)


Следует ли владельцу магазина воспользоваться одной из скидок, предоставляемых поставщиком? Каковы при этом будут размер заказа и общие затраты на УЗ?
Решение
1. 



Строим пунктирными линиями графики трех функций затрат и обозначаем на них соответствующие цены ,  и  (рис.12.6). Строим на графике точку, соответствующую .


Рис.12.6. Решение задачи №12.02 с двумя скидками

2. Вычисляем значение [image: ]=158 (см. решение задачи №11.01), отмечаем это значение на графике.
3. 

Поскольку  не попадает в область I, то необходимо найти границу областей II и III. Для этого строим на графике уровень затрат, соответствующий заказу [image: ] и цене с=2 руб. до пересечения со второй линией затрат, и графически находим и строим .
4. 
Находим численно, используя выражение


 или ;

 [шт.].
5. Используя правило (12.2) и график на рис.12.6, находим более дешевый объем заказа (с учетом только первой скидки)

 [шт.].
6. 

Чтобы рассмотреть вторую скидку, построим на графике уровень затрат, соответствующий заказу, оптимальному при действии только первой скидки, т.е. [image: ] и цене  руб./шт. При пересечении этого уровня и третьей линии общих затрат графически определяем.
7. 
Находим численно=354, исходя из выражения


 или .
8. Используя правило (12.2) и график затрат, находим наиболее дешевый объем заказа с учетом первой и второй скидок

 шт.
9. 
Таким образом, пользоваться второй скидкой владельцу магазина невыгодно. Оптимальный для него вариант – заказывать 200 пакетов по цене 1,96 руб./шт. обойдется в  [руб./год].
[bookmark: _Toc15365564][bookmark: _Toc26346817][bookmark: _Toc26621414]Варианты задач для самостоятельного решения
Задача №1.Рассмотрите задачу №12.01 и определите оптимальный объем заказа и общие затраты на УЗ за цикл изменения уровня запасов для случаев, когда скидки предоставляются при размере заказа: 1) 30 шт.; 2) 5 шт.





Задача №2.Какое количество товара заказывать и по какой цене, каковы затраты при оптимальной организации УЗ? Известно, что 320 шт./дн.; K=20 руб.; s=2 руб./шт.*дн.; C=5 руб./шт.; 4 руб./шт.; 3 руб./шт.; ;  шт.





Задача №3.Какое количество товара заказывать и по какой цене, каковы затраты при оптимальной организации УЗ? Известно, что 240 шт./дн.; K=30 руб.; s=3 руб./шт.*дн.; C=6 руб./шт.; 5 руб./шт.; 3 руб./шт.; 50 шт.; 500 шт.

Задача №4.Какое количество товара заказывать и по какой цене, каковы затраты при оптимальной организации УЗ? Известно, что [image: ]0,460 т/дн.; K=20 руб.; s=4,2 руб./т*дн.; C=10 руб./т; [image: ]7 руб./т.; [image: ]3 руб./т; 3 т; [image: ]4 т.
Задача №5.Какое количество товара заказывать и по какой цене, каковы затраты при оптимальной организации УЗ? Известно, что [image: ]0,850 т/дн.; K=25 руб.; s=2,6 руб./т*дн.; C=12 руб./т; [image: ]9 руб./т.; [image: ]5 руб./т; [image: ]2 т; [image: ]3 т.







Практическая работа №15
Тема:Постановка алгоритма решения задачи системы массового обслуживания.
Цель работы: Приобретение навыков использования при решении задач системы массвого обслуживания
Тип урока: Урок закрепления и приобретения навыков
Вид урока: урок практикум
Используемые технологии: ИКТ, компьютер
Вид самостоятельной работы учащихся: Выполнение практической работы. Работа на компьютере.
Наглядные пособия: методическое указание.
Межпредметные связи: Информатика, Операционная система и программное обеспечение, математическая статистика, Основы алгоритмизации и программирования.
Формирование  профессиональных компетенций:Осуществлять решение задач из различных областей науки, техники, экономики и производства с применением математических методов и вычислительной техники на всех этапах от постановки до получения результата на ЭВМ решение задач

Модели массового обслуживания с ожиданием
Постановка задачи




В систему, состоящую из  рубительных машин, поступает простейший поток бревен с интенсивностью . Каждая машина имеет показательный закон рубки с интенсивностью . Если количество бревен, поступивших в рубку, больше числа машин, то образуется очередь, длина которой ограничена и не может превосходить  единиц. Требуется проанализировать работу цеха, как системы массового обслуживания с очередью конечной длины. 
Для этого необходимо выполнить следующие пункты:
1. Указать возможные состояния системы и описать ее функционирование графом состояний. На графе показать интенсивности перехода из состояния в состояние.
2. Составить математическую модель функционирования системы для стационарного режима в виде системы линейных алгебраических уравнений. Найти решение системы.
3. Определить следующие стационарные характеристики эффективности системы:


а) вероятность, что  машин заняты рубкой ();


б) вероятность, что все машины заняты рубкой и  бревен находится в очереди ();
в) среднее число машин, занятых рубкой;
г) среднее число машин, свободных от рубки;
д) коэффициент загрузки машин;
е) коэффициент простоя машин;
ж) среднее число бревен в очереди.
4. Составить математическую модель функционирования системы для нестационарного режима в виде системы линейных дифференциальных уравнений. Решить систему на ЭВМ.  Найти вероятности пребывания системы в каждом состоянии как функции времени. 
5. Определить изменение коэффициентов загрузки и простоя машин в зависимости от времени. Построить соответствующие графики.
6. Указать мероприятия по улучшению работы цеха

Сведения из теории
Основные понятия 
Системой массового обслуживания называется совокупность потока заявок (требований), поступающих в систему, и приборов (каналов), обслуживающих эти заявки. Поток заявок, как правило, носит случайный характер. Теория массового обслуживания занимается разработкой и анализом математических моделей, описывающих системы массового обслуживания.
Примерами систем массового обслуживания являются: автоматические телефонные станции и поступающие на них вызовы, магазины и покупатели, предприятия бытового обслуживания и клиенты, ремонтные мастерские и техника, требующая ремонта, ЭВМ и задачи, поступающие на решение, аэропорты и самолеты, требующие посадки, преподаватели и сдающие экзамены студенты, и т.д.
Неотъемлемой частью систем массового обслуживания является образование очереди на обслуживание, и поэтому теорию массового обслуживания принято называть также математической теорией очередей. Важно понимать, что в теории массового обслуживания речь идет о разработке математических моделей, обладающих достаточной степенью абстракции. Поэтому не важна природа обслуживаемых заявок и их физические свойства. Существенными являются лишь моменты появления этих заявок, так как от них зависит эволюция модели во времени. В абстрактной модели нет необходимости рассматривать физическую сторону процесса обслуживания. Обслужить заявку - это значит затратить на нее некоторое время в соответствии с принятой дисциплиной обслуживания. Всякая система массового обслуживания может быть изображена, как показано на рис.1.


Рис.1. Схематическое изображение системы массового обслуживания




Опишем один из возможных вариантов функционирования системы. Предположим, что на обслуживание поступает поток заявок, который характеризуется параметром . В системе имеется  обслуживающих каналов (приборов). Если в системе есть свободные каналы, то вновь пришедшая заявка поступает на свободный канал и начинается ее обслуживание. Время обслуживания случайное и характеризуется параметром . По окончании обслуживания образуется поток обслуженных заявок. Если все каналы заняты обслуживанием, то вновь пришедшая заявка становится в очередь (поступает в бункер или накопитель) емкостью . Это значит, что в очереди может находиться не более, чем  заявок. Если количество заявок в очереди превысит [image: ], то такие заявки покидают систему не обслуженными, образуя поток необслуженных заявок. 
Работа системы массового обслуживания сопровождается рядом случайных факторов. Поток поступающих заявок представляет собой случайный процесс – число заявок является случайной функцией времени. Время, которое требуется для обслуживания одной заявки (время обслуживания) является случайной величиной. 
Основными понятиями систем массового обслуживания являются следующие:
*  входящий поток заявок и его интенсивность,
*  очередь на обслуживание,
*  число обслуживающих каналов (приборов),
*  время обслуживания заявки,
*  дисциплина и приоритет обслуживания заявки (порядок выбора заявок из очереди), 
*  потоки обслуженных и необслуженных заявок.


Системы массового обслуживания классифицируются в зависимости от вида потока заявок и характера их обслуживания. Различают системы с потерями (с отказами) и с очередью (с ожиданием). Если заявка поступает в систему с потерями в то время, когда все каналы заняты (), то она получает «отказ» и теряется. Примером такой системы может быть телефонная станция. В системах с очередью заявка, пришедшая в момент, когда каналы заняты, встает в очередь и ожидает, пока не освободится один из каналов. Существуют системы с неограниченной очередью, когда число мест в очереди не ограниченно () и системы с ограниченной очередью. Ограничения могут быть разными - по числу заявок, одновременно стоящих в очереди, по времени пребывания заявки в очереди, по времени работы системы и т.д. 


По числу обслуживающих каналов различают одноканальные () и многоканальные () системы массового обслуживания. Для многоканальной системы будем предполагать, что каждая заявка может быть обслужена любым из каналов. Такая система каналов называется полнодоступным пучком.
В системах с очередью учитывается также дисциплина обслуживания. Обычно заявки обслуживаются в порядке их поступления в систему по принципу «первый пришел - первый обслужен» (прямой приоритет). Однако возможны и другие правила обслуживания заявок: «последний пришел - первый обслужен» (обратный приоритет), или «первой обслуживается заявка с заданным номером» (назначенный приоритет), или «первой обслуживается заявка со случайным номером» (случайный приоритет). Возможно также обслуживание заявки вне очереди. При этом заявка с более высоким приоритетом, поступив в систему, может оборвать уже начавшееся обслуживание заявки с меньшим приоритетом, а может дождаться окончания ее обслуживания. В первом случае говорят об абсолютном, а во втором - об относительном приоритете.
Основоположником теории массового обслуживания принято считать датского математика А.К.Эрланга, который в 1909 г. опубликовал важные результаты, полученные им при изучении математических моделей телефонных систем. В настоящее время модели и методы массового обслуживания находят приложения во многих областях науки и техники, начиная с контроля над приземлением самолетов и кончая теорией управления запасами, от исследований, связанных с ростом бактерий, – до составления больничных графиков.
Простейший поток



Поток заявок называется простейшим, если вероятность поступления в систему ровно  заявок, , в течение времени  определяется по формуле

, 

где  – постоянное число, называемое интенсивностью потока.
Описание функционирования марковского процесса с непрерывным временем



Предположим, что в любой момент времени система может находиться в одном из состояний . Пусть  – случайный процесс, равный номеру состояния, в котором находиться система в момент времени . Рассматривая изменение состояния системы, будем говорить, что процесс перешел из одного состояния в другое. При этом время на такой переход не тратится.
Случайный процесс [image: ] называется марковским, если будущее процесса зависит только от его настоящего и не зависит от прошлого. Это свойство называется отсутствием последействия. Конечно, предыстория процесса влияет на его дальнейшее развитие, но все это влияние сосредоточено в настоящем. Выделение марковских процессов вызвано рядом причин, важнейшими из которых являются относительная простота случайного процесса, описывающего эволюцию системы, наличие возможности использовать хорошо разработанный математический аппарат для аналитического исследования марковских процессов, возможность получения аналитических выражений для показателей качества систем, и, наконец, возможность сведения к указанным моделям более общих моделей. 
Однородный марковский процесс [image: ] с дискретным множеством состояний [image: ] и непрерывным временем определяется постоянными интенсивностями перехода 






из состояния  в состояние , а также начальным вектором распределения вероятностей: , . 


Пусть  вероятность пребывания системы в момент времени  в состоянии [image: ], [image: ]. Эти вероятности удовлетворяют системе обыкновенных дифференциальных уравнений А.Н.Колмогорова:
, [image: ],						(1)
которая составляется по следующему правилу: для каждого состояния [image: ] записывается уравнение, в левой части которого стоит производная от [image: ], а в правой части - сумма произведений вероятностей всех состояний, умноженных на интенсивности перехода из этих состояний в состояние [image: ], причем произведения, соответствующие выходам из состояния [image: ], берутся со знаком «-», а произведения, соответствующие входам в состояние [image: ], берутся со знаком «+».




Из системы уравнений Колмогорова можно получить модель функционирования системы при длительной ее эксплуатации, то есть при . В этом случае  и . Вероятности  называются стационарными или финальными вероятностями. Относительно этих вероятностей имеет место система линейных алгебраических уравнений
, i=1,2,...,m,							(2)
которая должна решаться вместе с условием .


Пример. На рис.2 представлен граф состояний системы, дугам которого приписаны постоянные интенсивности перехода из состояния в состояние. В момент времени  система находилась в состоянии . Требуется составить математическую модель для нестационарного и стационарного режима функционирования системы.


		Рис.2. Граф состояний системы

Приведенное выше правило позволяет записать следующую систему дифференциальных уравнений:
.







Так как при  система находилась в состоянии , то имеют место начальные условия: , , . Решение системы при заданных начальных условиях (аналитическими или численными методами) позволяет найти вероятности пребывания системы  в каждом состоянии, .
Из системы дифференциальных уравнений получается математическая модель функционирования системы при длительной эксплуатации:
.


Полученная система является неопределенной и должна решаться при дополнительном условии: . Из решения системы алгебраических уравнений определяются финальные вероятности , [image: ].
Процессы размножения и гибели






Рассмотрим более подробно процесс размножения и гибели. На рис.3 изображен граф состояний этого процесса. Возможными   состояниями процесса являются состояния , ,…, ,…, представляющие собой вершины графа, возможные переходы процесса из состояния в состояние – дуги графа, рядом с которыми указаны интенсивности соответствующих переходов. Пусть  – интенсивность размножения в состоянии ,  – интенсивность гибели в этом состоянии. 





Для иллюстрации рассмотрим цех рубительных машин, моделируя его работу с помощью случайного процесса размножения и гибели. Состояние  соответствует тому положению, когда в цехе находится  бревен,  – среднее число бревен, поступающей в цех в единицу времени при условии, что в цехе уже находится точно  бревен,  – среднее число бревен, обработанных
Рис.3. Граф состояний процесса размножения и гибели




рубительными машинами в единицу времени при условии, что в цехе находится точно  бревен. Будем предполагать, что эти интенсивности не зависят от времени. Укажем на графе также вероятности  того, что в момент  процесс находился в состоянии [image: ].
В случае процесса размножения и гибели система дифференциальных уравнений принимает вид

						(3)
Запишем нормировочное условие

,							(4)

которое следует из того, что в момент временипроцесс обязательно находится в каком-то состоянии, а эти события несовместные и образуют полную группу.
Решая систему дифференциальных уравнений (3) с учетом начальных условий, можно определить значения интересующих нас вероятностей.



При выполнении некоторых условий вероятности [image: ] с ростом времени [image: ] стремятся к стационарным вероятностям , не зависящим от времени. На практике вычислительный интерес часто представляют именно эти стационарные вероятности . Так как они не зависят от времени, то , и мы из системы дифференциальных уравнений (3) для стационарного случая получаем следующую систему алгебраических уравнений, к которой добавлено нормирующее условие:

.			(5)




Решая систему (5), последовательно получим: из первого уравнения  Подставляя полученное выражение для  во второе уравнение, разрешим его относительно: . 



Подставляя выражение для  в третье уравнение, выразим  через  и т.д. Из k-го уравнения получим

.
Обозначим 

, 			(6)

тогда , и последнее уравнение в системе (5) можно представить в виде

,
откуда

.
Таким образом,

,		(7)



где  определяются равенствами (6). Очевидно, для существования стационарных вероятностей  необходимо, чтобы ряд  был сходящимся.
Кодирование систем массового обслуживания











Для различия систем массового обслуживания мы будем пользоваться кодировкой систем, предложенной Д.Г.Кендаллом. Систему принято обозначать в виде символического представления: . Первая компонента  характеризует входящий поток заявок, вторая компонента  характеризует время обслуживания заявок, число  -  количество обслуживающих каналов,  - число мест для ожидания в очереди (емкость накопителя). Если , то входящий поток заявок есть процесс Пуассона, если , то поток заявок есть поток Эрланга -го порядка с плотностью распределения времени между соседними заявками  при . Если , то поток заявок регулярный, то есть заявки приходят через равные промежутки времени. Если , то поток общего вида. 





Аналогичные обозначения имеют место для параметра [image: ]. Если , то время обслуживания заявки является экспоненциальным, если , то время обслуживания заявки имеет распределение Эрланга [image: ]-го порядка. Если , то время обслуживания заявки постоянно. Если , то время обслуживания есть случайная величина общего вида. Так, например, система  представляет собой одноканальную систему с отказами с пуассоновским входящим потоком заявок и экспоненциальным временем обслуживания. 
Дополнительные условия (обратный приоритет обслуживания, ненадежность обслуживающих каналов и т.д.) содержатся в словесном описании системы массового обслуживания.
Решение системы дифференциальных уравнений

Рассмотрим систему дифференциальных уравнений -го порядка, которая в общем случае может быть представлена в виде

.		(8)



Неизвестными в этой системе являются функции , . В момент времени  значения этих функций известны:



, , …, .				(9)
Они образуют начальные условия функционирования системы. Существует большое число машинных методов решения задачи (8) – (9). Приведем алгоритм самого простейшего метода решения системы дифференциальных уравнений, удовлетворяющего заданным начальным условиям – метода Эйлера.







Зададимся шагом изменения аргумента . Величину шага можно будет изменять для получения необходимой точности расчетов. Результатом решения системы будет табл.1 значений функций [image: ], [image: ] в узлах , , ,…, . Здесь  – момент времени, до которого ищется решение системы уравнений. 
Таблица 1
	Номер строки
	

	

	

	...
	

	Сумма вероятностей

	0
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Согласно методу Эйлера табл.1. заполняется по строкам. Значения вероятностей в 0-й строке известны из начальных условий. Значения вероятностей в 1-й стоке рассчитываются на основе известных вероятностей 0-й строки по формулам

.
Значения вероятностей во 2-й стоке рассчитываются на основе известных вероятностей 1-й строки по формулам

.
Этот процесс продолжается до тех пор, пока мы не дойдем до последней строки. Значения вероятностей в k-й стоке рассчитываются на основе известных вероятностей предыдущей k-1-й строки по формулам

.


Замечание. Во многих системах дифференциальных уравнений (8) сумма правых частей равна нулю. Тогда сумма всех вероятностей для любого момента времени будет постоянной величиной, равной известной сумме начальных вероятностей . В этом случае необходимо проводить контроль правильности вычислений, суммируя вероятности в каждой строке. Суммы должны быть одинаковы и равны . Это обстоятельство может служить основанием правильности выбора шага интегрирования.

Коэффициенты загрузки и простоя машин в СМО вида . 
Получим формулы для коэффициентов загрузки и простоя машин в зависимости от времени. 

Число машин, занятых рубкой, есть случайная величина , закон распределения вероятностей которой приведен в табл.2. 
Таблица 2
Распределение вероятностей числа машин, занятых рубкой
	[image: ]
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	...
	

	


	

	

	

	...
	

	




Среднее число таких машин представляет собой математическое ожидание [image: ], рассчитываемое по формуле

.
Коэффициент загрузки машин равен отношению среднего числа загруженных машин к общему числу машин в цехе, т.е. 

. 			(10)

Число машин, свободных от рубки, есть случайная величина , закон распределения вероятностей которой приведен в табл.3. 
Таблица 3
Распределение вероятностей числа машин, свободных от рубки
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	...
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Среднее число машин, свободных от рубки, представляет собой математическое ожидание , рассчитываемое по формуле

.
Коэффициент простоя машин равен отношению среднего числа машин, свободных от рубки, к общему числу машин в цехе, т.е. 

. 			(11)

 Пример выполнения лабораторной работы
Исходные данные для анализа системы массового обслуживания содержатся в табл.1.
Таблица 4
	

	

	

	


	6,07
	3,1
	2
	2




Согласно принятой выше кодировке рассматриваемая система относится к классу .
 Граф состояний
Перечислим возможные состояния системы: 

 – в системе бревен нет, машины свободны от рубки; 

 – в системе 1 бревно, одна машина занята рубкой;

 – в системе 2 бревна, две машины заняты рубкой;

 – в системе 3 бревна, две машины заняты рубкой, одно бревно находится в очереди;

 – в системе 4 бревна, две машины заняты рубкой, два бревна находятся в очереди.





Граф состояний приведен на рис.4. Переходы слева направо связаны с поступлением в систему очередного бревна, поэтому все интенсивности переходов одинаковы и равны . Переходы справа налево обусловлены окончанием рубки бревна. В состоянии [image: ] работает одна машина, поэтому интенсивность перехода из состояния [image: ] в состояние [image: ] равна . В состояниях , [image: ] и  работает две машины, поэтому соответствующие интенсивности переходов равны . 
[image: ㇽ痥빰숈]

		Рис.4. Граф состояний системы 

Очевидно, что данный граф описывает процесс размножения и гибели. Поэтому для него справедливы все соотношения п.2.4. Тем не менее, мы получим данные соотношения еще раз непосредственно по графу состояний.
Математическая модель стационарного режима


Пусть [image: ] – стационарная вероятность пребывания системы в состоянии , . Тогда имеет место следующая система алгебраических уравнений, описывающая стационарный режим:

			(12)
Эту систему следует решать вместе с условием нормировки

.			(13)



Воспользуемся для этой цели электронной таблицей Excel. На Листе 1, как показано в табл.5, в ячейки B1 и B2 поместим значения интенсивностей  и . Блок ячеек D3 : H3 зарезервируем для записи значений искомых вероятностей  (отмечены желтым цветом). Эти ячейки сначала пустые. В блоке ячеек D4 : H7 поместим коэффициенты при неизвестных системы (12), за исключением последнего уравнения. Последнее уравнение системы (12) заменим условием нормировки (13), тогда в блоке ячеек D8 : H8 будут располагаться «единицы».
Таблица 5
	
	A
	B
	C
	D
	E
	F
	G
	H
	I
	J

	1
	
	6,07
	
	Решение системы алгебраических уравнений

	2
	
	3,1
	
	

	

	

	

	

	
	

	3
	
	
	
	0,116423
	0,227965
	0,223185
	0,218505
	0,213923
	
	

	4
	
	
	
	-6,07
	3,1
	0
	0
	0
	4,17E-08
	0

	5
	
	
	
	6,07
	-9,17
	6,2
	0
	0
	4E-08
	0

	6
	
	
	
	0
	6,07
	-12,27
	6,2
	0
	1,05E-07
	0

	7
	
	
	
	0
	0
	6,07
	-12,27
	6,2
	1,03E-07
	0

	8
	
	
	
	1
	1
	1
	1
	1
	1,000001
	



Блок ячеек I4 : I8 содержит формулы для записи левых частей системы уравнений (10) и (11), а именно, в клетку I4 поместим формулу 
= СУММПРОИЗВ( $D$3 : $H$3 ; D4 : H4 ), 
которую протянем на блок ячеек I5 : I8. В блоке ячеек J4 : J7 содержатся правые части системы (12), равные «нулям». 
Обращение к процедуре «Поиск решения» позволит найти решение системы уравнений (12). Для этого следует в появившемся окне указать:
· целевую ячейку, в данном случае I8, равную значению 1 (условие нормировки);
· изменяемые ячейки, в данном случае блок D3 : H3;
· ограничение, в данном случае I4 : I7 = J4 : J7. 





После нажатия клавиши «Выполнить» в блоке D3 : H3 получим решение системы уравнений. Таким образом, стационарные вероятности равны, , , , .
 Стационарные характеристики СМО
На основе полученных значений вероятностей пребывания системы в состояниях определяются требуемые показатели эффективности стационарного режима. А именно,
· [image: ] – вероятность того, что все машины не работают;
· 
 – вероятность того, что одна машина занята рубкой;
· 
 – вероятность того, что две машины заняты рубкой;
· 
 – вероятность того, что две машины занята рубкой и одно бревно ожидает в очереди;
· 
 – вероятность того, что две машины заняты рубкой и два бревна ожидают в очереди.
Рассмотрим другие показатели эффективности работы системы массового обслуживания.

Пусть  – число машин, занятых рубкой. Это есть случайная величина с возможными значениями: 0, 1, 2. Вероятности этих значений соответственно равны

,

,

.
Тогда среднее число машин, занятых рубкой, есть математическое ожидание случайной величины [image: ], которое равно

.
Следовательно, среднее число работающих машин равно 1,54.

Пусть  – число машин, свободных от рубки. Это есть случайная величина с возможными значениями: 0, 1, 2. Вероятности этих значений соответственно равны

,

,

.

Тогда среднее число машин, свободных от рубки, есть математическое ожидание случайной величины , которое равно

.
Следовательно, среднее число простаивающих машин равно 0,46. Общее число занятых и свободных от рубки машин равно 

.
Коэффициент загрузки машин равен отношению среднего числа загруженных машин к общему числу машин в цехе, т.е. 

. 

Тогда в процентах .
Коэффициент простоя машин равен отношению среднего числа машин, свободных от рубки, к общему числу машин в цехе, т.е. 

. 

Тогда в процентах .

Пусть  – число бревен в очереди. Это есть случайная величина с возможными значениями: 0, 1, 2. Вероятности этих значений соответственно равны

,

,

.

Тогда среднее бревен в очереди есть математическое ожидание случайной величины , которое равно

.
Таким образом, среднее число бревен, находящихся в очереди на рубку, равно 0,47, т.е. менее одного бревна. 
Математическая модель нестационарного режима


Обозначим через  вероятность пребывания системы в момент времени  в состоянии [image: ], [image: ]. Это – переходные вероятности, изменяющиеся со временем. Согласно правилу, сформулированному в п.2.3, нестационарный режим описывается следующей системой дифференциальных уравнений, составленной по графу состояний, изображенному на рис.4:

.		(14)
Решение этой системы должно удовлетворять начальному условию


, ,		(15)


означающему, что в момент времени  система находится в состоянии : бревен в цехе нет, рубительные машины простаивают и очередь отсутствует. Контролем правильности решения системы является условие нормировки

,		(16)

которое означает, что для любого момента времени сумма вероятностей постоянна и равна . Это следует из замечания п.2.6.
Решение задачи (14)-(15) получим в Excel на Листе 2 методом Эйлера, как показано в табл.6.
Таблица 6
	
	A
	B
	C
	D
	E
	F
	G
	H
	I

	1
	
	6,07
	Решение системы дифференциальных уравнений

	2
	
	3,1
	t
	

	

	

	

	

	

	3
	h
	0,05
	0,00
	1
	0
	0
	0
	0
	1

	4
	
	
	0,05
	0,6965
	0,3035
	0
	0
	0
	1

	5
	
	
	0,10
	0,532155
	0,375733
	0,092112
	0
	0
	1

	6
	
	
	0,15
	0,428884
	0,393523
	0,149636
	0,027956
	0
	1

	7
	
	
	0,20
	0,359714
	0,389646
	0,185935
	0,05622
	0,008485
	1

	8
	
	
	0,25
	0,310936
	0,377807
	0,20755
	0,08079
	0,022917
	1

	…
	
	
	…
	…
	…
	…
	…
	…
	…

	42
	
	
	1,95
	0,117569
	0,229212
	0,223365
	0,217563
	0,212291
	1

	43
	
	
	2,00
	0,117415
	0,229044
	0,223341
	0,21769
	0,212511
	1









В ячейки B1 и B2 поместим значения интенсивностей [image: ] и [image: ]. В ячейку B3 поместим значение шага интегрирования . Примем, сначала . Блок ячеек C3 : H3 зарезервируем для записи времени начала функционирования системы  и начальных вероятностей , взятых из (15). В блоке ячеек C4 : H4 поместим формулы Эйлера из п.2.6, по которым рассчитываются вероятности для текущего момента времени  по известным вероятностям для предыдущего момента времени . Эти формулы приведены в табл.7.
Таблица 7
	C4
	C3 + $B$3

	D4
	D3 + $B$3 * (-$B$1 * D3 + $B$2 * E3)

	E4
	E3 + $B$3 * ($B$1 * D3 – ($B$2 + $B$1) * E3 + 2 * $B$2 * F3)

	F4
	F3 + $B$3 * ($B$1 * E3 – (2 * $B$2 + $B$1) * F3 + 2 * $B$2 * G3)

	G4
	G3 + $B$3 * ($B$1 * F3 – (2 * $B$2 + $B$1) * G3 + 2 * $B$2 * H3)

	H4
	H3 + $B$3 * ($B$1 * G3 – 2 * $B$2 * H3)



Протягивая эти формулы вниз, получим решение системы уравнений. 
В табл.6 колонка I служит для контроля правильности введенных соотношений, а также для контроля правильности выбора шага интегрирования. В клетку I3 запишем формулу
= СУММ( D3 : H3 ),

которую протянем вниз. Для принятого шага [image: ] элементы этой колонки не равны «единице». Уменьшим щаг интегрирования до . Тогда все элементы колонки I станут равными «единице». А это означает правильность решения системы дифференциальных уравнений (14).

Вероятности [image: ] с ростом времени [image: ] стремятся к своим стационарным значениям , не зависящим от времени и полученным в п.3.2. Поэтому таблицу вероятностей следует вычислять до тех пор, пока ни будут выполняться соотношения: 





, , , , . 

Как следует из табл.2, указанные соотношения выполняются с точностью до трех знаков после запятой уже для момента времени . 
Графическая иллюстрация вероятностей из табл.6 приведена на рис.5.

Рис.5. Вероятности состояний системы
Рис.5 свидетельствует о достаточно быстром вхождении процесса в стационарный режим, при котором вероятности практически не изменяются, а графики становятся параллельными оси времени. 
Нестационарные характеристики СМО
Рассчитанные вероятности состояний системы, а также соотношения (10) – (11) позволяют определить коэффициенты загрузки и простоя системы в зависимости от времени. Для СМО вида [image: ] указанные соотношения принимают вид


и

.
Дополним табл.6 колонками J и K, в которых поместим соотношения для вычисления коэффициентов загрузки и простоя. А именно, в ячейки J3 и K3 поместим формулы 
= (E3 + 2 * (F3 + G3 + H3)) / 2
и
= (E3 + 2 * D3) / 2
соответственно, которые протянем вниз. В результате получим табл.8.
Таблица 8
	
	…
	J
	K

	1
	...
	
	

	2
	...
	

	


	3
	...
	0
	1,0000000

	4
	…
	0,15175
	0,8482500

	5
	...
	0,279979
	0,7200213

	6
	...
	0,374354
	0,6256460

	7
	...
	0,445463
	0,5545373

	8
	…
	0,500161
	0,4998394

	…
	...
	...
	…

	42
	...
	0,767825
	0,2321752

	43
	...
	0,768063
	0,2319367



Видим, что функции [image: ] и [image: ] с течением времени приближаются к своим стационарным значениям, равным 0,77 и 0,23 соответственно. Графики этих функций приведены на рис. 6.

Рис.6. Коэффициенты загрузки и простоя машин в цехе
Из рис.6 можно сделать следующие выводы. С течением времени загрузка машин возрастает, и уже через 2 часа становится равной 77%. Коэффициент простоя машин с течением времени убывает и через 2 часа составляет 23%. Это значит, что машины загружены достаточно сильно и вполне возможно осуществление в цехе таких мероприятий, как
· уменьшение потока бревен,
· установка в цехе еще одной рубительной машины.

Практическая работа №16
Тема:Построение и решение простейшей модели моделей СМО.
Цель работы: Приобретение навыков использования модели системы массового обслуживания
Тип урока: Урок закрепления и приобретения навыков
Вид урока: 
Используемые технологии: ИКТ, компьютер
Вид самостоятельной работы учащихся: Выполнение практической работы. Работа на компьютере.
Наглядные пособия: методическое указание.
Межпредметные связи: Информатика, Операционная система и программное обеспечение, математическая статистика, Основы алгоритмизации и программирования.
Формирование  профессиональных компетенций:Осуществлять решение задач из различных областей науки, техники, экономики и производства с применением математических методов и вычислительной техники на всех этапах от постановки до получения результата на ЭВМ решение задач

Задача. Система Массового Обслуживания с неограниченной очередью. Служба доставки пиццы. 
1. В круглосуточной службе доставки пиццы 7 доставщиков
2. В случае выезда всех доставщиков к клиентам заявки принимаются неограниченно.
3. Доставщик выполняет заказ в среднем за 25 минут.
4. Служба доставки использует следующий рекламный ход. Стоимость пиццы уменьшается в зависимости от времени её доставки t (минут) и равна С пиццы=5*(60-t) рублей.
5. З/п доставщика равна 10000 рублей в месяц.
6. У службы доставки 10500 клиентов.
Задача 1. Известно 1), 2), 3), 4), 5), 6). Определить все параметры СМО и прибыль компании. 
       Задача 2. Известно 2), 3), 4), 5), 6). Какое число доставщиков должно быть в службе доставки, чтобы среднемесячная прибыль компании была максимальной?
       Задача 3. Известно 1), 2), 3), 4), 5). Сколько должно быть клиентов, чтобы среднемесячная прибыль компании была максимальной?

1. Параметры СМО и прибыль компании
Формализуем задачу.

Данная задача относится к задачам СМО с неограниченной очередью (). Интенсивность потока заявок равна  λ= 10500 (заявок/мес).
Исходно имеется 7 каналов обслуживания (7 доставщиков работают одновременно): n=7. Среднее время обслуживания одним каналом (среднее время, которое тратит доставщик, чтобы доставить один заказ) t = 25 мин. Стоимость пиццы уменьшается в зависимости от времени её доставки t (минут) и равна Спиццы =5*(60- t) рублей. 

Воспользуемся всеми заданными условиями
1. Число каналов обслуживания n = 7;
2. 
Заявки принимаются неограниченно, т.е.;
3. 
Среднее время обслуживания одним доставщиком = 25 мин., тогда количество обслуживаемых заявок в ед. времени (интенсивность обслуживания):

=
4. 
Средняя стоимость пиццы (при ) равна
Ср=5*(60-25)=175 руб.
5. З/п доставщика 10000 руб.
6.  Интенсивность потока заявок: 


Найдем все основные параметры системы массового обслуживания.








Поскольку1, очередь не растет безгранично и имеет смысл говорить о предельном стационарном режиме работы СМО.

Найдем вероятность состояний:



где p0 – вероятность того, что все каналы свободны (не занят ни один из доставщиков);
p1 – вероятность того, что один из каналов занят (один из доставщиков имеет заказ);
pk- вероятность того, что заняты k каналов, остальные свободны;
pn+ί – вероятность того, что заняты все n каналов, ίзаявок, находятся в очереди.

Находим:










и т.д.

Так как заявки принимаются неограниченно (m), то вероятность отказа равна 0:
Pотк=0

Относительная пропускная способность дополняет вероятность отказа до единицы:
q=1-Pотк=1

Абсолютная пропускная способность СМО:





Обозначим среднее число занятых каналов. Каждый занятый канал обслуживает в среднемзаявок в единицу времени, а СМО в целом обслуживает в среднем А заявок в единицу времени. Разделив одно на другое, получим:



Вероятность отсутствия очереди будет:



Среднее число заявок в очереди: 




.

Среднее число заявок, связанных с СМО, определяется как среднее число заявок в очереди плюс среднее число заявок, находящихся под обслуживанием (среднее число занятых каналов):




Среднее время ожидания в очереди:




Среднее время ожидания заказчиком заказа (среднее время пребывания заявки в СМО):







Найдем при данных условиях прибыль компании . Так как средняя стоимость пиццы равна , у службы доставки в среднем  заказов в месяц, в службе работает доставщиков с з/п 10000 руб., то прибыль компании при данных условиях составит:



2. Определение при данных условиях количества доставщиков

Определим, сколько при данных условиях должно работать доставщиков, чтобы среднемесячная прибыль компании была бы максимальной. Анализ проведем в MSExcel. В таблице 1 показаны проведенные расчеты.
В строках 1-6 записаны исходные данные задачи. В столбце А с 9-й по 22-ю строку введены количество доставщиков.
Столбец В (средний ежемесячный доход с продажи пиццы), начиная с 9-й строки по 22-ю строку содержит формулы, распространенные на нижние строки: =$B$6*$B3$. 
Так как средняя стоимость пиццы одинакова и количество заказов постоянно, то все значения в столбце B одинаковы.
Столбец C (Заработная плата всех доставщиков): =$B$5*A9
Столбец D (Среднемесячная прибыль компании): =B9-C9

Таблица 1
	ρ
	6,075

	m
	∞

	λ
	10500

	α
	0-1

	зарплата
	10000

	С ср, руб
	175




	n
	С пиццы*λ
	Зарплата
	Z
	α

	1
	1837500
	10000
	1827500
	6,075

	2
	1837500
	20000
	1817500
	3,0375

	3
	1837500
	30000
	1807500
	2,025

	4
	1837500
	40000
	1797500
	1,51875

	5
	1837500
	50000
	1787500
	1,215

	6
	1837500
	60000
	1777500
	1,0125

	7
	1837500
	70000
	1767500
	0,867857

	8
	1837500
	80000
	1757500
	0,759375

	9
	1837500
	90000
	1747500
	0,675

	10
	1837500
	100000
	1737500
	0,6075

	11
	1837500
	110000
	1727500
	0,552273

	12
	1837500
	120000
	1717500
	0,50625

	13
	1837500
	130000
	1707500
	0,467308

	14
	1837500
	140000
	1697500
	0,433929



В столбце D получена среднемесячная прибыль компании в зависимости от количества доставщиков. Построим график этой величины от числа доставщиков (рис.1).


Рис.1
Как видно из графика рис.1, чем меньше число доставщиков, тем больше прибыль компании.
Но очевидно, что при недостаточном количестве доставщиков, все заказы не смогут своевременно выполняться, то есть очередь будет неограниченно расти. Чтобы очередь не росла, должно выполняться ограничение:


Поэтому в столбце E найдем величину α в зависимости от количества доставщиков: =$B$1/A9
Построим график зависимости α от количества доставщиков (рис.2)


Рис.2

Как видно из рис.2, при числе доставщиков менее 6 1, а это означает, что очередь будет неограниченно расти. Следовательно, компании нужно иметь не менее 6 доставщиков. Учитывая график зависимости прибыли от числа доставщиков (рис.1) приходим к выводу, что наиболее оптимальным для фирмы при данных условиях будет иметь 6 одновременно работающих доставщиков. Среднемесячная прибыль при этом составит:


Вывод: При прочих постоянных параметрах, компании выгоднее всего иметь 6 одновременно работающих доставщиков. Тогда среднемесячная прибыль будет оптимальной и составит 1777500  руб.

3.Определение при данных условиях количества необходимых клиентов

Определим, сколько при данных условиях должно быть клиентов, чтобы среднемесячная прибыль компании была бы максимальной. Анализ также проведем в MSExcel. В таблице 2 показаны проведенные расчеты.
В строках 1-6 записаны исходные данные задачи. В столбце А с 9-й по 33-ю строку введены количество необходимых клиентов (количество заявок в час).
Столбец В (средний ежемесячный доход с продажи пиццы), начиная с 9-й строки по 33-ю строку содержит формулы, распространенные на нижние строки: =$B$6*A9*24*30
Столбец C (Заработная плата всех доставщиков): =$B$5*$B$2
Столбец D (Среднемесячная прибыль компании): =B9-C9
Таблица 2
	m
	∞
	
	
	
	

	n
	7
	
	
	
	

	μ (заявок/час)
	2,4
	
	
	
	

	α
	0-1
	
	
	
	

	зарплата
	10000
	
	
	
	

	С ср, руб
	175
	
	
	
	

	



	
	
	
	
	

	λ (заявок/час)
	пр
	Зарплата
	Z
	ρ
	α

	1
	126000
	70000
	56000
	0,416667
	0,059524

	2
	252000
	70000
	182000
	0,833333
	0,119048

	3
	378000
	70000
	308000
	1,25
	0,178571

	4
	504000
	70000
	434000
	1,666667
	0,238095

	5
	630000
	70000
	560000
	2,083333
	0,297619

	6
	756000
	70000
	686000
	2,5
	0,357143

	7
	882000
	70000
	812000
	2,916667
	0,416667

	8
	1008000
	70000
	938000
	3,333333
	0,47619

	9
	1134000
	70000
	1064000
	3,75
	0,535714

	10
	1260000
	70000
	1190000
	4,166667
	0,595238

	11
	1386000
	70000
	1316000
	4,583333
	0,654762

	12
	1512000
	70000
	1442000
	5
	0,714286

	13
	1638000
	70000
	1568000
	5,416667
	0,77381

	14
	1764000
	70000
	1694000
	5,833333
	0,833333

	15
	1890000
	70000
	1820000
	6,25
	0,892857

	16
	2016000
	70000
	1946000
	6,666667
	0,952381

	17
	2142000
	70000
	2072000
	7,083333
	1,011905

	18
	2268000
	70000
	2198000
	7,5
	1,071429

	19
	2394000
	70000
	2324000
	7,916667
	1,130952

	20
	2520000
	70000
	2450000
	8,333333
	1,190476

	21
	2646000
	70000
	2576000
	8,75
	1,25

	22
	2772000
	70000
	2702000
	9,166667
	1,309524

	23
	2898000
	70000
	2828000
	9,583333
	1,369048

	24
	3024000
	70000
	2954000
	10
	1,428571

	25
	3150000
	70000
	3080000
	10,41667
	1,488095


В столбце D получена среднемесячная прибыль компании в зависимости от количества клиентов. Построим график этой величины от числа клиентов (рис.3).

Рис.3
Как видно из графика рис.3, чем больше количество клиентов, тем больше прибыль компании.
Но очевидно, что при слишком большом количестве клиентов, все заказы не смогут своевременно выполняться, то есть очередь будет неограниченно расти. Чтобы очередь не росла, должно выполняться ограничение:



Поэтому в столбце E найдем величину  в зависимости от количества заявок:  = A9/$B$3.
В зависимости от ρ при n=6 найдем α в столбце F: =E9/$B$2


Построим график зависимости α от количества клиентов (рис.4)




Рис.4


Как видно из рис.4, при числе заказов/час более 17 1, а это означает, что очередь будет неограниченно расти. Следовательно, компании нужно иметь не более 17 заказов/час или  заявок/месяц.  Учитывая график зависимости прибыли от количества клиентов (рис.3) приходим к выводу, что наиболее оптимальным для компании при данных условиях будет иметь 17 заявок/час или 12240 заявок/месяц. Среднемесячная прибыль при этом составит:


Вывод: При прочих постоянных параметрах, компании выгоднее всего иметь 12240 клиентов в месяц. Тогда среднемесячная прибыль будет оптимальной и составит 2072 тыс. руб.


Практическая работа №17
Тема:Моделирование систем массового обслуживания
Цель работы: Приобретение навыков использования модели системы массового обслуживания.
Тип урока: Урок закрепления и приобретения навыков
Вид урока: урок практикум
Используемые технологии: ИКТ, компьютер
Вид самостоятельной работы учащихся: Выполнение практической работы. Работа на компьютере.
Наглядные пособия: методическое указание.
Межпредметные связи: Информатика, Операционная система и программное обеспечение, математическая статистика, Основы алгоритмизации и программирования.
Формирование  профессиональных компетенций:Осуществлять решение задач из различных областей науки, техники, экономики и производства с применением математических методов и вычислительной техники на всех этапах от постановки до получения результата на ЭВМ решение задач

Имитационное моделирование для исследования систем массового обслуживания
1. Подготовительная часть.
Для выполнения лабораторной работы необходимо повторить следующие вопросы:
1. Понятия входного и выходного потоков СМО.
2. Определение основных операционных характеристик СМО.
2. Теоретическая часть.
1. Моделирование входного потока
Входной и выходной потоки СМО можно задавать различными способами:
1) Задавая количество поступающих заявок в единицу времени (λ), например:
Таблица 1
	Количество клиентов, прибывающих в час
	1
	2
	3
	4

	Процент часов
	40
	30
	20
	10


2) Задавая интервал времени между поступившими заявками, например:
Таблица 2
	Время между двумя последовательными прибытиями (мин)
	1
	2-10
	11-20
	21-30
	31-40
	>40

	Процент клиентов
	5
	20
	20
	30
	10
	15


Хотя эта информация и имеет одинаковую ценность, все же при моделировании лучше фиксировать время между прибытием клиентов (интервал между последовательными поступлениями требований), а не число прибытии за определенный период. Из таблицы видно, что после прибытия клиента имеется 5%-ная вероятность того, что следующий клиент прибудет через минуту, и 20%-ная вероятность того, что следующий клиент подъедет в течение следующих 9 минут.
Пример 1. Пусть в некой системе массового обслуживания входной поток описывается в соответствие с таблицей 2.  Тогда можно смоделировать следующую систему прибытия заявок (с учетом начала отсчета в 8:00 и усреднив интервал между поступлениями заявок):
                                                                                   Таблица 3.
	случ. число
	интервал
	Интервал  (в минутах)
	время прибытия заявки

	67
	25
	0:25
	8:25

	10
	5
	0:05
	8:30

	72
	25
	0:25
	8:55

	38
	15
	0:15
	9:10

	68
	25
	0:25
	9:35

	94
	45
	0:45
	10:20

	25
	5
	0:05
	10:25

	70
	25
	0:25
	10:50

	66
	25
	0:25
	11:15

	97
	45
	0:45
	12:00

	60
	25
	0:25
	12:25

	100
	45
	0:45
	13:10

	43
	15
	0:15
	13:25

	43
	15
	0:15
	13:40


Примечание: В редакторе Excel для получения интервала в минутах можно воспользоваться функцией ВРЕМЯ(ч;м;с), преобразующей заданные в виде чисел часы, минуты и секунды в формат времени Excel.
2. Моделирование СМО в Excel
Пример 2.Пусть моделируется СМО без отказов с 1 прибором обслуживания, в которой интервал времени между поступившими заявками и время обслуживания заявок – случайная величина, имеющая равномерное распределение в интервале (1;10) и (1;8) соответственно. В этом случае таблица имитационной модели будет выглядеть так:
Таблица 4
	A
	B
	C
	D
	E
	B
	G
	H
	I
	J

	5
	вреям поступления
	продджительность 
обслуживания
	начало обслуживания
	время пребывания 
в системе
	время в очереди
	время выбытия
	номер клиента
	номер 
обслужившегося
	длина очереди

	6
	8:08:00
	0:06
	8:08
	0:06
	0,00
	8:14:00
	1
	0
	0

	7
	8:10:00
	0:01
	8:14
	0:05
	4,00
	8:15:00
	2
	0
	1

	8
	8:14:00
	0:03
	8:15
	0:04
	1,00
	8:18:00
	3
	1
	1

	9
	8:18:00
	0:06
	8:18
	0:06
	0,00
	8:24:00
	4
	3
	0

	….

	49
	11:36:00
	0:07
	11:36
	0:07
	0,00
	11:43:00
	43
	42
	0

	50
	11:40:00
	0:06
	11:43
	0:09
	3,00
	11:49:00
	44
	42
	1

	51
	Среднее
	0:04
	
	0:08
	4,11
	
	
	
	0,533333




В этой таблице вычисления производятся следующим образом:
Шаблон листа Excel представлен в Таблице 5.
Столбец B формируется путем прибавления случайного временного интервала (СЛУЧМЕЖДУ (1;10)) к времени прибытия предыдущей заявки. Так как этот интервал является количеством минут, то случайное число необходимо преобразовать в значение времени в минутах с помощью функции ВРЕМЯ.
Столбец С  представляет собой случайный интервал времени – время обслуживания заявки.
Столбец D – время начала обслуживания. В случае, если предыдущая заявка к моменту поступления текущей уже закончила обслуживаться, то есть время поступления текущей заявки больше времени выбытия предыдущей заявки, начало обслуживания совпадает со временем прибытия, иначе – со временем выбытия предыдущей заявки. 
Столбец G – время выбытия заявки – равен сумме времени начала обслуживания (столбец D) и продолжительности обслуживания (столбец С).
Столбец Е – время пребывания в системе – равен разности между временем выбытия и временем поступления заявки.
Столбец F – время в очереди – это время в минутах, разность между временем пребывания в системе и временем обслуживания. Поскольку нулевая разность может вызвать ошибку преобразования типов, в ячейке установлена система проверки.
Столбец I  - номер обслуживаемого клиента (на момент поступления текущей заявки). Во всех строках, кроме первых 2, рассчитывается как номер последнего клиента, время выбытия которого меньше времени поступления текущей заявки. Расчет выполняется с помощью функции ВПР.
Функция ВПР (<искомое значение>;<таблица>;<требуемый столбец>) ищет значение, равное или меньшее <искомого значения> в левом столбце <таблицы> и возвращает значение, находящееся в <требуемом столбце> той же строки. В данном случае <искомое значение> представляет собой время поступления заявки, <таблица> состоит из столбцов Время выбытия и Номер клиента, а так как <требуемый столбец>=2, то функция возвращает номер клиента, обслуживаемого на момент поступления текущей заявки.
Столбец J – длина очереди на момент поступления заявки – разница между номером обслужившегося на данный момент клиентом и номером текущего клиента, с вычетом клиента, обслуживаемого на данный момент.
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2. Моделирование СМО в MathCad
Задачу из Примера 2 можно решить аналогичным образом в MathCad. Для упрощения модели можно задавать время не в формате времени, а в количестве минут (модельного времени), прошедших с начала запуска модели. В таком случае модуль MathCad может выглядеть следующим образом:
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В данном модуле также используется таблица (K), строки которой соответствуют обслуживаемым заявкам (n строк – n заявок), а столбцы распределены следующим образом (нумерация начинается с 1, что задано свойством ORIGIN=1):
1 – номер клиента (заявки)
2 – время поступления (число минут с начала работы)
3 – время обслуживания (в минутах)
4 – время начала обслуживания
5 – время окончания обслуживания
6 -  длина очереди
7 – время пребывания в очереди
8 – время пребывания в системе
Задав количество заявок (n=45) получаем следующие результаты:
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Поскольку обычно время между соседними заявками и время обслуживания заявки – случайные величины, распределенные по экспоненциальному закону, то можно использовать генератор случайных чисел с соответствующим распределением. 

3. Моделирование СМО в MATLAB
Пример 3.Пусть моделируется СМО без отказов с 1 прибором обслуживания, в которой интервал времени между поступившими заявками и время обслуживания заявок – случайная величина, имеющая экспоненциальное распределение в интервале со средними 12 и 10 мин. соответственно. Модуль в MATLAB будет выглядеть следующим образом: (нумерация и распределение столбцов такое же, как и в предыдущем примере)






n=20;
K(1,1)=1;
K(1,2)=round(Random('exp',12))
K(1,3)=round(Random('exp',10))
K(1,4)=K(1,2)
K(1,5)=K(1,4)+K(1,3)
K(1,6)=0
K(1,7)=K(1,4)-K(1,2)
K(1,8)=K(1,5)-K(1,2)
for i=2:n
K(i,1)=i;
K(i,2)=K(i-1,2)+round(Random('exp',12))
K(i,3)=round(Random('exp',10))
if K(i,2)<K(i-1,5)
    K(i,4)=K(i-1,5)
else K(i,4)=K(i,2)
end;
K(i,5)=K(i,4)+K(i,3)
K(i,7)=K(i,4)-K(i,2)
K(i,8)=K(i,5)-K(i,2)
m=0;
for j=1:i-1
  if K(j,5)<K(i,2)
      m=m+1;
  end;
end;
K(i,6)=i-m-1
          end;


Результат моделирования представлен в таблице:
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Практическая работа №18
Тема:Построение имитационной модели
Цель работы: научиться определять функциональные характеристики системы массового обслуживания на основе имитационного моделирования; приобрести опыт синтеза систем массового обслуживания с заданными характеристиками.
Тип урока: Урок закрепления и приобретения навыков
Вид урока: урок практикум
Используемые технологии: ИКТ, компьютер
Вид самостоятельной работы учащихся: Выполнение практической работы. Работа на компьютере.
Наглядные пособия: методическое указание.
Межпредметные связи: Информатика, Операционная система и программное обеспечение, математическая статистика, Основы алгоритмизации и программирования.
Формирование  профессиональных компетенций:Осуществлять решение задач из различных областей науки, техники, экономики и производства с применением математических методов и вычислительной техники на всех этапах от постановки до получения результата на ЭВМ решение задач
Задание
1. Разработать программу на языке SIMNET II, для моделирования описанной ситуации согласно своему варианту.
2. Загрузить среду SIMNET II (файл SIMEDIT.BAT). В редакторе системы набрать текст разработанной программы или прочитать созданную в другом текстовом редакторе имитационную модель (клавиша F2).
3. Выполнить имитацию процесса работы СМО. Подбирая требуемый параметр, получить СМО с требуемыми характеристиками.
4. Рассчитайте основные функциональные характеристики работы оптимальной СМО на основе полученных результатов имитационного моделирования. Запишите полученные результаты в таблицу 3.1. Завершите сеанс работы с системой (сочетание клавиш Alt-X).
5. Оформите отчет о проделанной работе.
Вариант 1
Определить оптимальное число телефонных номеров, необходимых для установки на коммерческом предприятии при 8 часовом рабочем дне при условии, что заявки на переговоры поступают с интенсивностью 90 заявок/час, а средняя продолжительность разговора по телефону составляет 2 мин. Статистические наблюдения показали, что сделкой заканчивается только 10% разговоров. Средний доход от одной сделки составляет 25 ден. ед., а стоимость использования одной телефонной линии — 0,9 ден. ед./час.
Программа, моделирующая работу системы массового обслуживания, имеет вид.
$PROJECT;Model 2.1;Lera I Yulia:
$DIMENSION;ENTITY(700):
$BEGIN:
S1 *S;EX(0.67):
Q1 *Q:
F1 *F;;EX(2);3;*TERM:
$END:
$RUN-LENGTH=600:
$RUNS=365:
$STOP:
По условию задачи требуется найти такое количество каналов обслуживания, при котором прибыль предприятия будет максимальной. В модели будем подбирать второй параметр строки F1 (выделен курсивом).
При с=5:П = 816*0,1*25 – 5*0,9 = 2235,5 ден.ед.
При с=4:П = 835*0,1*25 – 4*0,9 = 2251,4 ден.ед.
При с=2:П = 860*0,1*25 – 2*0,9 = 2379,8 ден.ед.
При с=1:П = 824*0,1*25 – 1*,09 = 2148,2 ден.ед.
Таким образом, максимальная прибыль достигается при установлении трех телефонных линий. Программа имитационного моделирования для оптимального режима работы примет вид:
имитационный моделирование массовый обслуживание
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Результаты расчетов функциональных характеристик СМО:
	Характеристика
	Значение

	
	1/0,67 = 1,5 зв./мин.

	
	60/2=30 зв./мин.

	с
	3

	время моделирования
	599,5 мин.

	общее количество заявок
	860 зв.

	количество отказов в обслуживании
	0 зв.

	количество обслуженных заявок
	860-0=860 = 2240

	pотк
	0/860=0%

	q
	1 – 0 = 1%

	эфф
	860/599,5 = 1,43 зв./мин.

	Lq
	2,14 зв.

	Wq
	0,58 мин.


Контрольные вопросы
1. Какие задачи принятия решений могут быть сформулированы применительно к системам массового обслуживания?
Среди основных моделей принятия решений можно выделить:
1. Модели со стоимостными характеристиками (определение требуемой интенсивности обслуживания или оптимального количества параллельных сервисов). Требуется найти компромисс между затратами на обслуживание и потерями, связанными с задержками в предоставлении услуг или отказами в обслуживании.
2. Модели предпочтительного уровня обслуживания. Необходимо уравновесить два конфликтующих показателя: среднее время нахождения заявки в системе (в очереди) и коэффициент простоя каналов обслуживания.
2. Как рассчитать функциональные характеристики работы СМО на основе результатов имитационного моделирования?
Рассмотрим следующий пример:
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Функциональные характеристики работы СМО на основе результатов имитационного моделирования рассчитываются следующим образом:
В области QUEUES представлены показатели моделирования изменения очереди. Очередь Q1 имеет максимально допустимую емкость (CAPACITY), равную 4. Средняя длина очереди (AV. LENGTH) составила 2,14 заявки. В столбцеMIN/MAX/LAST LEN отображены соответственно минимальная (0), максимальная (4) и последняя (3) длины очереди. Среднее время ожидания заявкой своего обслуживания (AV.DELAY (ALL)) составило 0,58 мин. Этот показатель относится ко всем заявкам, включая те, которые не стояли в очереди. Для тех же заявок, которые стояли в очереди, среднее время ожидания (AV.DELAY(+VE WAIT)) составило 0,69 мин. Доля заявок, которым не пришлось стоять в очереди, указана в последнем столбце (%ZEROWAIT TRANSACTION) и составляет 17%. Приведены также среднекрадратичные отклонения описанные параметров и 95% доверительный интервал.
В области FACILITIES отражены свойства узлов обслуживания. В моделируемой СМО имеется 2 параллельно работающих сервиса (NBR SRVRS). Количество занятых каналов изменялось от 0 до 2, а в момент окончания имитации оба канала также были заняты (столбец MIN/MAX/LAST UTILZ). Столбец AV.UTILIZ показывает среднее количество занятых средств обслуживания (1,8453). Два последних столбца отражают информацию о средней продолжительности периодов простоя (AV.IDLETIME) и занятости (AV.BUSY TIME) сервиса. Средняя продолжительность занятости не может быть меньше продолжительности обслуживания. Поскольку среднее время обслуживания одной заявки составляет 0,5 мин., а среднее время занятости 3,11 мин., то получаем, что каждый сервис обслуживает приблизительно 3,11 / 0,5 = 6,22 клиента, а затем простаивает 0,26 мин.
В области TRANSACTION COUNT приведена информация о движении потока заявок в имитационной модели. В нашем случае за 599,6 мин., в систему поступило 3003 заявки на обслуживание. Из них 763 были удалены из системы по причине отказа в обслуживании (исчерпана максимально допустимая емкость очереди). Из оставшихся 2240 заявок 380 избежали ожидания в очереди, а 1860 были вынуждены ожидать начала обслуживания в силу занятости средств обслуживания. В момент окончания сеанса моделирования в очереди оставалось еще 3 заявки. На вход узла обслуживания F1 поступило 2237 заявок. Из них 2235были полностью обслужены, а 2 остались в процессе обслуживания на момент окончания имитации.
Таким образом, среди основных характеристик описываемой СМО можно выделить следующие.
Таблица 3.1
	Характеристика
	Значение

	
	1/0,2 = 5 пок./мин.

	
	1/0,5 = 2 пок./мин.

	с
	2

	время моделирования
	599,6 мин.

	общее количество заявок
	3003 пок.

	количество отказов в обслуживании
	763 пок.

	количество обслуженных заявок
	3003 – 763 = 2240

	pотк
	763/3003 = 0,254 (25,4%)

	q
	1 – 0,254 = 0,746 (74,6%)

	эфф
	2240/599,6 = 3,74 пок./мин.

	Lq
	2,14 пок.

	Wq
	0,58 мин.





























Практическая работа №19
Тема:Моделирование случайных процессов. Метод монте – Карло.
Цель работы: научиться прогнозировать и анализировать развитие случайных процессов; приобрести опыт при использовании метода Монте -  Карло.
Тип урока: Урок закрепления и приобретения навыков
Вид урока: Урок практикум
Используемые технологии: ИКТ, компьютер
Вид самостоятельной работы учащихся: Выполнение практической работы. Работа на компьютере.
Наглядные пособия: методическое указание.
Межпредметные связи: Информатика, Операционная система и программное обеспечение, математическая статистика, Основы алгоритмизации и программирования.
Формирование  профессиональных компетенций:Осуществлять решение задач из различных областей науки, техники, экономики и производства с применением математических методов и вычислительной техники на всех этапах от постановки до получения результата на ЭВМ решение задач

Теоретическая часть 
Прогнозирование тенденций развития или взаимной зависимости переменных является не менее важной задачей, чем оптимальное планирование. Для решения задачи прогнозирования требуется по экспериментальным точкам провести гладкую кривую и выявить функциональную зависимость (аппроксимация), продлить ее в неизученную область (экстраполяция) и оценить надежность прогноза. Хорошо разработана методика линейного регрессионного анализа (линейной аппроксимации), нелинейные зависимости (степенные, показательные, логарифмические) научились линеаризовать, т.е. сводить к линейной. Вид функции часто задается из теоретических соображений, коэффициенты вычисляются методом наименьших квадратов (МНК), т.е. подбираются таким образом, чтобы сумма квадратов отклонений (разностей) теоретических и экспериментальных значений при равных аргументах была минимальной. 
Для конкретизации задачи будем исследовать продажу пива в зависимости от температуры воздуха в диапазоне 0О - 30О. Нам известны продажи при различных температурах в диапазоне 0О - 20О, требуется дать прогноз на диапазон 21О - 30О. В качестве функциональной зависимости выберем квадратный трехчлен Y = at2 + bt+d, т.к. любую функцию в некотором диапазоне можно достаточно точно представить многочленом. В качестве истинной закономерности Yидеал возьмем функцию с коэффициентами a=0,1, b=-1, d=5. "Экспериментальные" значения Y в диапазоне 0О - 20О можно задать вручную, добавляя к Yидеал случайные числа в диапазоне 4, но лучше генерить их по формуле 
Yэкспер = Yидеал + (СЛЧИС()-0,5)*3* КОРЕНЬ(Yидеал). 
Выражение (СЛЧИС()-0,5) генерит равномерно распределенные случайные числа в диапазоне -0,5 … 0,5 , КОРЕНЬ(Yидеал) равен стандартному отклонению для распределений Гаусса и Пуассона, сомножитель 3 обеспечивает распределение в диапазоне 1,5. Разумеется, лучше использовать настоящее распределение Гаусса или Пуассона, но это потребует достаточно больших усилий и может быть рекомендовано для проведения реальных научно-исследовательских работ. При каждом щелкании мышью набор Yэкспер будет меняться, что мешает работе, и полученные значения надо скопировать в столбец Yэкспер2, используя Правка - Специальная вставка - Значения. Затем следует создать функцию 
Yтеор = at2 + bt+d диапазоне 0О - 30О, используя произвольные коэффициенты a,  b, d, расположенные в ячейках с присвоенными именами ("опорный план"). 
Вычисляем квадраты отклонений (Yтеор -Yэкспер2)2 в диапазоне 0О - 20О  и их сумму, которая будет минимизируемой целевой функцией. Изменяемые ячейки - a,  b, d , ограничений нет. После выполнения Поиска решения постройте графики Yидеал, Yэкспер2 и Yтеор в диапазоне 0О - 30О и сравните полученные значения  a,  b, d  и Yтеор  с идеальными.

Практическая часть
Для проверки точности получаемых результатов используйте метод статистических испытаний, или метод Монте-Карло. Расчеты проводятся многократно с использованием различных случайных совокупностей исходных данных Yэкспер, результаты расчетов a, b, d  и Yтеор(30О) накапливаются, затем вычисляют их среднее значение и стандартное отклонение с использованием функций СРЗНАЧ и СТАНДОТКЛОН. Копирование результатов можно проводить, используя обычное копирование, а можно использовать VisualBasic. Создайте кнопку: Вид -Панели инструментов - VisualBasic - молоточки. Растянуть кнопку на таблице, дважды быстро щелкнуть по ней и записать программу:
Private Sub CommandButton1_Click()
Dima, k, k2, Y, Y2 AsRange    '  Заданиепеременных - диапазоновячеек
Set a = Range("c5") : Set k = Range("d2")  :  Set k2 = Range("B38")
SetY = Range("E35")       '  Настройка переменных -
SetY2 = Range("E38")    '  указание начальных ячеек диапазонов
n = Range("B2")                                      ' Номер стат.испытания
For i = 1 To 21: a(i, 2) = a(i): Next I       ' Копирование Yэксперв Yэкспер2
For i = 1 To 3: k2(n, i) = k(1, i): Next I   ' Копирование a, b, d
Y2(n) = Y                                                 ' Копирование  Yтеор(30О)
Range("B2") = Range("B2") + 1              ' Увеличение номера стат.испытания
End Sub
Переход из режима Конструктора в рабочий режим осуществляется щелканием мышью по синему треугольнику на Панели инструментов VisualBasic. Проведите испытания 20 раз, копируя результаты и наблюдая графики  Yидеал, Yэкспер2 и Yтеор в диапазоне 0О - 30О.

	



	n
	
	a
	b
	d

	
	11
	
	0,089657
	-0,81461
	5,003522

	
	
	
	
	
	

	tO
	Y идеал
	Y экспер
	Y экспер2
	Y теор
	(Yтеор -Yэкс)^2

	0
	6
	3,187615
	7,896597
	5,003522
	8,369884

	1
	5,1
	4,614822
	3,482362
	4,278563
	0,633936

	2
	4,4
	3,74168
	4,760484
	3,732918
	1,055892

	3
	3,9
	2,703701
	4,266136
	3,366586
	0,809189

	4
	3,6
	4,303793
	3,335176
	3,179567
	0,024214

	5
	3,5
	0,793039
	1,990673
	3,171862
	1,395207

	6
	3,6
	6,099188
	5,762799
	3,343469
	5,853157

	7
	3,9
	5,354349
	6,250096
	3,69439
	6,531634

	8
	4,4
	4,805577
	1,96599
	4,224624
	5,101426

	9
	5,1
	6,315834
	3,494961
	4,934171
	2,071325

	10
	6
	3,716927
	7,093881
	5,823031
	1,615061

	11
	7,1
	6,747879
	7,266906
	6,891204
	0,141152

	12
	8,4
	4,923486
	8,628663
	8,13869
	0,240073

	13
	9,9
	13,78128
	10,19753
	9,56549
	0,39947

	14
	11,6
	16,15502
	13,3959
	11,1716
	4,947498

	15
	13,5
	18,05094
	11,79125
	12,95703
	1,359036

	16
	15,6
	15,68348
	9,954463
	14,92177
	24,67411

	17
	17,9
	23,02733
	16,87283
	17,06582
	0,037245

	18
	20,4
	14,2468
	16,45532
	19,38919
	8,607551

	19
	23,1
	28,27731
	19,41054
	21,89186
	6,156983

	20
	26
	25,06189
	24,60926
	24,57386
	0,001253

	21
	29,1
	
	
	27,43516
	Целевая,

	22
	32,4
	
	
	30,47578
	(Yтеор-Yэкс)2

	23
	35,9
	
	
	33,69571
	80,0253

	24
	39,6
	
	
	37,09495
	

	25
	43,5
	
	
	40,67351
	

	26
	47,6
	
	
	44,43138
	

	27
	51,9
	
	
	48,36857
	

	28
	56,4
	
	
	52,48506
	

	29
	61,1
	
	
	56,78087
	

	30
	66
	
	
	61,256
	

	
	Накопление 
 результатов
	
	
	

	
	a
	b
	d
	Y теор(30)

	
	0,085604
	-0,66809
	4,900334
	61,90122
	

	
	0,091923
	-0,71405
	4,015668
	65,3248
	

	
	0,089466
	-0,8983
	6,661087
	60,23185
	

	
	0,12964
	-1,45783
	8,04561
	80,98681
	

	
	0,093119
	-0,89987
	6,109547
	62,92096
	

	
	0,090213
	-0,76546
	5,094091
	63,3224
	

	
	0,079159
	-0,73099
	5,285638
	54,59921
	

	
	0,063607
	-0,58318
	5,875455
	45,62676
	

	
	0,124878
	-1,56341
	8,591541
	74,07946
	

	
	0,089657
	-0,81461
	5,003522
	61,256
	

	
	
	
	
	
	

	Среднее
	0,093727
	-0,90958
	5,958249
	63,02495
	

	Стан.откл
	0,01971
	0,332175
	1,44601
	9,638481
	

































Практическая работа №20
Тема:Оценка точности характеристик
Цель работы: научиться прогнозировать и анализировать при решении задач.
Тип урока: Урок закрепления и приобретения навыков
Вид урока: урок практикум
Используемые технологии: ИКТ, компьютер
Вид самостоятельной работы учащихся: Выполнение практической работы. Работа на компьютере.
Наглядные пособия: методическое указание.
Межпредметные связи: Информатика, Операционная система и программное обеспечение, математическая статистика, Основы алгоритмизации и программирования.
Формирование  профессиональных компетенций:Осуществлять решение задач из различных областей науки, техники, экономики и производства с применением математических методов и вычислительной техники на всех этапах от постановки до получения результата на ЭВМ решение задач

[bookmark: _Toc10320531][bookmark: _Toc10478586]Краткие теоретические сведения

 (
Рис. 1
)Теория информации оперирует событиями окружающей человека действительности на таком уровне абстракции, на котором физическая сторона явлений становится несущественной. Все происходящее представляет интерес только в том смысле, в котором позволяет получить новые сведения об изучаемом предмете - информацию. Общность подобного рода может быть достигнута, если в основу описания наблюдаемых явлений положить понятие источника сообщений (ИС). Источник сообщений можно представить в виде некого устройства, которое устанавливает взаимосвязь между физической сущностью объекта наблюдения и его информационными характеристиками (рис. 1). На вход источника сообщений может поступать произвольная физическая величина W, характеризующая объект наблюдения, а на его выходе формируется последовательность состояний принадлежащих некоторому множеству X. Параметры носителя, изменяемые во времени в соответствии с передаваемым сообщением, называют информативными. В зависимости от структуры множества выходных состояний источника сообщений различают непрерывные и дискретные ИС. Источник сообщений считают дискретным по данному параметру, если число значений, которое может принимать этот параметр, конечно. Если множество возможных значений параметра образует континиум, то ИС считают непрерывным по данному параметру. Источник сообщений, дискретный по одному параметру и непрерывный по другому, называют дискретно-непрерывным. Для дискретных источников алфавит задается в виде дискретного множества


, причем ,
где xi – состояния ИС, p(xi) – вероятности соответствующих состояний, n – число состояний. Для непрерывных источников подобное представление невозможно, так как множество их состояний бесконечно. Это приводит к тому, что вероятность каждого состояния в отдельности стремится к нулю. Непрерывное множество состояний принято характеризовать функцией плотности распределения вероятностей (ФПВ). При этом алфавит непрерывного источника может быть представлен в следующем виде
[image: ],
 (
Рис. 2
)где x – случайная величина, характеризующая поведение источника, f(x) – ФПВ случайной величины x.
Примером дискретного источника сообщений может служить игральная кость. Шесть пронумерованных граней кости образуют ансамбль из шести состояний: x1, …, x6. Вероятности появления данных состояний равны: p(x1) = p(x2) = … = p(x6) = 1/6 (рис. 2,а). Другой пример дискретного источника с равновероятными состояниями – монета. В этом случае число состояний n равно 2, а вероятности равны 1/2. Пример объекта наблюдения, для которого источник сообщений имеет состояния с различными вероятностями – бутерброд, число состояний которого также равно двум, а вероятности данных состояний различны (вероятность падения бутерброда маслом вниз выше, рис. 2,б). Примером непрерывного источника сообщений может служить термометр для измерения температуры человека. Источник сообщений, построенный на основе подобного объекта наблюдения, будет иметь непрерывное множество значений, поскольку температура тела может принимать любое значение, хотя и на ограниченном интервале. Причем очевидно, что плотность вероятности появления значений вблизи нормальной температуры выше, чем повышенных или пониженных значений (рис. 2,в).
 (
Рис. 3
)Изменение состояния объекта наблюдения во времени принято связывать с реализацией источником сообщения того или иного символа алфавита - xi для дискретных источников или значения случайной величины x для непрерывных. Следует отметить, что как для дискретных источников сообщений, так и для непрерывных, изменение состояния может происходить как в определенные моменты времени, так и в произвольные. В соответствии с этим существуют следующие разновидности математических представлений (моделей) сигнала:
 дискретная функция дискретного аргумента, например функция, принимающая одно из конечного множества возможных значений (уровней) в определенные моменты времени (рис. 3,а);
 дискретная функция непрерывного аргумента, например функция времени, квантованная по уровню (рис. 3,б);
 непрерывная функция дискретного аргумента, например функция, значения которой отсчитывают только в определенные моменты времени (рис. 3,в);
 непрерывная функция непрерывного аргумента, например непрерывная функция времени (рис. 3,г).
В силу цифровой природы современных средств вычислительной техники наибольший интерес представляет случай, представленный на рис. 3,а (дискретный источник с дискретным временем). Остальные варианты ИС могут быть сведены к данному путем использования операций дискретизации и квантования, которые подразумевают получение оценок случайной величины x через достаточно малые промежутки времени и сопоставление данных оценок ближайших значений состояния источника xi. Например, объект наблюдения непрерывной природы можно представить в виде дискретного источника сообщений следующим образом. Зададимся верхней и нижней границами возможных значений температуры: Tверх = 40oC, Tниж = 35oС, а также достаточной погрешностью ее измерения T = 0.1oC. Тогда число состояний соответствующего ИС: n = (Tверх - Tниж)/ T = (40 – 35)/0.1 = 50. Для реальных объектов наблюдения представление в виде дискретного ИС с достаточной точностью может потребовать десятков и даже сотен тысяч состояний. Характеризовать подобные источники, непосредственно указывая вероятности каждого состояния, весьма неудобно. Кроме того, значения данных вероятностей получаются очень малыми, что затрудняет наглядность оценки статистических свойств источника. Избежать недостатков непосредственного подхода позволяет переход к характеристике источника в виде усредненных статистических характеристик. К числу наиболее распространенных из них можно отнести:
 максимальное и минимальное значения: xmax, xmin;
 функцию плотности распределения вероятностей f(x);
 математическое ожидание M(X) и дисперсию D(X), которые для дискретных источников вычисляются соответственно по формулам


 , ,
а для непрерывных


, ;
 среднеквадратическое отклонение (СКО) (X):

.
Особое практическое значение имеют две взаимообратных задачи. Одна из них связана с вопросом анализа статистических характеристик источника сообщений по последовательности реализаций его состояний во времени. Другая задача – задача синтеза (моделирования) ИС либо в соответствии с заданным объектом наблюдения, либо в соответствии с заданными статистическими характеристиками.
Задача анализа обычно ставится следующим образом. Имеется последовательность реализаций состояний, полученная от анализируемого источника. Определить основные статистические характеристики указанного ИС. В упрощенном виде алгоритм решения данной задачи можно разбить на следующие этапы.
1. Находятся максимальное и минимальное значения в последовательности реализаций.
2. 

Вычисляется значение выборочного среднего как оценки математического ожидания , дисперсии 

и СКО , где xj – последовательность реализаций, k – общее число известных реализаций (объем выборки).
{ == Получениестатистическихоценок == }
Procedure Otcenki(const x: array [1..N] of extended; 
                  var Mx,Dx:extended);
Var
  i:integer;
Begin
  Mx:=0; Dx:=0;
For i:=1 to N do Mx:=Mx+x[i];
  Mx:=Mx/N;
  For i:=1 to N do Dx:=Dx+Sqr(x[i]-Mx);
  Dx:=Dx/N;
End; 
3. Строится гистограмма как оценка ФПВ.
Для построения гистограммы весь интервал значений от xmin до xmax разбивается на N равных частей xj (рис. 4). Далее, подсчитывается число попавших в каждый интервал реализаций Q(xj). Для наглядности число попаданий представлено в виде графика в левой части рис. 4. Подсчитываются вероятности попадания реализаций в каждый интервал


(X)+(X) (
Рис. 4
)[image: ]  при .
Вычисляются значения гистограммы


  при .



 (
Рис. 
5
)Данные значения используются для построения графика гистограммы (рис. 5). На этом же графике откладываются значения  и , которые характеризуют разброс реализаций относительно среднего значения. При увеличении числа опытов можно задавать более мелкие интервалы xj. При этом гистограмма приближается к ФПВ .
{ == Процедура построения гистограммы == }
ProcedureHistogr(constData:array [1..MaxK] of
extended);
Var
  mx,my,x0,y0,x,hgt,wdt,i,Step:word;
  MaxX,Sc:extended;
  s:string;
Begin { Histogr }
  mx:=GetMaxX; { размерэкранапогоризонтали }
my:=GetMaxY; { размер экрана по вертикали }
  x0:=16;      { Начало координат }
  y0:=my-16;
  wdt:=mx-2*16;{ Ширина гистограммы по горизонтали}
  hgt:=my-2*16;{ Ширина гистограммы по вертикали }
  MaxX:=Data[1]; { Определяем масштабный коэффициент }
For i:=2 to MaxK do
If Data[i]>MaxX 
      then MaxX:=Data[i];
  Sc:=hgt/MaxX;
  Step:=Trunc(wdt/MaxK);
  ClearDevice;     { Рисуемгистограмму }
  SetColor(White);
  SetFillStyle(SolidFill,Blue);
  SetTextStyle(DefaultFont,VertDir,1);
  x:=x0;
For i:=1 to MaxK dobegin
    mx:=x+Step;
    my:=Trunc(Sc*Data[i]);
    Rectangle(x,y0,mx,y0-my);
    Bar(x+1,y0-1,mx-1,y0-my+1);
    Str(Data[i]:5:3,s);
If my>7*8 
      then OutTextXY(x+12,y0-my+4,s)
else OutTextXY(x+12,y0-my-6*8,s);
    x:=mx
end;
  ReadLn { Пауза }
End; { Histogr }
Задача моделирования источника сообщений обычно сводится к получению последовательности реализаций, статистические характеристики которой соответствуют заданным характеристикам ИС. Последние могут быть заданы в виде ансамбля состояний с соответствующими вероятностями (случай дискретного источника) либо в виде аналитически определенной ФПВ (случай непрерывного источника). Процесс моделирования указанных ИС может существенно различаться. Однако в его основу обычно кладется принцип получения требуемого распределения вероятностей реализаций (ФПВ в случае непрерывного источника) по известному распределению. В качестве известного, как правило, выбирается равномерное распределение. Генератор случайной величины, распределенной по равномерному закону, реализован в любом современном языке программирования, поэтому решение задачи синтеза ИС направлено на поиск преобразования равномерного распределения в заданное.

Моделирование ИС обычно подразумевает аналитическое представление ФПВ. При этом задача моделирования, главным образом, заключается в поиске требуемой передаточной функции x = W(r), где r – случайная величина с равномерным распределением. Обычно в качестве подобной функции выступает функция обратная интегральному закону распределения (ИЗР) F(x). ИЗР может быть найден для заданной ФПВ f(x) посредством несложного выражения .
 (
Рис. 
6
)Остается найти такую функцию F-1(x), что если истинно выражение r = F(x), то истинно и обратное утверждение: x = F-1(r). Другими словами, необходимо выразить значение аргумента через значение функции ИЗР. Наглядно данный процесс представлен на рис. 6, где изображены графики для произвольной ФПВ, соответствующего ИЗР (рис. 6 а), а также обратного ИЗР (рис. 6,б). Для большинства известных законов распределения задача получения функции F-1(r) решена. 
Таким образом, процедура получения значений случайной величины с заданной функцией распределения F(r) заключается в следующем:
1)	 реализация случайной величины r, равномерно распределенной на интервале [0,1);
2) 
вычисление значений случайной величины x по формуле.
Ниже приведены сведения о некоторых, наиболее распространенных ФПВ и соответствующих им передаточных функциях.
Источник сообщений с равномерной ФПВ на произвольном интервале распределения от a до b
;

.

ИЗР для рассматриваемой случайной величины x имеет вид


Согласно методу обратных функций

.
Откуда

,
где r  - случайная величина, равномерно распределенная на интервале [0,1).


Таким образом, реализации подобного источника могут быть получены при помощи обратного ИЗР , при , где J – число реализаций.
Пример. Составить программу моделирования случайной величины Х,  равномерно распределенной на интервале [a,b).
Program RavnAB;
Var
  a,b,r,x :real;
  N,i :word;
Begin
  Write(’Задайте границы интервала а и b:’);
ReadLn(a,b);
  Write(’Количество случайных чисел N:’);
ReadLn(N);
  Randomize;
For i:=1 to N dobegin
    r:=Random;
    x:=a+r*(b-a);
    WriteLn(’x’,i:5,’=’,x:5:3); {обработка x}
end;
  WriteLn(’Моделирование завершено’);
End.
Источник сообщений с нормальной (гауссовой) ФПВ.

,
где  - среднеквадратическое отклонение, а M(X) – математическое ожидание случайной величины x. Для нормальной ФПВ с параметрами M(X) = 0, = 1 можно записать, воспользовавшись аппроксимацией

,	

где .
Тогда для положительной полуоси можно получить следующую аппроксимацию

.
Обратная функция имеет вид

.	
В общем случае x распределена на интервале от - до , что не позволяет производить моделирование непосредственно, используя обратный ИЗР. Однако возможно использование приближенной формулы, основанной на центральной предельной теореме


, при .

Для случая, когда M(X) и  имеют другие значения, требуемый закон распределения можно получить использовав линейное преобразование , где xin – нормально распределенная случайная величина с параметрами M(X)=0, =1, а xout нормально распределенная случайная величина с заданными параметрами M(X) и .
Источник сообщений с экспоненциальной ФПВ

, > 0,
может быть смоделирован с помощью метода обратного ИЗР. 

.
Согласно методу обратных функций

.
Получим

;

;

.




Так как случайная величина  имеет то же самое распределение, что и r, то при нахождении значений случайной величины x пользуются формулой .Соответствующая функция имеет вид , при .
При моделировании необходимо учитывать возможность появления значений случайной величины r близких к 0. При этом указанное выражение может принимать значения, стремящиеся к бесконечности, а, следовательно, возможно появление ошибок переполнения. Во избежание ошибок подобного рода необходимо ограничить с помощью проверки множество значений величины r снизу некоторой малой величиной (например, 0.01).
Источник сообщений с ФПВ распределенной по закону Вейбулла

,
где 0x<; c>0; b>0; b, c – целые, может быть смоделирован путем использования следующего обратного ИЗР

.
Здесь, значение величины r должно быть также ограничено снизу малой величиной.
Источник сообщений с логарифмически-нормальной ФПВ

,
где c> 0 моделируется с помощью следующего выражения

,
где yj– случайная величина, распределенная по нормальному закону с параметрами M(X) = 0, = 1.
Обобщим результаты, а также приведем данные для других законов распределения:

	Название закона распределения
	ФПВ
	Случайная величина

	Равномерный
	

	[image: ]

	Экспоненциальный
	

	


	Нормальный
	

	


	Логарифмически-нормальный
	

	




	Вейбулла
	

	


	Лапласа
	
, > 0
	


	Коши
	

	


	Симпсона
	
, 0<x<a
	


	Прямоугольного треугольника
	
, 0<x<a
	


	Параболы
	
, 0<x<a
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В лабораторной работе требуется смоделировать непрерывный источник сообщений в соответствии с параметрами, заданными в таблице, произвести вычисление оценок его основных статистических характеристик: xmax, xmin, ,  и , а также построить гистограмму распределения вероятностей.
	№ п/п
	Закон распределения случайной величины

	1
	Равномерный (a=1, b=3)

	2
	Экспоненциальный (=2)

	3
	Нормальный (M(X) = 0, = 1)

	4
	Логарифмически-нормальный (c=2)

	5
	Вейбулла (b=3, c=2)

	6
	Лапласа(a=1.5, =2)

	7
	Коши (a=2.5)

	8
	Симпсона (a=2.5)

	9
	Прямоугольного треугольника (a=3)

	10
	Параболы (a=0.25)

	11
	Равномерный (a=0, b=5)

	12
	Экспоненциальный (=1.2)

	13
	Нормальный (M(X)=2, = 1.5)

	14
	Логарифмически-нормальный (c=1.5)

	15
	Вейбулла (b=2.5, c=2)

	16
	Лапласа(a=3, =1.5)

	17
	Коши (a=1.5)

	18
	Симпсона (a=1.75)

	19
	Прямоугольного треугольника (a=3.2)

	20
	Параболы (a=0.6)
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Лабораторную работу рекомендуется выполнять в следующем порядке.
1. Формируется массив реализаций случайной величины r, распределенной по равномерному закону на интервале от 0 до 1. Для этого используется встроенный датчик случайных чисел. Объем массива J не менее 1000 элементов.
2. В соответствии с заданным вариантом производится моделирование непрерывного ИС с требуемым законом распределения.
3. Вычисляются оценки статистических характеристик и параметров гистограммы для массива реализаций смоделированного непрерывного источника. На графике гистограммы строится для сравнения аналитическая форма ФПВ f(x). Число шагов гистограммы выбирается не более (10…15).








Практическая работа №21
Тема:Построение оценки точности характеристики.
Цель работы: научиться прогнозировать и анализировать развитие млучайных процессов; приобрести опыт при использовании метода Монте -  Карло.
Тип урока: Урок закрепления и приобретения навыков
Вид урока: 
Используемые технологии: ИКТ, компьютер
Вид самостоятельной работы учащихся: Выполнение практической работы. Работа на компьютере.
Наглядные пособия: методическое указание.
Межпредметные связи: Информатика, Операционная система и программное обеспечение, математическая статистика, Основы алгоритмизации и программирования.
Формирование  профессиональных компетенций:Осуществлять решение задач из различных областей науки, техники, экономики и производства с применением математических методов и вычислительной техники на всех этапах от постановки до получения результата на ЭВМ решение задач


Цель работы: Освоить технологию построения регрессионных моделей для  
                          прогнозирования временных рядов в  среде Excel
 
3.1. Теоретическая часть. Временной ряд (ВР) y(t) можно интерпретировать в виде суммы двух компонент – детерминированной составляющей f(t) и случайного отклонения (t) /5,16/.
                                              [image: http://atz53.narod.ru/tret.files/image002.gif]                                           (3.1)
где [image: http://atz53.narod.ru/tret.files/image004.gif]- математическая модель временного ряда,
       t – порядковый номер элемента ВР, t=1,2, 3 ... .
     В основе моделирования и прогнозирования ВР лежат операции идентификации (определения) функций f(t) и (t).
     Функция f(t) должна иметь такой вид, чтобы сумма квадратов отклонений (t) была минимальной, т.е.
                                      [image: http://atz53.narod.ru/tret.files/image006.gif].                           (3.2)
     При построении детерминированной и случайной составляющих модели ВР сначала определяют общий вид функций  f(t) и  (t), а затем – их коэффициенты.
     Для определения вида f(t) (иногда ее называют трендом) чаще всего используют следующие функции:
                                             [image: http://atz53.narod.ru/tret.files/image008.gif],                                          (3.3)
                                            [image: http://atz53.narod.ru/tret.files/image010.gif] ,                                     (3.4)
                                               [image: http://atz53.narod.ru/tret.files/image012.gif] ,                                              (3.5)
где выражение (3.3) представляет собой полином первой степени (линейная зависимость), (3.4) - полином второй степени (параболическая зависимость), а (3.5) - гиперболическая зависимость.
     Вид тренда можно выбрать визуально по графическому отображению y(t).
Предположим, что график y(t) имеет форму параболы. В этом случае принимается гипотеза о параболической зависимости, т.е. f(t) определяется по выражению (3.4). Тогда задача нахождения тренда формулируется следующим образом: найти значения коэффициентов а0 , а1 и а2 в соответствии с выражениями (3.2) и (3.4). Эта задача решается с использованием метода наименьших квадратов (МНК) и инструментальных средств Excel.
      После оценки коэффициентов производят экстраполяцию детерминированной основы модели. Под экстраполяцией понимается процедура перенесения выводов, полученных на участке наблюдения, на явления, находящиеся вне этого участка. Предположим, что известны значения временного ряда хt в  точках  t1<t2<…,<tn,  лежащих внутри интервала (t1, tn) области определения Т. Экстраполяция – процедура установления значений ряда в точках, лежащих вне интервала (t1, tn). Экстраполяция дает точечную прогнозную оценку, вычисление которой осуществляется путем решения найденного уравнения регрессии f(t) для значения аргумента tn+к, соответствующего требуемому времени упреждения [image: http://atz53.narod.ru/tret.files/image014.gif]. Например, для параболического тренда точечная оценка детерминированной части прогноза [image: http://atz53.narod.ru/tret.files/image016.gif]вычисляется следующим образом:
                                    [image: http://atz53.narod.ru/tret.files/image018.gif]                               (3.6)
     Прогнозирование случайной компоненты (t) производится методом авторегрессии. Процессом авторегрессии называется процесс, значения которого в последующие моменты времени зависят от его же значений в предшествующие моменты времени:
                                            [image: http://atz53.narod.ru/tret.files/image020.gif]                                                (3.7)
                             [image: http://atz53.narod.ru/tret.files/image022.gif]                    (3.8)
где b1 – bn    - коэффициенты уравнения авторегрессии;
       n – порядок авторегрессии, выражение (3.7) описывает уравнение авторегрессии первого порядка, а (3.8) – второго порядка;
       u(t) – ошибка авторегрессии.
     Расчет коэффициентов b1 – bn также производится методом наименьших квадратов. Число переменных, входящих в модель авторегрессии, называют порядком авторегрессии. Выбор порядка авторегрессии является одним из этапов построения модели авторегрессии и представлен в соответствующей литературе /5,16/. В настоящей работе задается порядок авторегрессии n=1.
     Построение прогнозирующей модели временного ряда рекомендуется проводить в три этапа:
-        построение детерминированной части модели ВР;
-        построение стохастической части модели;
-        определение полного прогноза ВР на основе  результатов двух предыдущих этапов.
Рекомендуемое время выполнения работы:
-        для первого этапа – 2 часа;
-        для второго и третьего этапа – 2 часа.
3.2. Порядок работы
3.2.1. Построение детерминированной части прогнозирующей модели ВР
        (этап 1)
      А) Ввести исходные данные ВР (не менее 20 чисел) в столбец A первого листа программы Excel, как показано на рисунке 1.
     Б). Предположим, что исходный временной ряд описывается выражением 3.4. Для построения параболической зависимости необходимо в столбец Bввести нумерацию элементов ВР t, а в столбец С квадрат t, т.е. t2 (для получения модели полиномиальной зависимости третьей степени в следующий столбец вводятся данные t3, четвертой степени – t4 и т.д.).
     В). Для вычисления коэффициентов модели и дополнительных результатов статистики в правой части экрана с помощью левой кнопки мыши выделить область пустых ячеек размером 53 (5 строк и 3 столбца, количество столбцов должно соответствовать количеству оцениваемых коэффициентов). Для получения только оценок коэффициентов регрессии выделить область размером 13;
     Г). Активизировать режим вычисления коэффициентов уравнения регрессии в следующем порядке: “Вставка – Функция – Статистические - Линейн.- Ок”;
     Д). В появившемся окне ввести следующие исходные данные:
     -  Известные_значения_у – диапазон, содержащий данные об объекте (выделить мышью столбец данных ВР);
    - Известные_значения_х – диапазон, содержащий данные времени и квадрата времени (выделить столбцы B и C);
    - Константа – логическое значение, которое указывает на наличие или на отсутствие свободного члена в уравнении 3.6 (если вставить “1”, то свободный член a0  рассчитывается, если  -“0”, то свободный член равен 0;
    - Статистика – логическое значение, которое указывает, выводить дополнительную информацию по регрессионному анализу или нет.
     Чтобы раскрыть таблицу коэффициентов модели, надо нажать на комбинацию клавиш <CTRL>+<SHIFT>+<ENTER>.
     Для введенных исходных данных: а0= 4.2828, а1= -0.032, а2= 0.0023.
Искомое уравнение регрессии  детерминированной части модели выглядит следующим образом:
                               ŷt [image: http://atz53.narod.ru/tret.files/image024.gif]                   (3.9)
     Е). Рассчитать модельные значения yt в диапазоне t=1-20, подставляя в полученное уравнение значения t и t2 . Все данные в таблице должны быть отцентрированы, дробные числа округлены до третьего знака после запятой. Результаты расчетов примера представлены на рисунке 1 в столбце D(Yпр1).    
    Ж). Используя графические инструменты Excel, построить графики исходного ВР и ВР, расcчитанного по выражению (3.9). Рисунок должен иметь название, отформатирован по ширине листа, оси графиков должны быть обозначены. На рисунке 1 эти графики обозначены соответственно Y и Yпр1. Сопоставить сходство графиков. Если они сильно отличаются, то возможна ошибка в расчетах.   
     З). Рассчитать прогнозные оценки ВР на моменты времени  t=21; t=22; t=23. Построить график модельных данных для t=1,2,3,...,23. (рисунок 1“б”).
3.2.2. Построение стохастической части модели ВР (этап 2).
     А). Для каждого наблюдения ряда в столбце E рассчитать отклонения (t), как разность между соответствующими данными столбцов A и D так, как показано на рисунке 2”а”
     Б). Для определения коэффициента b1 уравнения (3.9) расположим в расчетной таблице данные случайной компоненты так, как показано в столбце Fна рисунке 2“а”.
                             
[image: http://atz53.narod.ru/tret.files/image026.jpg]
а)
[image: http://atz53.narod.ru/tret.files/image028.jpg]
 
б)
 
Рис.3.1 – Расчетные данные (“а”) и графики детерминированной части  (“б”) прогнозирующей модели ВР

       В). Определим коэффициент b1 модели авторегрессии, для этого повторить пункты В-Г раздела 3.2.1. с учетом того, что в данном случае определяются коэффициенты уравнения первого порядка.  В окно исходных данных вставить следующие значения:
     -  Известные_значения_у – выделить мышью диапазон ячеек E3-E21;
-   Известные_значения_х – выделить мышью диапазон ячеек F3-F21.
В ячейке I9 представлено расчетное значение коэффициента b1= 0.6257.
     В результате расчетов методом наименьших квадратов уравнение авторегрессии первого порядка имеет вид: 
                                          [image: http://atz53.narod.ru/tret.files/image030.gif]                               (3.10)
   Уравнение (3.10) построено без свободного члена b0.
    Г). В столбце G расчетной таблицы (рис.2 “а”) по выражению (3.10) рассчитать модельные значения случайной компоненты для t=2,3,4,...,21.
     Д). Используя выражение (3.10), в ячейках G23-G25 рассчитать прогнозные значения случайной компоненты для t=22,23,24. При вычислении  (22) в ячейке G23 использовать значение (21) из ячейки G22, при вычислении  (23) в ячейке G24 использовать значение (22) из ячейки G24 и так далее.
3.2.3. Расчет оценок полного прогноза (этап 3) производится по выражению (3.1) для t=21,22,23,24 в ячейках H22-H25 по данным ячеек D22 и G22,D23 и G23, D24 и G24,  D25 и G25. По результатам расчетов, представленных в колонках A,D и H построить  графики исходного ВР, прогноза на основе детерминированной модели и графика оценок прогноза с учетом случайной компоненты. На рисунке 2”б” для выбранного примера эти графики обозначены как  Y,Yпр1 и Yпр2.   
Как видно из рисунка, график  Yпр2 более близок к графику Y, что свидетельствует о повышении точности прогнозных оценок при учете случайной компоненты. Дать анализ графиков, полученных в результате выполнения заданного варианта. 
3.3. Контрольные вопросы
1.      Привести примеры экономических и технических задач, где нужны прогнозные оценки.
2.      Дать характеристику модели прогноза.
3.      Как выбираются модели детерминированной и стохастической составляющей прогноза?
4.      Описать процесс определения коэффициентов модели в среде Exсel.
5.      Чем отличаются процедуры интерполяции и экстраполяции ВР?
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Коэффициенты



Зависимость прибыли от числа доставщиков
1827500	1817500	1807500	1797500	1787500	1777500	1767500	1757500	1747500	1737500	1727500	1717500	1707500	1697500	


Зависимость a от числа доставщиков
6.0750000000000002	3.0375000000000001	2.0249999999999999	1.51875	1.2149999999999996	1.0125	0.86785714285714288	0.75937500000000024	0.67500000000000038	0.60750000000000004	0.55227272727272703	0.50624999999999998	0.46730769230769242	0.43392857142857166	


Зависимость прибыли от числа клиентов
56000	182000	308000	434000	560000	686000	812000	938000	1064000	1190000	1316000	1442000	1568000	1694000	1820000	1946000	2072000	2198000	2324000	2450000	2576000	2702000	2828000	2954000	3080000	


Запвисимость a от количества клиентов
5.9523809523809514E-2	0.11904761904761908	0.17857142857142869	0.23809523809523825	0.29761904761904773	0.35714285714285737	0.41666666666666685	0.47619047619047633	0.53571428571428559	0.59523809523809523	0.65476190476190488	0.71428571428571452	0.77380952380952406	0.83333333333333359	0.89285714285714268	0.95238095238095244	1.0119047619047619	1.0714285714285718	1.1309523809523809	1.1904761904761905	1.25	1.30952380952381	1.3690476190476191	1.4285714285714286	1.4880952380952384	
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Brauaie HeOGXOAMNO BRECTH HIMEHCHIA B PAsAe OORABICHII.

Copst. N-15; W-15;  //N-xommscrso czpox, M-xommiscrso cronbuos
Type T Mas-Array[1..N, 1..M] Of Integer; //Tun maccus

Yar
Mas  :I.Mas;
MATR MAX, //5nagenve MAKCMMATEHOTC 2MSMENTA TASmAUN
MATR MIN, //5agenue MOUMMANRHOLO 2neMeHTA TabmAE

MATR_SUM: Integer;//Smaucsme cymne: onementon Tabmam

TIpmep MPONEYPEL A4 SATOTHEHMA C HOMOMIEIO CTYHaHHEIX SHIET MOKET BEINTAIETS TaK:
Procedure 20 (Vaz MAS: T WMAS);
Yar I.ZiBvte:

begin
Randomize;
For I:=1 to N do Reminder

Your Computer Is Not Backed Up,
Backup Your Files Online Today

(CosTaHHLIe BaMH IPONEAY Al AO-TKHEL PACTIOTATATECA B TEKCTE MPOTPAMMEL Casy e Tociel

PpaseTa OB EABIEHIA MepEMEHHELX. FREE Computer Backup Available

Jln BEi60pa CrI0CO5 3ATIOTHEHI MOHO EOCTIOTEI0BATECA KoMTIoReHTOf ListBox.

Jlna sanonsernn senennte obsext ListBox], Hafiure ceoficteo Items, mexxnure Ha
HNCNO C7OE: 1734
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